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Vorrede. 


Das Werk, welches hiermit in die Oeffentlichkeit tritt, ist die 
endliche Ausführung eines seit lange geplanten Unternehmens. Bei 
der Bedeutung, welche die grossen Schöpfungen Riemann’s für die 
Entwicklung der neueren Mathematik haben, gehören die meisten der 
Riemann’schen Abhandlungen zu den unentbehrlichsten Hülfsmitteln 
des Mathematikers, und eine Sammlung seiner Werke dürfte daher 
einem allgemein gehegten Wunsche um so mehr entgegen kommen, 
als die meisten derselben im Buchhandel nicht oder nur schwer zu 
erhalten sind. Es kommt dazu die dringende Pflicht gegen die Wissen- 
schaft, die im handschriftlichen Nachlass noch verborgenen Unter- 
suchungen und Gedanken der Oeffentlichkeit nicht länger vorzuenthalten. 

Schon im Frühjahr 1872 war daher unter mehreren Freunden 
Riemann’s der Plan zu einer solchen Sammlung entstanden und Olebsch 
hatte mit seiner ganzen Thatkraft die Leitung des Unternehmens in 
die Hand genommen, und sich mit Dedekind vereinigt, in dessen 
Besitz nach Riemann’s Wunsch der handschriftliche Nachlass nach 
des Verfassers Tod gekommen war, und der bereits mehrere Abhand- 
lungen aus demselben herausgegeben hatte. 

Durch den beklagenswerthen und unerwarteten Tod von Clebsch 
gerieth leider das Vorhaben in’s Stocken und blieb längere Zeit gänz- 
lich liegen. Als mir im November 1874 Dedekind im Namen der 
Frau Professorin Riemann den Vorschlag machte, die Leitung der 
Herausgabe zu übernehmen, bin ich nicht ohne schwere Bedenken 
darauf eingegangen. Denn obwohl ich von dem Umfang der damit 
verbundenen Arbeit damals noch keine richtige Vorstellung hatte, war 
ich. mir der zu übernehmenden Verantwortung wohl bewusst. Nur 
die Erwägung, dass im Falle meiner Weigerung die Ausführung aber- 
mals auf lange Zeit hinausgeschoben zu werden, wenn nicht gänzlich 
zu scheitern drohte, half mir meine Bedenken überwinden, und so ent- 
schloss ich mich, was an mir läge, zu thun, um das Unternehmen zu 
einem befriedigenden Abschluss zu bringen, da Dedekind mir die 
Versicherung gab, mich bei der Arbeit nach Kräften zu unterstützen, 
ein Versprechen, welches er treulich gehalten hat. 


IV Vorrede. 


Die von Riemann selbst oder nach seinem Tode bereits veröffent- 
lichten Arbeiten wurden revidirt, hin und wieder durch einen im Nach- 
lass aufgefundenen Zusatz bereichert, und in kleinen Ungenauigkeiten 
verbessert, sonst aber in unveränderter Form aufgenommen. Nur die 
Abhandlung über die Flächen vom kleinsten Inhalt hat in Folge einer 
von K. Hattendorff auf meinen Wunsch ausgeführten Ueberarbeitung 
einige wesentlichere Aenderungen erfahren. 

Von‘ den im Nachlass enthaltenen Entwürfen fanden sich einige 
in fast druckfertiger Form vor, andere aber in einem so fr gmentari- 
schen Zustande, dass die Verknüpfung und Darstellung erhebliche 
Schwierigkeiten machte. Von der grossen Menge nur Formeln ohne 
Text enthaltender Papiere war wenig für den Druck zu verwerthen. 
Besonders hervorzuheben ist ünter den ersteren die Arbeit über den 
Rückstand in der Leidener Flasche, welche Riemann schon im An- 
schluss an die Mittheilung in der Göttinger N aturforscher-Versammlung 
zur Publication vorbereitet hatte, ferner die in lateinischer Sprache 
geschriebene Beantwortung einer Preisfrage der Pariser Akademie über 
isotherme Curven, welche besonders deshalb von hohem Interesse ist, 
weil darin Riemann’s Untersuchungen über die allgemeinen Eigen- 
schaften der mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten in den Grund- 
zügen niedergelegt sind und eine merkwürdige Verwendung finden. 
Die Darstellung in dieser Abhandlung ist eine äusserst knappe, und 
die Wege, auf denen die endlichen Resultate erhalten wurden, finden 
sich darin nur im Allgemeinen angedeutet. Von der Ausführung einer 
beabsichtigten zweiten eingehenderen Darstellung des Gegenstandes 
wurde Riemann durch seinen Gesundheitszustand abgehalten. Dass ich 
im Stande bin, diese schöne Untersuchung in der letzten von Riemann 
herrührenden BRedaction zum Abdruck zu bringen, verdanke ich der 
Güte des beständigen Secretärs der Pariser Akademie, Herrn Dumas, 
welcher auf ein namens der Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften 
von Herrn Wöhler an ihn gerichtetes Ansuchen mit der dankens- 
werthesten Bereitwilligkeit mir das Originalmanuseript zur Verfügung 
stellte. 

Von Riemann’s Untersuchungen über lineare Differentialgleichungen 
mit algebraischen Coefficienten liegt der erste Theil in ziemlich druck- 
fertiger Form von Riemann’s Hand vor und war vermuthlich zu der 
Publieation bestimmt, die in der Abhandlung über Abel’sche Functionen 
angekündigt ist, aber nicht zur Ausführung kam. Ein zweiter Theil, 
der die wahre Verallgemeinerung der Theorie der hypergeometrischen 
Reihen enthält, fand sich nur im ersten Entwurfe vor, jedoch so, dass 
der Gedankengang vollständig hergestellt werden konnte. 
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Ferner ist hier noch der in italienischer‘ Sprache geschriebene An- 
fang zu einer Untersuchung über die Darstellbarkeit des Quotienten 
zweier hypergeometrischer Reihen durch einen Kettenbruch zu erwähnen, 
deren Bearbeitung H. A. Schwarz in Göttingen übernommen hat, 
dem ich hierfür sowie für manchen Rath an anderen Stellen hier 
meinen Dank ausspreche. 

Obwohl die Vorlesungen Riemann’s dem ursprünglichen Plane nach 
von dieser Sammlung ausgeschlossen sind, so habe ich mich doch zur Auf- 
nahme zweier kleinerer, in sich abgeschlossener Untersuchungen über die 
Convergenz der p-fach unendlichen Theta-Reihe und über die 
Abel’schen Funetionen für den Fallp = entschlossen, bei deren 
Bearbeitung ein von G. Roch geführtes Vorlesungsheft zu Grunde ge- 
legt werden konnte, theils wegen des grossen Interesses, welches die 
Gegenstände haben, theils weil eine zusammenhängende Veröffentlichung 
‚dieser Vorlesungen, wie es scheint, vorläufig nicht in Aussicht steht. 

Ich erwähne hier noch die den Anhang bildenden naturphilo- 
sophischen Fragmente, welche wenigstens eine ungefähre Vorstellung 
von dem Inhalt der Speculationen geben können, denen Riemann 
einen grossen Theil seiner Gedankenarbeit widmete und die ihn viele 
Jahre seines Lebens hindurch begleitet haben. Diese Bruchstücke 
dürften trotz ihrer Lückenhaftigkeit und Umvollständigkeit geeignet 
sein, auch in weiteren Kreisen Aufmerksamkeit zu erregen, wenn sie 
auch nicht viel mehr als die Anfänge und die allgemeinsten Grundzüge 
einer eigenthümlichen und tiefsinnigen Weltanschauung enthalten. 

Eine willkommene Beigabe für die Freunde und Verehrer Rie- 
mann’s wird endlich die biographische Skizze sein, welche Dedekind 
auf meinen Wunsch auf der Grundlage von Briefen und anderen Mit- 
theilungen der Riemann’schen Familie, unterstützt durch seine eigenen 
Erinnerungen verfasst hat. 

Was die Anordnung des Stoffes betrifft, so ist in den beiden 
ersten Abtheilungen die chronologische‘ Reihenfolge streng inne. ge- 
halten worden; in der dritten Abtheilung, welche den Nachlass enthält, 
konnte diese Anordnung nicht ganz consequent durchgeführt werden, 
theils weil sich die Entstehungszeit hier nicht immer vollständig fest- 
stellen liess, theils weil die mehr ausgeführten Untersuchungen dem 
Fragmentarischen vorangestellt werden sollten. 
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Inhalt. 


Erste Abtheilung. 


Abhandlungen, die von Riemann selbst veröffentlicht sind. 


» R 5 x i & Seite 

—I. Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränder- 
lichen complexen Grösse. (Inauguraldissertation, Göttingen ae ir 
Anmerkungen zur vorstehenden Abhandlung. . . ; . +46 


II. Ueber die Gesetze der Vertheilung von Spannungselectrieität“ in pon- 
derablen Körpern, wenn diese nicht als vollkommene Leiter oder Nicht- 
leiter, sondern als dem Enthalten von Spannungselectrieität mit end- 
licher Kraft widerstrebend betrachtet werden ! . . . 48 

(Amtlicher Bericht über die 31. Versammlung Anleihen, Nidartorebe 
und Aerzte zu Göttingen im September 1854. Vortrag gehalten am 
- 21. September 1854.) 
II. Zur Theorie der Nobili’schen Farbenringe . . . 54 


(Aus Poggendorff’s Annalen der Physik und Chönis. Ba. 95, 28. März 
1855.) 
— IV. Beiträge zur Theorie der durch die Gauss’sche Reihe F(«,ß,y,x) dar- 
stellbaren Functionen . . . 62 


(Aus dem siebenten Bande dar Kilian a Hfinishehen Gesell. 
schaft der Wissenschaften zu Göttingen. 1857.) 
V. Selbstanzeige der vorstehenden Abhandlung . . er Te 
(Göttinger Nachrichten. 1857. No. 1.) 
-Vl. Theorie der Abel’schen Functionen. 
(Aus Borchardt’s Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd. 


54. 1857.) 
$; Allgemeine Voraussetzumgen und Hülfsmittel für die aeg 
von Functionen unbeschränkt veränderlicher Grössen. . : s1 
2. Lehrsätze aus der analysis situs für die Theorie der ERS von 
zweigliedrigen vollständigen Differentialien . . . s4 
3. Bestimmung einer Function einer veränderlichen Gürnplerkdn Grösse 
durch Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen . . . 2» 2 .2..2..8 
4. Theorie der Abel’schen Functionen . . . BD 
VII. Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer each Gröme 7.7.06 


(Monatsberichte der Berliner Akademie, November 1859.) 
VIII. Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher ge 
weite. . . . 145 
(Aus dem ae Band = Abbandtungen dei Königlichen Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Göttingen. 1860.) 


Inhalt. 


IX. Selbstanzeige der vorstehenden Abhandlung . 
(Göttinger Nachrichten, 1859. No. 19). 

X. Ein Beitrag zu den Untersuchungen über die Bewegung eines flüssigen 

gleichartigen Ellipsoides . 3 

(Aus dem neunten Bande der Aökandionpöri dr Königlichen Gösell- 
schaft der Wissenschaften zu Göttingen, 1861.) 

XI. Ueber das Verschwinden der Theta-Functionen . i 
(Aus Borchardt’s Journal für reine und angewandte Mathematik; Ba. 
65. 1865 ) 


Zweite Abtheilung. 


Abhandlungen, die nach Riemann’s Tode bereits herausgegeben sind. 
XH. Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische 
Reihe . 

(Habilitetionsschrift, 1854, aus Er ERERER Bände dei Abbaan- 
lungen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen.) 
Anmerkungen zur vorstehenden Abhandlung . ; 

XII. Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grande Bine, 
(Habilitationsschrift, 1854, aus dem dreizehnten Bande der Abhand- 
lungen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen.) 

XIV. Ein Beitrag zur Electrodynamik. (1858.) i BE N? a Be 
Aus Poggendorff’s Annalen der Physik und Öbernie, Bd. CXXX1I.) 

XV. Beweis des Satzes, dass eine einwerthige mehr als 2nfach ee 

Function von n Veränderlichen unmöglich ist 
. (Auszug aus einem Schreiben Riemann’s an Weierstrass vom 26. be 
tober 1859. Aus Borchardt’s Journal für reine und angewandte 
Mathematik. Bd. 71.) 

XVI. Estratto di una lettera scritta in lingua Italiana il di 21. Gennaio 1864 

al Sig. Professore Enrico Betti. ES 
(Annali di Matematica, Ser. 1. T. vi) 

XVII. Ueber die Fläche vom len Inhalt bei gegebener Begrenzung . 
(Aus dem dreizehnten Bande der Abhandlungen der Königlichen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften zu Göttingen.) 

XVIII. Mechanik des Ohres 
(Aus Henle und Pfeuffer’s- Zeitschrift. für iopule RR "dritte 
Reihe. Bd. 29.) 


Dritte Abtheilung. 
Nachlass. 

XIX. Versuch einer allgemeinen Auffassung der cken ‚od Differen- 
tiation. (1847.) 
XX. Neue Theorie des Häckslandest in shock Binfnhgeiigi: üben. (1854. ) 
XXI. Zwei allgemeine Lehrsütze über lineäre Differentialgleichungen mit 
algebraischen Coeffiecienten. (20. Febr. 1857.) 
XXI. Commentatio mathematica, qua respondere tentatur osssline a Illma 

Academia Parisiensi naar: 
„Lrouver quel doit &tre l’6tat calorifique d’un corps solide homogene 


E 


. 168 


198 


2.2137 


. 252 
. 254 — 


.. 270 


. 276 


. 280 


. 283 


. 316 


. 331 
345 . 


. 357 


vul Inhalt. 


> : Seite 
indefini pour qu’un systeme de eourbes isothermes, & un instant donng, 


restent isothermes apr&s un temps queleonque, de telle sorte que 
la temperature d’un point puisse s’exprimer en fonetion du temps 


et de deux autres variables independantes.“ (1861) . . . ...370 
Anmerkungen zur vorstehenden Abhandlung . . . . . 384 
XXI. Sullo svolgimento del quoziente di due serie ersemeir in di 
Zion “ontiues Infinite (1868.).°.. nen. 0 un 
XXIV. Ueber das Potential eines Ringes . . . 407 
- XXV. Gleichgewicht der Rlectrieität auf Öyiindern: ii Keiföngigem: er 
schnitt und parallelen Axen . . . EN 


XXVI. Beispiele von Flächen kleinsten Inhalts bei ee ET RRREE . 417 
XXVII. Fragmente über die Grenzfälle der elliptischen Modulfunctionen. (1852.) 427 


Erläuterungen zu den vorstehenden Fragmenten . . . 2. ..2..2....438 
XXVIIN. Fragment aus der Analysis Situs . . . SSH PS 20 PER 
XXIX. Convergenz der p-fach unendlichen Theta- Käike EEE ee | 
XXX. Zur Theorie der Abel’schen Functionen für den Fall p = 3. 7 
Anhang. 

Fragmente philosophischen Inhalts. 
I.:2ur Psychologie und Metaphysik". ...:. Su. u 
IK -Mkenotnissthoorelinähes , Et re 
Ip hilnDphie 7.0.5 SR ee 2 


Bernhard Riemann’s Lebenslauf _ . . . . ...507 


Erste Abtheilung. 


Rırmann’s gesammelte mathematische Werke. 3: 


= 
z 
2 

2 

= 


& 





I. 


Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funetionen einer 
veränderlichen complexen Grösse. 


(Inauguraldissertation, Göttingen, 1851.) 


1. 


Denkt man sich unter z eine veränderliche Grösse, welche nach 
und nach alle möglichen reellen Werthe annehmen kann, so wird, 
wenn jedem ihrer Werthe ein einziger Werth der unbestimmten Grösse 
w entspricht, w eine Function von 2 genannt, und wenn, während z 
alle zwischen zwei festen Werthen gelegenen Werthe stetig durch- 
läuft, ww ebenfalls stetig sich ändert, so heisst diese Funetion inner- 
halb dieses Intervalls stetig oder continuirlich. (?) { 

Diese Definition setzt offenbar zwischen den einzelnen Werthen 
der Funetion durchaus kein Gesetz fest, indem, wenn über diese 
Funetion für ein bestimmtes Intervall verfügt ist, die Art ihrer Fort- 
setzung ausserhalb desselben ganz der Willkür überlassen bleibt. 

Die Abhängigkeit der Grösse w von 2 kann durch ein mathe- 
matisches Gesetz gegeben sein, so dass durch bestimmte Grössen- 
operationen zu jedem. Werthe von 2 das ihm entsprechende « gefunden 
wird. Die Fähigkeit, für alle innerhalb eines gegebenen Intervalls 
liegenden Werthe von z durch dasselbe Abhängigkeitsgesetz bestimmt 
zu werden, schrieb man früher nur einer gewissen Gattung von 
Funetionen zu (funetiones continuae nach Euler's Sprachgebrauch); 
neuere Untersuchungen haben indess gezeigt, dass es analytische Aus- 
drücke giebt, durch welche eine jede stetige Function für ein gege- 
benes Intervall dargestellt werden kann. Es ist daher einerlei, ob 
man die Abhängigkeit der Grösse w von der Grösse z als eine will- 
kürlich gegebene oder als eine durch bestimmte Grössenoperationen 

1* 
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bedingte definirt. Beide Begriffe sind in Folge der erwähnten Theoreme 
congruent. 

Anders verhält es sich aber, wenn die Veränderlichkeit der Grösse 
2 nicht auf reelle Werthe beschränkt wird, sondern auch complexe 
von der Form & + yi (wo i= Y— 1) zugelassen werden. 

Es seien + yi und + yi + de + dyi zwei unendlich wenig 
verschiedene Werthe der Grösse z, welchen die Werthe « + vi und 
ut vi + du + dvi der Grösse w entsprechen. Alsdann wird, wenn 
die Abhängigkeit der Grösse w von z eine willkürlich angenommene 


a 
ist, das Verhältniss er sich mit den Werthen von dx und dy 
allgemein zu reden ändern, indem, wenn man dx + dyi = se®' setzt, 
Ten 
de + dyi 


ou 0V ov ou 
u Gr)tte-) 

eu 0% 00, Du\ . ] de — dyi 
a [3% Bari (de * öy, e | de + dyi 





oy 
ou , 
(at) tree 
ou ev ov ou\ . Ta 
ae re rn 


wird. Auf welche Art aber auch w als Funetion von 2 durch Ver- 
bindung der einfachen Grössenoperationen bestimmt werden möge, 


immer wird der Werth des Differentialquotienten = von dem beson- 


dern Werthe des Differentials dz unabhängig sein*): Offenbar kann 
also auf diesem Wege nicht jede beliebige Abhängigkeit der complexen 
Grösse w von der complexen Grösse 2 ausgedrückt werden. 

Das eben hervorgehobene Merkmal aller irgendwie durch Grössen- 
operationen bestimmbaren Functionen werden wir für die folgende 
Untersuchung, wo eine solche Function unabhängig von ihrem Aus- 
drucke betrachtet werden soll, zu Grunde legen, indem wir, ohne jetzt 
dessen Allgemeingültigkeit und Zulänglichkeit für den Begriff einer 
durch Grössenoperationen ausdrückbaren Abhängigkeit zu beweisen, 
von folgender Definition ausgehen: 


*) Diese Behauptung ist offenbar in allen ‘Füllen gerechtfertigt, wo sich aus ' 
dem Ausdrucke von w durch z mittelst der Regeln der Differentiation ein Aus- 


druck von = durch z finden lässt; ihre streng allgemeine Gültigkeit bleibt für 
2 


jetzt dahin gestellt. 
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Eine veränderliche complexe Grösse ı heisst eine Function einer 
andern veränderlichen complexen Grösse 2, wenn sie mit ihr sich so 


ändert, dass der Werth des Differentialquotienten ee unabhängig von 
dem Werthe des Differentials dz ist. 


2. 


Sowohl die Grösse z, als die Grösse w werden als veränderliche 
(rössen betrachtet, die jeden complexen Werth annehmen können. 
Die Auffassung einer solchen Veränderlichkeit, welche sich auf ein 
zusammenhängendes Gebiet von zwei Dimensionen "erstreckt, wird 
wesentlich erleichtert durch eine Anknüpfung an räumliche Anschau- 
ungen. 

Man denke sich jeden Werth «+ yi der Grösse 2 repräsentirt 
durch einen Punkt O der Ebene A, dessen rechtwinklige Coordinaten 
x, Y, jeden Werth «+ vi der Grösse w durch einen Punkt © der 
Ebene B, dessen rechtwinklige Coordinaten u, v sind. Eine jede Ab- 
hängigkeit der Grösse w von 2 wird sich dann darstellen als eine 
Abhängigkeit der Lage des Punktes Q von der des Punktes O0. Ent- 


spricht jedem Werthe von z ein bestimmter mit z stetig sich ändern- 


der Werth von w, mit andern Worten, sind u und ® stetige Funetionen 
von x, %, so wird jedem Punkte der Ebene A ein Punkt der Ebene B, 
jeder Linie, allgemein zu reden, eine Linie, jedem zusammenhängenden 
Flächenstücke ein zusammenhängendes Flächenstück entsprechen. Man 
wird sich also diese Abhängigkeit der Grösse ww von 2 vorstellen können 
als eine Abbildung der Ebene A auf der Ebene B. 


3. 


Es soll nun untersucht werden, welche Eigenschaft diese Abbil- 

dung erhält, wenn w eine Function der complexen Grösse 2, d. h. 
dw ae ar 
wenn 7, von dz unabhängig ist. 

Wir bezeichnen durch 0 einen unbestimmten Punkt der Ebene A 
in der Nähe von O, sein Bild in der Ebene B durch g, ferner durch 
x + ye+da + dyi und u + vi + du + dvi die Werthe der 
Grössen z und w in diesen Punkten. Es können dann dx, dy und 
du, dv als rechtwinklige Coordinaten der Punkte o und q in Bezug 
auf dig Punkte O und @ als Anfangspunkte angesehen werden, und 
wenn man dx + dyi = ee‘ und du + dvi= ne”i setzt, so werden 
die Grössen &, @, n, » Polarcoordinaten dieser Punkte für dieselben 
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Anfangspunkte sein. Sind nun 0’ und 0” irgend zwei bestimmte 
Lagen des Punktes o in unendlicher Nähe von O, und drückt man die 
von ihnen abhängigen Bedeutungen der übrigen. Zeichen durch ent- 
sprechende Indices aus, so giebt die Voraussetzung 


dw + dv’i _ du” +do”i 


da’ +dayi da” +dyi 
und folglich - 














er x Er Fran ch ev ons y')i = dx 7 Ay = ep —p)i 
du’ +dv i da’ + dyi ? 
j € f ’ ‚ Z . m Pr 
woraus nr ne und 9 — y” = 9 — gp”, d. h. in den Dreiecken 


000’ und y’ 049” sind die Winkel 0 00” und g’Qq” gleich und die 
sie einschliessenden Seiten einander proportional. 

Es findet also zwischen zwei einander entsprechenden unendlich 
kleinen Dreiecken und folglich allgemein zwischen den kleinsten Thei- 
len der Ebene A und ihres Bildes auf der Ebene B Aehnlichkeit 
Statt. Eine Ausnahme von diesem Satze tritt nur in den besonderen 
Fällen ein, wenn die einander entsprechenden Aenderungen der Grössen 
z und w nicht in einem endlichen Verhältnisse zu einander stehen, 
was bei Herleitung desselben stillschweigend vorausgesetzt ist*). 





4. 
Bringt man den Differentialquotienter en in die Form 
ou , 08. (Cv eu. P 
(:+75°) dc -+ (et) dyv 
I 7; = E£ 


so erhellt, dass er und zwar nur dann für je zwei Werthe von da 
und dy denselben Werth haben wird, wenn 

u _ 20 ma de Du 

02 90y 00 2 .:2.0% 
ist. Diese Bedingungen sind also hinreichend und nothwendig, damit 
w=u- vi eine Funetion von z= x + yi sei. Für die einzelnen 
Glieder dieser Function fliessen aus ihnen die folgenden: 

*) Ueber diesen Gegenstand sehe man: 

„Allgemeine Auflösung der Aufgabe: die Theile einer gegebenen Fläche so 
abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich 
wird, von C. F. Gauss. (Als Beantwortung der von der königlichen MR der 
Wissenschaften in Copenhagen für 1822 aufgegebenen Preisfrage“, abgedfückt in: 


„Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher. Drittes Heft. 
Altona. 1825.) (Gauss Werke Bd. IV, p. 189.) 


der Funetionen einer veränderlichen complexen Grösse. 7 





o?u ou 0?% 
+ 33 = 0, 35 + 3 > 0 
ex? ey? = 0x° ey? ’ 


welche für die Untersuchung der Eigenschaften, die Einem Gliede 
einer solehen Function einzeln betrachtet zukommen, die Grundlage 
bilden. Wir werden den Beweis für die wichtigsten dieser Eigen- 
schaften einer eingehenderen Betrachtung der vollständigen Funetion 
voraufgehen lassen, zuvor aber noch einige Punkte, welche allgemei- 
neren Gebieten angehören, erörtern und festlegen, um uns den Boden 


für jene Untersuchungen zu ebenen. 


+ Eg 
* 


5. 


Für die folgenden Betrachtungen beschränken wir die Veränder- 
lichkeit der Grössen «, y auf ein endliches Gebiet, indem wir als Ort 
des Punktes O nicht mehr die Ebene ‚A selbst, sondern eine über 
dieselbe ausgebreitete Fläche 7’ betrachten. Wir wählen diese Ein- 
kleidung, bei der es unanstössig sein wird, von auf einander liegenden 
Flächen zu reden, um die Möglichkeit offen zu lassen, dass der Ort 
des Punktes O0 über denselben Theil der Ebene sich mehrfach er- 
strecke, setzen jedoch für einen solchen Fall voraus, dass die auf 
einander liegenden Flächentheile nicht längs einer Linie zusammen- 
hängen, so dass eine Umfaltung der Fläche, oder eine Spaltung in auf 
einander liegende Theile nicht vorkommt. 

Die Anzahl der in jedem Theile der Ebene auf einander liegen- 
den Flächentheile ist alsdann vollkommen bestimmt, wenn die Begren- 
zung der Lage und "dem Sinne nach (d. h. ihre innere und äussere 
Seite) gegeben ist; ihr Verlauf kann sich jedoch noch verschieden 
gestalten. 

In der That, ziehen wir durch den von der Fläche bedeckten 
Theil der Ebene eine beliebige Linie !, so ändert sich die Anzahl der 
über einander liegenden Flächentheile nur beim Ueberschreiten der 
Begrenzung, und zwar beim Uebertritt von Aussen nach Innen um 
+ 1, im entgegengesetzten Falle um — 1, und ist also überall be- 
stimmt. Längs des Ufers dieser Linie setzt sich nun jeder angrenzende 
Flächentheil auf ganz bestimmte Art fort, so lange die Linie die Be- 
grenzung nicht trifft, da eine Unbestimmtheit jedenfalls nur in einem 
einzelnen Punkte und also entweder in einem Punkte der Linie selbst 
oder in einer endlichen Entfernung von derselben Statt hat; wir kön- 
nen daher, wenn wir unsere Betrachtung auf einen im Innern der 
Fläche verlaufenden Theil der Linie ! und zu beiden Seiten auf einen 
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hinreichend kleinen Flächenstreifen beschränken, von bestimmten 
angrenzenden Flächentheilen reden, deren Anzahl auf jeder Seite gleich 
ist, und die wir, indem wir der Linie eine bestimmte Richtung bei- 
legen, auf der Linken mit «a,, a,, ... a„, auf der Rechten mit a,', a, ,...«@,, 
bezeichnen. Jeder Flächentheil « wird sich dann in einen der Flächen- 
theile a’ fortsetzen; dieser wird zwar im Allgemeinen für den ganzen 
Lauf der Linie ! derselbe sein, kann sich jedoch für besondere Lagen 
von / in einem ihrer Punkte ändern. Nehmen wir an,.dass oberhalb 
eines solchen Punktes o (d. h. längs des vorhergehenden Theils von /) 
mit den Flächentheilen a’, @',... «a, der Reihe nach die Flächen- 
theile a,, a,,... a, verbunden seien, unterhalb desselben aber die 
Flächentheile @.,, @a3, -- - dan; WO @&, &g, ».. &, nur in der Anordnung 
von 1,2,...n verschieden sind, so wird ein oberhalb o von a, in d', 
eintretender Punkt, wenn er unterhalb 6 auf die linke Seite zurück- 
tritt, in den Flächentheil a., gelangen, und wenn er den Punkt 6 von 
der Linken zur Rechten umkreiset, wird der Index des Flächentheils, 
in welchem er sich befindet, der Reihe nach die Zahlen 


1, &, @aıy «U Auyer- 


durchlaufen. In dieser Reihe sind, so lange das Glied 1 nicht wieder- 
kehrt, nothwendig alle Glieder von einander verschieden, weil einem 
beliebigen mittlern Gliede «. nothwendig uw und nach einander alle 
früheren Glieder bis 1 in unmittelbarer Folge vorhergehen; wenn aber 
nach einer Anzahl von Gliedern, die offenbar kleiner als » sein muss 
und = m sei, das Glied 1 wiederkehrt, so müssen die übrigen Glieder 
in derselben Ordnung folgen. Der um 6 sich bewegende Punkt kommt 
alsdann nach je m Umläufen in denselben Flächentheil zurück und 
ist auf m der auf einander liegenden Flächentheile” eingeschränkt, 
welche sich über 6 zu einem einzigen Punkte vereinigen. Wir nennen 
diesen Punkt einen Windungspunkt m — 1ster Ordnung der Fläche T. 
Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die übrigen n — m Flächen- 
theile werden diese, wenn sie nicht gesondert verlaufen, in Systeme 
von m,, My, ... Flächentheilen zerfallen, in welchem Falle auch noch 
Windungspunkte m, — 1ster, m, — 1ster Ordnung in dem Punkte o 
liegen. 

Wenn die Lage und der Sinn der Begrenzung von 7 und die 
Lage ihrer Windungspunkte gegeben ist, so ist 7’ entweder vollkom- 
men bestimmt oder doch auf eine endliche Anzahl verschiedener Ge- 
stalten beschränkt; Letzteres, in so fern sich diese Bestimmungsstücke 
auf verschiedene der auf einander liegenden Flächentheile beziehen 
. können, 
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Eine veränderliche Grösse, die für jeden Punkt O der Fläche 7, 
allgemein zu reden, d. h. ohne eine Ausnahme in einzelnen Linien und 
Punkten *) auszuschliessen, Einen bestimmten mit der Lage desselben 
stetig sich ändernden Werth annimmt, kann offenbar als eine Funetion 
von x, y angesehen werden, und überall, wo in der Folge von Funetionen 
von z, y die Rede sein wird, werden wir den Begriff derselben auf 
diese Art festlegen. 

Ehe wir uns jedoch zur Betrachtung solcher Funetionen wenden, 
schalten wir noch einige Erörterungen über den Zusammenhang einer 
Fläche ein. Wir beschränken uns dabei auf solche Flächen, die sich 
nicht längs einer Linie spalten. 


6. 


Wir betrachten zwei Flächentheile als zusammenhängend oder 
Einem Stücke angehörig, wenn sich von einem Punkte des einen durch 
das Innere der Fläche eine Linie nach einem Punkte des andern ziehen 
lässt, als getrennt, wenn diese Möglichkeit nicht Statt findet. 

Die Untersuchung des Zusammenhangs einer Fläche beruht auf 
ihrer Zerlegung durch Querschnitte, d. h. Linien, welche von einem 
Begrenzungspunkte das Innere einfach — keinen Punkt mehrfach — 
bis zu einem Begrenzungspunkte durchschneiden. Letzterer kann auch 
in dem zur Begrenzung hinzugekommenen Theile, also in einem 
frühern Punkte des Querschnitts, liegen. 

Eine zusammenhängende Fläche heisst, wenn sie durch jeden 
' Querschnitt in Stücke zerfällt, eine einfach zusammenhängende, andern- 
falls eine mehrfach zusammenhängende. 

Lehrsatz J. Eine einfach zusammenhängende Fläche A zerfällt 
durch jeden Querschnitt ab in zwei einfach zusammenhängende Stücke. 

Gesetzt, eins dieser Stücke würde durch einen Querschnitt cd 
nicht zerstückt, so erhielte man offenbar, je nachdem keiner seiner 
Endpunkte oder der Endpunkt e oder beide Endpunkte in ab fielen, 
durch Herstellung der Verbindung längs der ganzen Linie ab oder 
längs des Theils cb oder des Theils cd derselben eine zusammen- 


*) Diese Beschränkung ist zwar nicht durch den Begriff einer Function an 
sich geboten, aber um Infinitesimalrechnung auf sie anwenden zu können erfor- 
derlich: eine Function, die in allen Punkten einer Fläche unstetig ist, wie z. B. 
eine Function, die für ein commensurables x und ein commensurables y den 
Werth 1, sonst aber den Werth 2 hat, kann weder einer Differentiation, noch 
einer Integration, also (unmittelbar) der Infinitesimalrechnung überhaupt nicht un- 
terworfen werden. Die für die Fläche 7’ hier willkürlich gemachte Beschränkung 
wird sich später (Art. 15.) rechtfertigen. 
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hängende Fläche, welche durch einen Querschnitt aus A entstände, 
gegen die Vorraussetzung. 

Lehrsatz II. Wenn eine Fläche 7 durch n,*) Querschnitte g, in 
ein System 7, von m, einfach zusammenhängenden Flächenstücken 
und durch », Querschnitte g, in ein System 7, von m, Flächenstücken 
zerfällt, so kann n, — m, nicht > n, — m, sein. 

Jede Linie g, bildet, wenn sie nicht ganz in das Querschnitt- 
system g, fällt, zugleich einen oder mehrere Querschnitte g,' der 
Fläche 7. Als Endpunkte der Querschnitte 9, sind anzusehen: 

1) die 2n, Endpunkte der Querschnitte q,, ausgenommen, wenn ihre 
kım. Enden mit einem Theil des Liniensystems q, zusammenfallen, 
2) jeder mittlere Punkt eines Querschnitts q,, in welchem er in 
einen mittlern Punkt einer Linie g, eintritt, ausgenommen, wenn 
5: er sich schon in einer andern Linie g, befindet, d. h. wenn ein 
Ende eines Querschnitts q, mit ihm zusammenfällt. 

Bezeichnet nun u, wie oft Linien beider Systeme während ihres 
Laufes zusammentreffen oder auseinandergehen (wo also ein einzelner 
gemeinsamer Punkt doppelt zu rechnen ist), v,, wie oft ein Eindstück 
der q, mit einem mittlern Stücke der q,, v,, wie oft ein Endstück 
der g, mit einem mittlern Stücke der q,, endlich v,, wie oft ein End- 
stück der q, mit einem Endstücke der g, zusammenfällt, so liefert 
Nr. 1 20, —v,— v,, Nr. 2 u — v, Endpunkte der Querschnitte g';; 
beide Fälle zusammengenommen aber umfassen sämmtliche Endpunkte 
und jeden nur einmal, und die Anzahl dieser Querschnitte ist daher 


an, re BEP Ga 
= Au == au ri = n,-+ 5. Durch ganz we Schlüsse er- 
We 


giebt sich die Anzahl der Querschnitte q’, der Fläche, 7, welche durch 
an, — 9 Er. a 
2 
Die Fläche 7, wird nun offenbar durch die n, + s Querschnitte g’, in 
dieselbe Fläche verwandelt, in welche 7‘, durch die », + s Querschnitte 
q, zerfällt wird. Es. besteht aber 7, aus m, einfach zusammenhän- 
genden Stücken und zerfällt daher nach Satz I. durch m, + s 
Querschnitte in m, -+ n, + s Flächenstücke; folglich müsste, wäre 
m, < m; + N, — n,, die Zahl der Flächenstücke 7, durch n, + 3 Quer- 
schnitte um mehr als n, + s vermehrt werden, was ungereimt ist. 
Zufolge dieses Lehrsatzes ist, wenn die Anzahl der Querschnitte 
unbestimmt durch n, die Anzahl der Stücke durch m bezeichnet wird, 








die Linien g, gebildet werden, = —,also=n, +8. 


*) Unter einer Zerlegung durch mehrere Querschnitte ist stets eine successive 
zu verstehen, d. h. eine solche, wo die durch einen Querschnitt entstandene 
Fläche durch einen neuen Querschnitt weiter zerlegt wird, 
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n — m für alle Zerlegungen einer Fläche in einfach zusammenhängende 
Stücke constant; denn betrachten wir irgend zwei bestimmte Zer- 
legungen durch n, Querschnitte in m, Stücke und durch », Quer- 
schnitte in m, Stücke, so muss, wenn erstere einfach zusammenhängend 
sind, 9, — m, Zn, — m,, und wenn letztere einfach zusammenhän- 
gend sind, n, — m, Zn, — my, also wenn Beides zutrifft, n, — m, 
=n — m, sein. 

Diese Zahl kann füglich mit dem Namen „Ordnung des Zusam- 
menhangs“ einer Fläche belegt werden; sie wird 

durch jeden Querschnitt um 1 erniedrigt — nach der Definition —, 

durch eine von einem innern Punkte das Innere einfach bis zu 
einem Begrenzungspunkte oder einem frühern Schnittpunkte durch- 
schneidende Linie nicht geändert und 

durch einen innern allenthalben einfachen in zwei Punkten endenden 
Schnitt um 1 erhöht, 

weil erstere durch Einen, letztere aber durch’ zwei @uerschnitte in 
Einen Querschnitt verwandelt werden kann. 

Endlich wird die Ordnung des Zusammenhangs einer aus mehreren 
Stücken bestehenden Fläche erhalten, wenn man die Ordnungen des 
Zusammenhangs dieser Stücke zu einander addirt. 

Wir werden uns indess in der Folge meistens auf eine aus Einem 
Stücke bestehende Fläche beschränken, und uns für ihren Zusammen- 
hang der kunstloseren Bezeichnung eines einfachen, zweifachen ete. 
bedienen,- indem wir unter einer nfach zusammenhängenden Fläche 
eine solche verstehen, die durch n — 1 Querschnitte in eine einfach 
zusammenhängende zerlegbar ist. 

In Bezug auf die Abhängigkeit des Zusammenhangs der Begren- 
zung von dem Zusammenhang einer Fläche erhellt leicht: 

1) Die Begrenzung einer einfach zusammenhängenden Fläche be- 
steht nothwendig aus Einer in sich zurücklaufenden Linie. 

Bestände die Begrenzung aus getrennten Stücken, so würde ein 
Querschnitt q, der einen Punkt eines Stücks « mit einem Punkte eines 
andern b verbände, nur zusammenhängende Flächentheile von einander 
scheiden, da sich im Innern der Fläche längs @ eine Linie von der 
einen Seite des Querschnitts g an die entgegengesetzte führen .liesse; 
und folglich würde g die Fläche nicht zerstücken, gegen die Voraus- 
setzung. 

2) Durch: jeden Querschnitt wird die Anzahl der Begrenzungsstücke 
entweder um 1 vermindert oder um 1 vermehrt. 

Ein Querschnitt y verbindet entweder einen Punkt eines Begren- 
zungsstücks a mit einem Punkte eines andern db, — in diesem Falle 


Re £; 


02: 
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bilden alle diese Linien zusammengenommen in der Folge a, q, b, q 
ein einziges in sich zurücklaufendes Stück der Begrenzung — 

oder er verbindet zwei Punkte Eines Stücks der Begrenzung, — 
in diesem Falle zerfällt dieses durch seine beiden Endpunkte in zwei 
Stücke, deren jedes mit dem Querschnitte zusammengenommen ein in 
sich zurücklaufendes Begrenzungsstück bildet — 

oder endlich, er endet in einem seiner früheren Punkte und kann 
betrachtet werden als zusammengesetzt aus einer in’ sich zurücklaufen- 
den Linie o und einer andern /, welche einen Punkt von o mit einem 
Punkte eines Begrenzungsstücks « verbindet, — in welchem Falle o 
eines Theils, und a, /, o, ! andern Theils je ein in sich zurücklaufen- ' 
des Begrenzungsstück bilden. 

Es treten also entweder — im erstern Falle — an die Stelle 
zweier Ein, oder — in den beiden letzteren Fällen — an die Stelle 
Eines zwei Begrenzungsstücke, woraus unser Satz folgt. 

Die Anzahl der Stücke, aus welchen die Begrenzung eines nfach 
zusammenhängenden Flächenstücks besteht, ist daher entweder = n» 
oder um eine gerade Zahl kleiner. 

Hieraus ziehen wir noch das Üorollar: | 

Wenn die Anzahl der Begrenzungsstücke einer nfach zusammen- 
hängenden Fläche =» ist, so zerfällt diese durch jeden überall ein- 
fachen im Innern in sich zurücklaufenden Schnitt in zwei getrennte 
Stücke. 

Denn die Ordnung des Zusammenhangs wird dadurch nicht ge- 
ändert, die Anzahl der Begrenzungsstücke um 2 vermehrt; die Fläche 
würde also, wenn sie eine zusammenhängende wäre, einen nfachen 
Zusammenhang und n + 2 Begrenzungsstücke haben, wag unmöglich ist. 


T. 


Sind X und Y zwei in allen Punkten der über A ausgebreiteten 
Fläche 7 stetige Functionen von «, y, so ist das über alle Elemente 
dT dieser Fläche ausgedehnte Integral 


N E: #v) dl’ = Be (X cos& + Ycosn) ds, 


wenn in jedem Punkte der Begrenzung die Neigung einer auf sie nach 
Innen gezogenen Normale gegen die «-Axe durch 8, gegen die y-Axe 
durch n bezeichnet wird, und sich diese Integration auf sämmtliche 
Elemente ds der Begrenzungslinie erstreckt. 


V. 


Um das Integral / ai T zu transformiren, zerlegen wir den 
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von der Fläche 7’ bedeckten Theil der Ebene A durch ein System der 
x-Axe paralleler Linien in Elementarstreifen, und zwar so, dass jeder 
Windungspunkt der Fläche 7’ in eine dieser Linien fällt. Unter dieser 
Voraussetzung besteht der auf jeden derselben fallende Theil von 7 
aus einem oder mehreren abgesondert verlaufenden trapezförmigen 
Stücken. Der Beitrag eines unbestimmten dieser Flächenstreifen, 
welcher aus der y-Axe das Element dy ausscheidet, zu. dem Werthe 


von 7. dT wird dann offenbar = dy 7 = dx, wenn diese Inte- 


gration durch diejenige oder diejenigen der Fläche 7’ angehörigen 
geraden Linien ausgedehnt wird, welche auf eine durch einen Punkt 
von dy gehende Normale fallen. Sind nun die unteren Endpunkte 
derselben (d. h. welchen die kleinsten Werthe von x entsprechen) 
, 0,5 0,5; - „, die oberen 0’, 07,0”, ... und bezeichnen wir mit 
..r. X, X”,.... die Werthe von X in diesen Punkten, 
mit ds, ds,,....ds’,ds”,..... die entsprechenden von dem Flächen- 
streifen aus der Begrenzung ausgeschiedenen Elemente, mit &,&,,..-- 
&',8&”,.... die Werthe von & an diesen Elementen, so wird 


a@--Xx a 
OR 4 dd dd 
HF 


Die Winkel 8 werden offenbar spitz an den unteren, stumpf an den 
oberen Endpunkten, und es wird daher 
dy= cos$ds,= cos$,ds,.... 
—= — cos$ds = — cosf’ds”.... 


Durch Substitution dieser Werthe ergiebt sich 

ay | (X de = — 2X cos &ds, 
wo sich die Summation auf alle Begrenzungselemente bezieht, welche 
in der y-Axe dy zur Projeetion haben. 

Durch Integration über sämmtliche in Betracht kommende dy 
werden offenbar sämmtliche Elemente der Fläche 7’ und sämmtliche 
Elemente der Begrenzung erschöpft, und man erhält daher, in diesem 
Umfange genommen, 


Sa 7-- [Xs Eds. 


Durch ganz ähnliche Schlüsse findet man 


SaıT- fr cos nds 
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und folglich 
+) -- S(&es:+ Y cos n)ds, w. z, b. w. 


8. 


Bezeichnen wir in der Begrenzungslinie, von einem festen Anfangs- 
punkte aus in-einer bestimmten später festzusetzenden Richtung ge- 
rechnet, die Länge derselben bis zu einem unbestimmten Punkte O, 
durch s, und-in der in diesem Punkte O, errichteten Normalen die 
Entfernung eines unbestimmten Punktes O von demselben und zwar 
nach Innen zu als positiv betrachtet durch p, so können offenbar die 
Werthe von x uud y im Punkte O als Functionen von s und p an- 
geseheh werden, und es werden dann in den Punkten der Begrenzungs- 
linie die partiellen Differentialquotienten 





ee. ey. ER Mr 
dn cos &, m een % = .cosn, tes, 


wo die oberen Zeichen gelten, wenn die Richtung, in welcher die 
Grösse s als wachsend betrachtet wird, mit p einen gleichen Winkel 
einschliesst, wie die x-Axe mit der y-Axe, wenn einen entgegen- 
gesetzten, die unteren. Wir werden diese Richtung in allen Theilen 
der Begrenzung so annehmen, dass 


Fr = SE und folglich e = — ze 
ist, was die Allgemeinheit unserer Resultate im Wesentlichen nicht 
beeinträchtigt. 

Offenbar können wir diese Bestimmungen auch auf Linien im 
Innern von 7 ausdehnen; nur haben wir hier zur Böstimmung der 
Vorzeichen von dp und Rs wenn deren gegenseitige Abhängigkeit wie 
dort festgesetzt wird, noch eine Angabe hinzuzufügen, welche entweder 
das Vorzeichen von,dp, oder von ds festsetzt; und zwar werden wir 
bei einer in sich zurücklaufenden Linie angeben, von welchem der 
durch sie geschiedenen Flächentheile sie als Begrenzung gelten solle, 
wodurch das Vorzeichen von dp bestimmt wird, bei einer nicht in 
sich zurücklaufenden aber ihren Anfangspunkt, d. h. den Endpunkt, 
wo 5 den kleinsten Werth annimmt. 

Die Einführung der für cos & und cos n erhaltenen Werthe in die 
im vorigen Art. bewiesene Gleichung giebt, in demselben Umfange wie 
dort genommen, 


”/0X + 0% Mn ) 2 ‚08 
era Jena nde fern) 
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9. 


Dureh Anwendung des Satzes am Schlusse des vorigen Art. auf 
den Fall, wo in allen Theilen der Fläche 


oeX oY 
0% | ey a; 
ist, erhalten wir folgende Sätze: 


I. Sind X und Y zwei in allen Punkten von 7 endliche und 
stetige und der Gleichung 





genügende Functionen, so ist, durch die ganze Begrenzung von 7 aus- 


gedehnt, 
& 0x ey Be 
J BE Yz,) ds= 0. 


“ Denkt man sich eine beliebige über A ausgestreckte Fläche 7, in 
zwei Stücke 7, und 7, auf beliebige Art zerfällt, so kann das Integral 


I $ 25) ds 

pP op 

in Bezug auf die Begrenzung von 7, betrachtet werden als die Differenz 
der Integrale in Bezug auf die Begrenzung von 7, und in Bezug auf 
die Begrenzung von 7,, indem, wo 7, sich bis zur Begrenzung von 
T, erstreckt, beide Integrale sich aufheben, alle übrigen Elemente aber 


einem Elemente der Begrenzung von 7‘, entsprechen. 
Mittelst dieser Umformung ergiebt sich aus 1.: 


I. Der Werth des Integrals 


"(x °® röy\ ; 
f (X 37 +Y 5») ds, 


durch die ganze Begrenzung einer über A ausgebreiteten Fläche er- 
streckt, bleibt bei beliebiger Erweiterung oder Verengerung derselben 
constant, wenn nur dadurch keine Flächentheil eein- oder austreten, 
innerhalb welcher die Voraussetzungen des Satzes I. nicht erfüllt sind. 

Wenn die Functionen X, Y zwar in jedem Theile der Fläche 7 
der vorgeschriebenen Differentialgleichung genügen, aber in einzelnen 
Linien oder Punkten mit einer Unstetigkeit behaftet sind, so kann man 
jede solche Linie und jeden solehen Punkt mit einem beliebig kleinen 
Flächentheil als Hülle umgeben und erhält dann durch Anwendung 
des Satzes 1I.: 


nen 


e 
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III. Das Integral 
£ 0% oY 


in Bezug auf die ganze Begrenzung von 7 ist gleich der Summe der 


Integrale 
R 0x ey 
/ (X + Y) ds 


in Bezug auf die Umgrenzungen aller Unstetigkeitsstellen, und zwar 
behält in Bezug auf jede einzelne dieser Stellen das Integral denselben 
Werth, in wie enge Grenzen man sie auch einschliessen möge. 
Dieser Werth ist für einen blossen Unstetigkeitspunkt nothwendig 
gleich o, wenn mit der Entfernung o des Punktes 0 von demselben 
zugleich eX und eY unendlich klein werden; denn führt man in Be- 
zug auf einen solchen Punkt als Anfangspunkt und eine beliebige An- 
fangsrichtung Polarcoordinaten og, g ein und wählt zur Umgrenzung 
einen um denselben mit dem Radius g beschriebenen Kreis, so wird 
das auf ihn bezügliche Integral durch 
PR A 
0% 0% 
Festen 
ausgedrückt und kann folglich nicht einen von Null verschiedenen 
Werth x haben, weil, was auch x sei, eg immer so klein angenommen 


werden kann, dass abgesehen vom Zeichen (X 2 +7 ) o für jeden 
% . 
Werth von  <,_ und folglich 
27 3 
0x ,0Y 
JRarra)en< 
wird. 


IV. Ist in einer einfach zusammenhängenden über A ausgebrei- 
teten Fläche für jeden Flächentheil das durch dessen ganze Begrenzung 


erstreckte Integral 
LEOR röy\ 1. 
J (X, +Y7,)ds 


e 0x ey 5 
/e#-%7)8=-. 
so erhält für irgend zwei feste Punkte O0, und O dies Integral in 


Bezug auf alle von O, in derselben nach O0 gehende Linien denselben 
Werth. 


oder 
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Je zwei die Punkte O0, und O verbindende Linien s; und s, bilden 
zusammengenommen eine in sich zurücklaufende Linie s,. Diese Linie 
besitzt entweder selbst die Eigenschaft, keinen Punkt mehrfach zu 
durchschneiden, oder man kann sie in mehrere allenthalben "einfache 
in sich Snrückinufande Linien zerlegen, indem man von einem belie- 
bigen Punkte aus dieselbe durchlaufend jedesmal, wenn man zu einem 
frühern Punkte zurückgelangt, den inzwischen durchlaufenen Theil 
ausscheidet und den folgenden als unmittelbare Fortsetzung des vor- 
hergehenden betrachtet. Jede solche Linie aber zerlegt die Fläche in 
eine einfach und eine zweifach zusammenhängende; sie bildet daher 
nothwendig von Einem dieser Stücke die ganze Begrenzung, und das 
durch sie erstreckte Integral 


0% ey 
Se#-x%)@ 


wird also der Voraussetzung nach —= 0. Dasselbe gilt folglich auch 
von dem durch die ganze Linie s, erstreckten Integrale, wenn die 
Grösse s überall in derselben Richtung als wachsend betrachtet wird; 
‘es müssen daher die durch die Linien s, und s, erstreckten Böck 
wenn diese Richtung ungeändert bleibt, d. h. in einer derselben von 
0, nach O und in der andern von O BAzn O0, geht, einander aufheben, 
also, wenn sie in letzterer geändert wird, gleich werden. 

— ——-Hat man nun irgend eine beliebige Fläche 7) in welcher allgemein 
zu reden 


ty 
ist, so schliesse man zunächst, wenn nöthig, die Unstetigkeitsstellen aus, 
so dass im übrigen = RE Flächentheil 


ist, und zerlege dieses durch Querschnitte in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche 7*. Für jede im Innern von 7* von einem Punkte 
0, nach einem andern O gehende Linie hat dann unser Integral den- 
selben Werth; dieser ne für den zur Abkürzung die Bezeichnung 


fes-x: ae) ds 


tale. sein möge, ist ls: 0, als fest, O als beweglich gedacht, 
für jede Lage von O abgeihe vom han der Verbindungslinie ein 
bestimmter und kann folglich als Function von x, y betrachtet werden. 
Die Aenderung dieser Funetion wird für eine Verrückung von O0 längs 


eines beliebigen Linienelements ds durch 
RIEMANN’S gesammelte mathematische Werke. I. 2 
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0x ey 
ausgedrückt, ist in 7’* überall stetig und längs eines Querschnitts von 
T zu beiden Seiten gleich; 


V. das Integral 


17) 
ER iz 0x ey ; 
ze (r% x) ds 
Oo 


bildet daher, O0, als fest gedacht, eine Function von x, y, welche in 7* 
überall sich stetig, beim Ueberschreiten der Querschnitte von 7 aber 
um eine längs derselben von einem Zweigpunkte zum andern constante 
Grösse ändert, und von welcher der partielle Differentialquotient 
Z=Y, - N 
Die Aenderungen beim Ueberschreiten der Querschnitte sind von 
einer der Zahl der Querschnitte gleichen Anzahl von einander unab- 
hängiger Grössen abhängig; denn wenn man das Querschnittsystem 
Aückwärts — die späteren Theile zuerst — durchläuft, so ist diese 
Aenderung überall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes 
Querschnitts gegeben wird; letztere Werthe aber sind von einander 
unabhängig. (?) 


10. 
Setzt man für die bisher durch X bezeichnete Function 
ew , 0u k eow ‚ 0U 
u— — u — und u — U — 
0% oy ey 


für Y, so wird 
oeX oY u ou 0’u o?u\ . 
Fer karte) Get) 
0% ey 0x oy 0x ey 
wenn also die Functionen % und «’” den Gleichungen 
u , ou ou , u 
a3 + >; = 0, DE RT Mr [7 
0x ey” 0x ey 
genügen, so wird 
9a. PL, 
0x ee, 


und es finden auf den Ausdruck 


7/02 r0Y 
4 (+ j >) ds, 


welcher 


a ee Ken He 
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-/(; u BER =) Rn 


wird, die Sätze des vorigen Art. no, 

RER wir nun in Bezug auf die Function « die Voraussetzung, 
dass sie nebst ihren ersten Differentialquotienten etwaige Unstetig- 
keiten jedenfalls nicht längs einer Linie erleidet, und für jeden Un- 
stetigkeitspunkt zugleich mit der Entfernung og des Punktes O von 








demselben o er und @ er unendlich klein werden, so können die Un- 


stetigkeiten von u in Folge der Bemerkung zu III. des vorigen Art. 
ganz unberücksichtigt bleiben. 

Denn alsdann kann man in jeder von einem Unstetigkeitspunkte 
ausgehenden geraden Linie einen Werth R von g so annehmen, dass 


ou ou 0x ou oy 
re Area 
unterhalb desselben immer endlich bleibt, und bezeichnet U den Werth 
von u für e= R, M abgesehen vom Zeichen den grössten Werth der 


Function @ in jenem Intervall, so wird, in derselben Bedeutung 
genommen, stets u — U<M (log e — log R) sein, folglich oe (U — U) 
und also auch ou mit o zugleich unendlich klein werden; dasselbe 


gilt aber der Voraussetzung nach von o - und en und folglich, 


wenn u keiner Unstetigkeit unterliegt, auch von 





ne zu 


eu on ] BETA 
e(w;. — u 2) und e(u 7, 3y)) 


der im vorigen Art. erörterte Fall tritt hier also ein. 

Wir nehmen nun ferner an, dass die den Ort des Punktes O 
bildende Fläche 7 allenthalben einfach über A ausgebreitet sei, und 
denken uns in derselben einen beliebigen festen Punkt O,, wo u, x, y 
die Werthe ,, &,, y. erhalten. Die Grösse 


3 log (@ Ca „)') =logr, 


als Funetion von &, y betrachtet, hat alsdann die Eigenschaft, dass 


0:logr , ö?logr 
0x? * PIE 





wird, und ist nur frz = x, y=y,, also in unserm Falle nur für 
Einen Punkt der Fläche 7’ mit einer Unstetigkeit behaftet. 
Es wird daher nach Art. 9., III, wenn wir logr für u’ setzen 


/ (« are? — logr 2) ds 
: ep ep 


2% 
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in Bezug auf die ganze Begrenzung von 7 gleich diesem Integrale in 
Bezug auf eine beliebige Umgrenzung des Punktes 0, und also, wenn 
wir dazp die Peripherie eines Kreises, wo r einen constanten Werth 
hat, wählen und von einem ihrer Punkte in einer beliebigen festen 
‚Richtung den Bogen bis O in Theilen des Halbmessers durch @ be- 


zeichnen, gleich 
BR 0 = r du 
J* rdg—logr | 7, 5 ds, 


ö f 
dp ds=oist, = wo ud, 
0 


oder da 


welcher Werth, wenn « im Punkte O0, stetig ist, für ein unendlich 
kleines r in — 2x übergeht. 

Unter den in Bezug auf « und 7 gemachten Voraussetzungen 
haben wir daher für einen beliebigen Punkt 0, im Innern der Fläche, 
in welchem « stetig ist, 


in Bezug auf einen um O, beschriebenen Kreis. Aus dem ersten dieser 
Ausdrücke ziehen wir folgenden 

| Lehrsatz. Wenn eine Function « innerhalb eiller die Ebene 
A allenthalben einfach bedeckenden Fläche 7 allgemein zu reden der 
Differentialgleichung 


ou 


at 





genügt und zwar so, dass 
1.) die Punkte, in welchen diese Differentialgleichung nicht erfüllt 
ist, keinen Flächentheil, ; 


2.) die Punkte, in welchen ı, e, ex unstetig werden, keine Linie. 
a’ 0y 
stetig erfüllen, 


3.) für jeden Unstetigkeitspunkt zugleich mit der Entfernung e 


des Punktes O von demselben die Grössen ee, e; ei unend- 


lich klein werden und ji 
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4.) bei u eine durch Abänderung ihres Werthes in einzelnen | 
Punkten hebbare Unstetigkeit ausgeschlossen ist, | 

so ist sie nothwendig nebst allen ihren BEREIT für alle! 
Punkte im Innern dieser Fläche endlich und stetig. 
In der That, betrachten wir. den Punkt O, als beweglich, so än- 


dern sich in PER Ausdrucke 


J (log, — u ei ds 
ologr dlogr 
Eee 2 
Element der Begrenzung, so lange O0, im Innern von 7’ bleibt, nebst 
allen ihren Differentialquotienten endliche und stetige Functionen von 
%o; Yo, da die Differentialquotienten durch gebrochene rationale 
Functionen dieser Grössen ausgedrückt werden, die nur Potenzen von 
r im Nenner enthalten. Dasselbe gilt daher auch für den Werth 
unsers Integrals und folglich für die Function «,. Denn diese könnte 
unter den früheren Voraussetzungen nur in einzelnen Punkten, indem 
sie unstetig würde, einen davon verschiedenen Werth haben, welche 
Möglichkeit durch die Voraussetzung 4.) unsers Lehrsatzes wegfällt. 








nur die Werthe log r, Diese Grössen aber sind für jedes 


11. 


Unter denselben Voraussetzungen in Bezug auf « und 7, wie am 
Schlusse des vorigen Art. haben wir folgende Sätze: 


I. Wenn längs einer Linie «= o und rn =o0 ist, so ist u 
überall = 
Wir beweisen zunächst, dass eine Linie A, wo = 0 und - =0. 


ist, nieht die Begrenzung eines Flächentheils a, wo u positiv ist, 
bilden könne, 

Gesetzt, dies fände statt, so scheide man aus a ein Stück aus, 
welches eines Theils durch A, andern Theils durch eine Kreislinie be- 
grenzt wird und den Mittelpunkt dieses Kreises nicht enthält, welche 
Construction allemal möglich ist. Man hat dann, wenn man'die Polar- 
coordinaten von 0) in Bezug auf O, durch r, @ bezeichnet, durch die 
ganze Begrenzung dieses Stücks ausgedehnt 


fe ds atom Me ds=0,. 


also in Folge der Annahme auch für a ganzen ihr angehörigen 


Kreisbogen 
J udgp + log a ds = 0, 
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oder da 


Ka ls = 
dp ds = 0 


J udp= 0, 


was mit der Voraussetzung, dass « im Innern von «a positiv sei, un- 
verträglich ist. 


ist, 


Auf ähnliche Art wird bewiesen, dass die Gleichungen «u = 0 und 


ieh nicht in einem Begrenzungstheile eines Flächenstücks D, wo u 


negativ ist, stattfinden könne. 


U r 
Wenn nun in der Fläche 7 in einer Linie « = 0 und ” —= 0 ist 


und in irgend einem Theile derselben « von Null verschieden wäre, 
so müsste ein solcher Flächentheil offenbar entweder durch diese Linie 
selbst oder durch einen Flächentheil, wo «= o wäre, also jedenfalls 


Z u eu a 
durch eine Linie wo « und 2) wäre, begrenzt werden, was noth- 
wendig auf eine der vorhin Ver führt. 
II. Wenn der Werth von u und ©* „ lüngs einer Linie gegeben 


ist, so ist u dadurch in allen Theilen von 7 bestimmt. 


Sind u, und «, irgend zwei bestimmte Functionen, welche den der 
Function u auferlegten Bedingungen genügen, so gilt dies auch, wie 
sich durch Substitution in diesen Bedingungen sofort ergiebt, für ihre 
Differenz %, — 4. Stimmten nun «, und «, längs einer Linie nebst 
ihren ersten Differentialquotienten nach p überein, in-’einem andern 
Flächentheile aber nicht, so würden längs dieser Linie #, — w = 0 
0 (ıı — u,) 

op 
zuwider. 


und — 0 sein, ohne überall = 0 zu sein, dem Satze 1. 


III. Die Punkte im von T, wo u einen constanten Werth 
hat, bilden, wenn « nicht überall constant ist, nothwendig Linien, 
RR Flächentheile, wo-u grösser ist, von Flöchentheilen, wo u kleiner. 
ist, scheiden. 

Dieser Satz ist aus folgenden zusammengesetzt: 

u kann nicht in einem Punkte im Innern von 7 ein Minimum oder 
ein Maximum haben; 


wenn 


theile EERT wo u—d dakehibe Zeichen hat; 
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Sätze, deren Gegentheil, wie leicht zu sehen, allemal eine Verletzung 
der im vorigen Art. bewiesenen Gleichung 
2 


1 . 
U = ef udp 


0 


oder 
2ER 


f« — 4) dp =0 
0 


herbeiführen müsste und folglich unmöglich ist. 


12. 


Wir wenden uns jetzt zurück zur Betrachtung einer veränderlichen 
complexen Grösse w=u-+-vi, welche, allgemein zu reden (d. h. ohne 
eine Ausnahme in einzelnen Linien und Punkten auszuschliessen), für 
jeden Punkt O der Fläche 7’ Einen bestimmten mit der Lage desselben 
stetig und den Gleichungen 


ou _0v eu iO) 


0 Gym dx 
gemäss sich ändernden Werth hat, und bezeichnen diese Eigenschaft 
von w nach dem früher Festgestellten dadurch, dass wir w eine 
Function von z2=x-+ yi nennen. Zur Vereinfachung des Folgenden 
setzen wir dabei im Voraus fest, dass bei einer Function von 2 eine 
durch Abänderung ihres Werthes in einem einzelnen Punkte hebbare 
Unstetigkeit nicht vorkommen solle. 

Der Fläche 7 wird vorerst ein einfacher Zusammenhang und eine 
allenthalben einfache Ausbreitung über die Ebene A beigelegt. 

Lehrsatz. Wenn eine Function w von z eine Unterbrechung der 
Stetigkeit jedenfalls nicht längs einer Linie erleidet und ferner für 
jeden’ beliebigen Punkt 0’ der Fläche, wo z2=2 sei, w(2— 7’) mit 
unendlicher Annäherung des Punktes O unendlich klein wird, so ist 
sie nothwendig nebst allen ihren Differentialquotienten in allen Punkten 
im Innern der Fläche endlich und stetig. 

Die über die Veränderungen der Grösse w gemachten Voraus- 


setzungen zerfallen, wenn z2— 2 = ge”' gesetzt wird, für w und v in 
die folgenden: | 


1.) 2 =r 4 =0 
0x 0Y 
und 
BOCH. Re 
2) oy En 
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für jeden Theil der Fläche 7; 3.) die Funktionen « und ® sind nicht 
längs einer Linie unstetig; 4.) für jeden Punkt 0’ werden mit der Ent- 
fernung g des Punktes O von demselben gw und ev unendlich klein; 
5.) für die Funetionen « und v sind Unstetigkeiten, die durch Ab- 
änderung ihres Werthes in einzelnen Punkten gehoben werden könnten, 
ausgeschlossen. 

In Folge der Voraussetzungen 2.), 3.), 4.) ist für jeden Theil der 
Fläche 7 das über dessen ganze Begrenzung ausgedehnte Integral 


0x ey 
Sk a- 2%) ds 


nach Art. 9., III. = o und das Integral 


oO 


erhält daher (nach Art. 9., IV.) durch jede von 0, nach O gehende 
Linie erstreckt denselben Werth und bildet, O, als fest gedacht, eine 
bis auf einzelne Punkte nothwendig stetige Funetion U von x, y, von 


welcher (und zwar nach 5.) in jedem Punkte) der Differentialquotient 


oU B 2 > 
au und Gy = — v ist. Durch Substitution dieser Werthe für u 


und v aber gehen die Voraussetzungen 1.), 3.), 4.) in die Bedingungen 
des Lehrsatzes am Schlusse des Art. 10. über. Die Function U ist 
daher nebst allen ihren Differentialquotienten in allen Punkten von 7 
endlich und stetig und dasselbe gilt folglich auch von der complexen 
Function w = Ge — & ‘ und ihren nach z genommenen Differential- 
quotienten. £ 24 


13. 


Es soll jetzt untersucht werden, was eintritt, wenn wir unter 
Beibehaltung der sonstigen Voraussetzungen des Art. 12. annehmen, 
dass für einen bestimmten Punkt 0° im Innern der Fläche (2— 7) w 


— oe”' w bei unendlicher' Annäherung des Punktes O nicht mehr 
unendlich klein wird. In diesem Falle wird also ww bei unendlicher 
Annäherung des Punktes O an 0’ unendlich gross, und wir nehmen 


an, dass,-wenn die Grösse ww nicht mit = von gleicher Ordnung bleibt, 


d. h. der Quotient beider sich einer endlichen Grenze nähert, wenig- 
stens die Ordnungen beider Grössen in einem endlichen Verhältnisse 
zu einander stehen, so dass sich eine Potenz von g angeben lässt, 
deren Product in »w für ein unendlich kleines- o entweder unendlich 


3 ra a u A a ee ar 2 0 a Mr ak nd 
’ x in 











R 
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klein wird oder endlich bleibt. Ist w der Exponent einer solchen 
Potenz und n die nächst grössere ganze Zahl, so wird die Grösse 
(2— 2)" w= eo" e"”'w mit g unendlich klein, und es ist daher 
nn—1 
(2 — 2)" w eine Funetion von z (da ee von dz unabhängig 
ist), welche in diesem Theile der Fläche den Voraussetzungen des Art. 12, 
genügt und folglich im Punkte O0’ endlich und stetig ist. Bezeichnen 
wir ihren Werth im Punkte O0 mit a,_ı, so ist («— 2)" w— au-ı 
eine Function, die in diesem Punkte stetig und — 0 ist und folglich 
mit e unendlich klein wird, woraus man nach Artikel 12. schliesst, dass 


@—:) " w-— = eine im Punkte 0° stetige Function ist. Durch 





Fortsetzung dieses Verfahrens wird offenbar w mittelst Subtraetion 
eines Ausdruckes von der Form 


q, Ay An—i 
2—L + (—?)? ii a iM (u z')n—1 





in eine Function verwandelt, welche im Punkte 0’ endlich und stetig 
bleibt. 

Wenn daher unter den Voraussetzungen des Art. 12. die Aenderung 
eintritt, dass bei unendlicher Annäherung von 0 an einen Punkt 0’ 
im Innern der Fläche 7 die Function w unendlich gross wird, so ist 
die Ordnung dieses unendlich Grossen (eine im verkehrten Verhältnisse 
der Entfernung wachsende Grösse als ein unendlich Grosses erster 
Ordnung betrachtet) wenn sie endlich ist, nothwendig eine ganze Zahl; 
und ist diese Zahl = m, so kann die Function w durch Hinzufügung 
einer Function, welche 2m willkürliche Constanten enthält, in eine in 
diesem Punkte O0’ stetige verwandelt werden. 

Anm. Wir betrachten eine Function als Eine willkürliche Constante ent- 


haltend, wenn die möglichen Arten, sie zu bestimmen, ein stetiges Gebiet von 
Einer Dimension umfassen. 


14. 


Die im Art. 12. und 13. in Bezug auf die Fläche 7 gemachten 
Beschränkungen sind für die Gültigkeit der gewonnenen Resultate nicht 
wesentlich. Offenbar kann man jeden Punkt im Innern einer beliebigen 
Fläche mit einem Stücke derselben umgeben, welches die dort voraus- 
gesetzten Eigenschaften besitzt, mit alleiniger Ausnahme des Falles, 
wo dieser Punkt ein Windungspunkt der Fläche ist. 

Um diesen Fall zu untersuchen, denken wir uns die Fläche 7’ oder 
ein beliebiges Stück derselben, welches einen Windungspunkt n-1ster 
Ordnung 0, wz=7/=x2]+yi sei, enthält, mittelst der Function 
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1 

&=(2— 2)" auf einer andern Ebene A abgebildet, d. h. wir denken 
uns den Werth der Function €&=&-+ni im Punkte O durch einen 
Punkt ®, dessen rechtwinklige Coordinaten &, n sind, in dieser Ebene 
vertreten, und betrachten ® als Bild des Punktes 0. Auf diesem Wege 
erhält man als Abbildung dieses Theils der Fläche 7 eine zusammen- 
hängende über A ausgebreitete F läche, die im Punkte ©, dem Bilde 
des Punktes 0° keinen Windungspunkt hat, wie sogleich gezeigt wer- 
den soll. 

Zur Fixirung der Vorstellungen denke man sich um den Punkt 0’ 
in der Ebene A mit dem Halbmesser R einen Kreis beschrieben und 
parallel mit der &-Axe einen Durchmesser gezogen, wo also 2— 7 
reelle Werthe annehmen wird. Das durch diesen Kreis ausgeschiedene 
den Windungspunkt umgebende Stück der Fläche 7 wird dann zu 
beiden Seiten des Durchmessers in n, wenn R hinreichend klein ge- 
wählt wird, abgesondert verlaufende halbkreisförmige Flächenstücke 
zerfallen. Wir bezeichnen auf derjenigen Seite des Durchmessers, wo 
y— y' positiv ist, diese Flächenstücke durch a,, a .... G„, auf der 
entgegengesetzten Seite durch a’,, @', .... a'„, und nehmen an, dass 
für negative Werthe von z2— 2 a,,4, .... a, der Reihe nach mit 
a, @g .... @n, für positive dagegen mit a’, d, ..... dn—ı Ver- 
bunden seien, so dass ein den Punkt 0’ (im erforderlichen Sinne) 
umkreisender Punkt der Reihe nach die Flächen a,, a’, a,, d',....a,,d', 
durchläuft und durch a’, wieder in a, zurückgelangt, welche Annahme 
offenbar gestattet.ist. Führen wir nun für beide Ebenen Polarcoordi- 
naten ein, indem wir 2— 2 = ge”', = oe” setzen, und wählen zur 
Abbildung des Flächenstücks a, denjenigen Werth von 

i i 


1 
N 


ss 


(2 — 2) u oe je welchen letzterer Ausdruck unter der Annahme 


1 


o<gp<r erhält, so wird für alle Punkte von a, o<R" und 
o<Y <—; die Bilder derselben in der Ebene A fallen also sämmtlich 


in einen von = 0 bis y= — sich erstreckenden Sector eines um @&' 
1 

mit dem Radius 7%” beschriebenen Kreises, und zwar entspricht jedem 

Punkte von a, Ein zugleich mit demselben stetig fortrückender Punkt 

dieses Sectors und umgekehrt, woraus folgt, dass die Abbildung der 

Fläche a, eine zusammenhängende einfach über diesen Sector aus- 


gebreitete Fläche ist. Auf ähnliche Art erhält man für die Fläche «/, als 


E : . ZI pe . 27 1.» 
Abbildung einen von y = — bis 9 =, für a, einen von y—=—- bis 


kann ac. 
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3x 3 ; er 5 en—1i 
y— , endlich für d/„ einen von y — 


En bs vy = 2 sich 





erstreekenden Sector, wenn man @ für jeden Punkt dieser Flächen der 
Reihe nach zwischen x und 2#, 2x und 3x .... (2n—1)x und 2nz 
wählt, was immer und nur auf eine Weise möglich ist. Diese Sectoren 
schliessen sich aber in derselben Folge an einander, wie die Flächen 
a und a’, und zwar so, dass den hier zusammenstossenden Punkten 
auch dort zusammenstossende Punkte entsprechen; sie können daher 


zu einer zusammenhängenden Abbildung eines den Punkt 0° ein- 


schliessenden Stückes der Fläche 7 zusammengefügt werden, und diese 
Abbildung ist offenbar eine über die Ebene A einfach ausgebreitete 
Fläche. | 

Eine veränderliche Grösse, die für jeden Punkt O einen bestimmten 
Werth hat, hat dies auch für jeden Punkt ® und umgekehrt, da jedem 
OÖ nur ein © und jedem @ nur ein O entspricht; ist sie ferner eine 


3 i 2 i P dw 
Function von 2, so ist sie dies auch von &, indem, wenn 7, von dz, 
dw 
dg $ 
hieraus, dass auf alle Funetionen ı von z auch im Windungspunkte 


0’ die Sätze der Art. 12. und 13. angewandt werden können, wenn 
R 


auch von d& unabhängig ist, und umgekehrt. Es ergiebt sich 


man sie als Funetionen von (2 — 2)" betrachtet. Dies liefert folgen- 
den Satz: 

Wenn eine Function w von 2 bei unendlicher Annäherung von O 
an einen Windungspunkt »-1ster Ordnung 0’ unendlich wird, so ist 
dieses unendlich Grosse nothwendig von gleicher Ordnung mit einer 


Potenz der Entfernung, deren Exponent ein Vielfaches von = ist, und 


m 


kann, wenn dieser Exponent = — , ist, durch Hinzufügung eines 


Ausdrucks von der Form 





un di, Am 
T -H Ra, 
NE de A (ee 
Wo 4,Gy....Gd, willkürliche complexe Grössen sind, in eine im Punkte 


O0" stetige verwandelt werden. 


Dieser Satz enthält als Corollar, dass die Function w im Punkte 
1 


0 stetig ist, wenn (2 — ok w bei unendlicher Annäherung des Punktes 
OÖ an OÖ’ unendlich klein wird. 
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a 5} 


Denken wir uns jetzt eine Function von 2, welche für jeden Punkt 
0 der beliebig über A ausgebreiteten Fläche 7 einen bestimmten Werth 
hat und nicht überall constant ist, geometrisch dargestellt, so dass ihr 
Werth v»= u-+ vi im Punkte O durch einen Punkt © der Ebene B 
vertreten wird, dessen rechtwinklige Coordinaten u, v sind, so ergiebt 
sich Folgendes: 

I. Die Gesammtheit der Punkte Q kann betrachtet werden, als 
eine Fläche S bildend, in welcher jedem Punkte Ein bestimmter mit 
ihm stetig in 7 fortrückender Punkt O entspricht. 

Um dieses zu beweisen, ist offenbar nur der Nachweis erforderlich, 
dass die Lage des Punktes Q mit der des Punktes O sich allemal (und 
zwar allgemein zu reden stetig) ändert. Dieser ist in dem Satze ent- 
halten: 

Eine Funetion = u-+-vi von z kann nicht längs einer Linie 
constant sein, wenn sie nicht überall constant ist. 

Beweis: Hätte w längs einer Linie einen eonstanten Werth «+ bi, 








so wären u—a und we welches = nn für diese Linie und 
PER er 
| 2 n a) # 2 = a) 
überall = 0; es müsste also nach Art. 11., I. u—a und folglich, da 
er ER 
0x ey’ oy 0x? 
auch v—b überall = o ‚sein, gegen die Voraussetzung. 


II. In Folge der in I. gemachten Voraussetzung kann zwischen 
den Theilen von $ nicht ein Zusammenhang Statt finden ohne einen 
Zusammenhang der entsprechenden Theile von 7; umgekehrt kann 
überall, wo in 7’ Zusammenhang Statt findet und w stetig ist, der 
Fläche S ein entsprechender Zusammenhang beigelegt werden. 

Dieses vorausgesetzt entspricht die Begrenzung von S_ einestheils 
der Begrenzung von 7, anderntheils den Unstetigkeitsstellen; ihre inneren 
Theile aber sind, einzelne Punkte ausgenommen, überall schlicht über 
B ausgebreitet, d. h. es findet nirgends eine Spaltung in auf einander 
liegende Theile und nirgends eine Umfaltung Statt. 

Ersteres könnte, da 7’ überall einen entsprechenden Zusammen- 
hang besitzt, offenbar nur eintreten, wenn in 7 eine Spaltung vor- 
käme — der Annahme zuwider —; Letzteres soll sogleich bewiesen 
werden. . 
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Wir beweisen zuvörderst, dass ein Punkt 9, wo en endlich ist, 
nicht in einer Falte der Fläche 5 liegen kann. 

In der That, umgeben wir den Punkt 0’, welcher ©’ entspricht, 
mit einem Stücke der Fläche 7’ von beliebiger Gestalt und un- 
bestimmten Dimensionen, so müssen (nach Art. 3.) die Dimensionen 
desselben stets so klein angenommen werden können, dass die Gestalt 
des entsprechenden Theils von S beliebig wenig abweicht, und folg- 
lich so klein, dass die Begrenzung desselben aus der Ebene B ein © 
einschliessendes Stück ausscheidet. Dies aber ist unmöglich‘, wenn 9 
in einer Falte der Fläche 5 liegt. 


dw ? i ; 
Nun kann 7,, als Funetion von 2, nach I. nur in einzelnen 


Punkten — o, und, da w in den in Betracht kommenden Punkten von 


T stetig ist, nur in den Windungspunkten dieser Fläche unendlich 
werden; folglich etc. w. z. b. w. 


II. Die Fläche $ ist folglich eine Fläche, für welche die im Art. 5. 
für T gemachten Voraussetzungen zutreffen; und in dieser Fläche hat 
für jeden Punkt Q die unbestimmte Grösse z Einen bestimmten Werth, 


welcher sich mit der Lage von @ stetig und so ändert, dass SE von 


der Richtung der Ortsänderung unabhängig ist. Es bildet daher in 
dem früher festgelegten Sinne 2 eine stetige Function der veränder- 
lichen complexen Grösse w für das durch $ dargestellte Grössengebiet. 


Hieraus folgt ferner: 

Sind 0’ nnd © zwei entsprechende innere Punkte der Flächen 7 
und S und in denselben 2=2’, w= w’, so nähert sich, wenn keiner 
von ihnen ein Windungspunkt ist, bei unendlicher Annäherung von 


’ 


O an O0’ ar einer endlichen Grenze, und die Abbildung ist daselbst 


eine in den kleinsten Theilen ähnliche; wenn aber Q ein Windungs- 


punkt n-1ster, 0° ein Windungspunkt m-1ster Ordnung ist, so nähert 
1 . 





nn 
» w— w . . 5% . . 
sich > bei unendlicher Annäherung von O an O’ einer endlichen 


(2 Se er 
Grenze, und für die anstossenden Flächentheile findet eine Abbildungs- 
art Statt, die sich leicht aus Art. 14. ergiebt. 


* + 
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16. 


Lehrsatz. Sind « und ß zwei beliebige Functionen von x, y, 


für welche das Integral 


Sle- ++], 


‚durch alle Theile der beliebig über A ausgebreiteten Fläche 7 aus- 
. gedehnt einen endlichen Werth hat, so erhält das Integral bei Aenderung 
5 ‚von « um stetige oder doch nur in einzelnen Punkten unstetige 
 Funetionen, die am Rande = 0 sind, immer für eine dieser Functionen 
' einen Minimumwerth und, wenn man durch Abänderung in einzelnen 


Punkten hebbare Unstetigkeiten ausschliesst, nur für Eine. 

Wir bezeichnen durch A eine unbestimmte stetige oder doch nur 
in einzelnen Punkten unstetige Function, welche am Rande = 0 ist 
und für welche das Integral 

®/ (OAN\? ch 
Kt) 
über die ganze Fläche ausgedehnt einen endlichen Werth erhält, durch 


© eine unbestimmte der Functionen «+4, endlich das über die ganze 
Fläche erstreckte Integral 


SIE-j+&+9] er 


durch 2&. Die Gesammtheit der Functionen A bildet ein zusammen- 
hängendes in sich abgeschlossenes Gebiet, indem jede dieser Functionen 
stetig in jede andere übergehen, sich aber nicht einer längs einer 
Linie unstetigen unendlich annähern kann, ohne dass Z unendlich wird 
(Art. 17.); für jedes A erhält nun, o=«-+-4 gesetzt, & einen end- 
lichen Werth, der mit Z zugleich unendlich wird, sich mit der Gestalt 
von 4 stetig ändert, aber nie unter Null herabsinken kann; folglich 
hat & wenigstens für Eine Gestalt der Function © ein Minimum. 

Um den zweiten Theil unseres Satzes zu beweisen, sei « eine der 
Functionen ®&, welche & einen Minimumwerth ertheilt, % eine un- 
bestimmte in der ganzen Fläche constante Grösse, so dass «+ hA den 
der Function ® vorgeschriebenen Bedingungen genügt. Der Werth 
von 2 für o=u-+ hi, welcher 


- Jerm+@ta)l? 
Hafte-Ne+grgie 
Eue' (a) + (5) ) AT=M+2Nh+ Li? wird, 
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muss alsdann für jedes A (nach dem Begriffe des Minimums) grösser 


‚als M werden, sobald % nur hinreichend klein genommen ist. Dies 


erfordert aber, dass für jedes A N = 0 sei; denn andernfalls würde 
2ONk+IM®— LA: (1 + 73) 

negativ werden, wenn h dem N entgegengesetzt und abgesehen vom 

Zeichen <” 2 angenommen würde. Der Werth von 2 für o=u-4, 


in welcher Form offenbar alle möglichen Werthe von ® enthalten sind, 
wird daher = M+Z, und folglich kann, da L wesentlich positiv 
ist, & für keine Gestalt der Function ® einen kleinern Werth erhalten, 
als für © = u. 

Findet nun für eine andere « der Functionen & ein Minimum- 
werth M’ von 2 Statt, so muss von diesem offenbar dasselbe gelten, 
man hat also M'<M und M<M'’, folglich M= M’. Bringt man 
aber « auf die Form «+4, so erhält man für M’ den Ausdruck 
M-+L, wenn L den Werth von ZL für A=4 bezeichnet, und die 
Gleichung M = M’ giebt L[ = 0. Dies ist nur möglich, wenn in 
allen Flächentheilen 

0% 6% 

Fe 
ist, und es hat daher, so weit A’ stetig ist, diese Function nothwendig 
einen constanten und folglich, da sie am Rande = 0 und nicht längs 
einer Linie unstetig ist, höchstens in einzelnen Punkten einen von 
Null verschiedenen Werth. Zwei der Funetionen @, welche 2 einen 
Minimumwerth ertheilen, können also nur in einzelnen Punkten von 
einander verschieden sein, und wenn in der Function « alle durch 
Abänderung in einzelnen Punkten hebbaren Unstetigkeiten beseitigt 
werden, ist diese vollkommen bestimmt. 


17. 


Es soll jetzt der Beweis nachgeliefert werden, dass A unbeschadet 
der Endlichkeit von Z sich nicht einer längs einer Linie unstetigen 
Funetion y unendlich annähern könne, d. h. wird die Funetion A der 
Bedingung unterworfen, ausserhalb emes die Unstetigkeitslinie ein- 
schliessenden Flächentheils 7’ mit 7 übereinzustimmen, so kann 7’ 
stets so klein angenommen werden, dass L grösser als eine beliebig 
gegebene Grösse ( werden muss. 

Wir bezeichnen, s und p in Bezug auf die Unstetigkeitslinie in 
der gewohnten Bedeutung genommen, für ein unbestimmtes s die 
Krümmung, eine auf der Seite der positiven p convexe als positiv be- 
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trachtet, durch x, den Werth von p an der Grenze von 7” auf der 
positiven Seite durch p,, auf der negativen Seite durch p, und die ent- 
sprechenden Werthe von y» durch y, und »,. Betrachten wir nun 
irgend einen stetig gekrümmten Theil dieser Linie, so liefert der 
zwischen den Normalen in den Endpunkten enthaltene Theil von 7”, 
wenn er sich nicht bis zu den Krümmungsmittelpunkten erstreckt, zu 
L den Beitrag 


je (He 
Pa 


der kleinste Werth des Ausdrucks 


OR —x#p) dp 


Pa R 
bei den festen Grenzwerthen y, und y, von A findet sich aber nach 
bekannten Regeln ( Ju44 ) 
wi a Vi d 
log (1 — xp,) — log (1 —x9,)’ 
und folglich wird jener Beitrag nothwendig, wie auch A innerhalb 7” 
angenommen werden möge, 


> (Yı— Ya)’ ads 








log (1 — xp.) — log (1 — ap)" 

Die Function y wäre für p = 0 stetig, wenn der grösste Werth, den 
(yı — 7) fürm >p >oundm,<p,<o erhalten kann, mit m, —r, 
unendlich klein würde; wir können folglich für jeden Werth von s eine 
endliche Grösse m so annehmen, dass, wie klein auch x, — m, an- 
genommen werden möge, stets innerhalb der durch #, >p, > 0 und 
72, <P,<o (wo die Gleichheiten sich gegenseitig ausschliessen) aus- 
gedrückten Grenzen Werthe von p, und p, enthalten sind, für welche 
(7, — 7)’ > m wird. Nehmen wir ferner unter den früheren Be- 
schränkungen eine Gestalt von 7” beliebig an, indem wir p, und 9, 
bestimmte Werthe P, und P, beilegen, und bezeichnen den Werth des 
durch den in Betracht gezogenen Theil der Unstetigkeitslinie aus- 
gedehnten Integrals 


mnds 
log (1—»P,)— log(1—xP;) 
durch a, so können wir offenbar 
(Yı — 3)” nds s C 
7, (1 —#p,) — log(1—rpı) ;E 


machen, indem wir p, und 9», für jeden Werth von s so annehmen, 
dass den Ungleichheiten 
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Cs Be 
= — (1—aP,)® 
% 


1—- (1—ıP,) 


1 ? 








P< 9 >° und (p, — 9%)’ > m 


genügt wird. Dies aber hat zur Folge, dass, wie auch A innerhalb 
T’ angenommen werden möge, der aus dem in Betracht gezogenen 
Stücke von 7” stammende Theil von Z und folglich um so mehr A. 
selbst > Ü wird, w. z. b. w. (°). 


18. 


Nach Art. 16. haben wir für die dort festgelegte Function u und 
für irgend eine der Functionen A 


je: ou Op\ 04 ou | Oß\ 0% 
N ((& 2) RE (7 Ai, 7) 7 aT 


durch die ganze Fläche 7 ausgedehnt — 0. Aus dieser Gleichung 
sollen jetzt weitere Schlüsse gezogen werden. 
Scheidet man aus der Fläche 7 ein die Unstetigkeitsstellen von 
u, ß, A einschliessendes Stück 7’ aus, so findet sich der von dem 
übrigen Stücke 7” herrührende Theil von N mit Hülfe des Art. $(! Ind 5 Hi 


wenn man Es 2 A für X und (% —- 22) A für Y setzt, 


Cs Bla 


In Folge der der Function A auferlegten Grenzbedingung wird der auf 
das mit 7 gemeinschaftliche Begrenzungsstück von 7” bezügliche 


Theil von 
a 


gleich o, so dass N betrachtet werden kann als zusammengesetzt aus 
dem Integral 

Sr (Fa Sun? 3.) )ar 
in Bezug auf 7” und 


a )5+6 +72)2 Tr (+ a.) Ads 


in Bezug auf 7”. 





e’u 


Offenbar würde nun, wenn a3 4- m in irgend einem Theile- der 


Fläche 7 von o verschieden wäre, N ebenfalls einen von o verschie- 
denen Werth erhalten, so bald man A, was frei steht, innerhalb 7” 


gleich o und innerhalb 7” so wählte, dass A er + 3v) überall 


RIEMANN’s gesammelte mathematische Werke. I. 3 
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dasselbe Zeichen hätte. Ist aber -—; ak Se a “in allen Theilen von T=o, 


so verschwindet der von 7” Eee Bestandtheil von N für jedes 
A, und die Bedingung N = o ergiebt dann, dass die auf die Unstetig- 
keitsstellen bezüglichen Bestandtheile = o werden. 


"A . A| . ou oß ou 
Für die Functionen EEE? 


erstere = X und letztere = Y setzen, a bloss allgemein zu reden 
die Gleichung 


+3 = haben wir daher, wenn wir 


oX oY 


En. 


0% ey « 








sondern es wird auch durch die ganze Begrenzung irgend eines Theils 
von T erstreckt 


in so fern dieser Ausdruck überhaupt einen bestimmten Werth hat. 

Zerlegen wir also (nach Art. 9., V.) die Fläche 7’, wenn sie einen 
mehrfachen Zusammenhang besitzt, durch Querschnitte in eine einfach 
zusammenhängende 7'*, so = das Integral 


BR ! er =) FF 
& ep Is 


für jede im Innern von 7'* von 0, nach O gehende Linie denselben 
Werth und bildet, 0, als fest gedacht, eine Function von x, y, welche 
in 7* überall eine stetige und längs eines Querschnitts beiderseits 
eine gleiche Aenderung erleidet. Diese Function v zu ß hinzugefügt, 
liefert uns eine Funetion v = ß-+ v, von welcher der Differentialquotient 


ev ou 0v OU . 
— — ist. 


6# ERAB Tayss oy 0x 
Wir haben daher folgenden 
Lehrsatz. Ist in einer zusammenhängenden, durch Querschnitte 
in eine einfach zusammenhängende 7* zerlegten Fläche 7 eine com- 
plexe Funetion &-++ ßi von x, y gegeben, für welche 


0@ oB\? ca op\? 
Ir (64 + 32) |@7 


durch die ganze Fläche ausgedehnt einen endlichen Werth hat, so 
kann sie immer und nur auf Eine Art in eine Funetion von 2 ver- 
wandelt werden durch Hinzufügung einer Funetion w-—- vi von «, 9, 
welche folgenden Bedingungen genügt: 
1) u ist am Rande = o oder doch nur in einzelnen Punkten 
davon verschieden, v in Einem Punkte beliebig gegeben, 
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2) die Aenderungen von u sind in 7, von v in 7* nur in ein- 
zelnen Punkten und nur so unstetig, dass 


ou ou\?7] 5, "FF /Ov\? Ov\2 
et] /le+] 
dureh die ganze Fläche erstreckt endlich bleiben, und letztere 
längs der Querschnitte beiderseits gleich. 


Die Zulänglichkeit der Bedingungen zur Bestimmung von utvi 
folgt daraus, dass u, durch welches v» bis auf eine additive Constante 
bestimmt ist, stets zugleich ein Minimum des Integrals 2 liefert, da, 
u= 0a u gesetzt, offenbar für jedes A N= 0 wird; eine Eigenschaft 
die nach Art. 16. nur Einer Function zukommen kann. 


’ 


19. 


Die Prineipien, welche dem Lehrsatze am Schlusse des vorigen 
Art. zu Grunde liegen, eröffnen den Weg, bestimmte Funetionen 
einer veränderlichen complexen Grösse (unabhängig von einem Aus- 
drucke für dieselben) zu untersuchen. 

Zur Orientirung auf diesem Felde wird ein haar über den 
Umfang der zur Bestimmung einer solchen Function innerhalb eines 
gegebenen Grössengebiets erforderlichen Bedingungen dienen. 

Halten wir uns zunächst an einen bestimmten Fall, so kann, wenn 
die über A ausgebreitete Fläche, durch welche dies Grössengebiet dar- 
gestellt wird, eine einfach zusammenhängende ist, die Function 

=u--vi von z folgenden Bedingungen gemäss bestimmt werden: 

1) für « ist in allen Begrenzungspunkten ein Werth gegeben, 

der sich für eine unendlich kleine Ortsänderung um eine un- 
endlich kleine Grösse von derselben Ordnung, übrigens aber 
beliebig ändert *); 

2) der Werth von v ist in irgend einem Punkte beliebig ge- 

geben; 

3) die Funetion soll in allen Punkten endlich und stetig sein. 

Durch diese Bedingungen aber ist sie vollkommen bestimmt. 

In der That folgt dies aus dem Lehrsatze des vorigen Art., wenn 
man, was immer möglich sein wird, «+ ßi so bestimmt, dass « am 
Rande dem gegebenen Werth gleich und in der ganzen Fläche für 


‘jede unendlich kleine Ortsänderung die Aenderung von «+ ßi unend- 


lich klein von derselben Ordnung ist. 


*) An sich sind die Aenderungen dieses Werthes nur der Beschränkung unter- 
worfen, nicht längs eines Theils der Begrenzung unstetig zu sein; eine weitere 
Beschränkung ist nur gemacht, um hier unnöthige Weitlüufigkeiten zu vermeiden. 

3*F 
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Es kann also, allgemein zu reden, « am Rande als eine ganz 
willkürliche Function von s gegeben werden, und dadurch ist v überall 
mit bestimmt; umgekehrt kann aber auch v in jedem Begrenzungs- 
punkte beliebig angenommen werden, woraus dann der Werth von u 
folgt. Der Spielraum für die Wahl der Werthe von w am Rande um- 
fasst daher eine Mannigfaltigkeit von Einer Dimension für jeden Be- 
grenzungspunkt, und die vollständige Bestimmung derselben erfordert 
für jeden Begrenzungspunkt Eine Gleichung, wobei es indess nicht 
wesentlich sein wird, dass jede dieser Gleichungen sich auf den Werth 
Eines Gliedes in Einem Begrenzungspunkte allein bezieht. Es wird 
diese Bestimmung auch so geschehen können, dass für jeden Begren- 
zungspunkt Eine mit der Lage dieses Punktes ihre Form stetig 
ändernde, beide Glieder enthaltende Gleichung gegeben ist, oder für 
mehrere Theile der Begrenzung gleichzeitig so, dass jedem Punkte 
eines dieser Theile a — 1 bestimmte Punkte, aus jedem der übrigen 
Theile einer, zugesellt und für je » solcher Punkte gemeinschaftlich » 
mit ihrer Lage stetig veränderliche Gleichungen gegeben sind. Diese 
Bedingungen, deren Gesammtheit eine stetige Mannigfaltigkeit bildet 
und welche durch Gleichungen zwischen willkürlichen Funetionen aus- 
gedrückt werden, werden aber, um für die Bestimmung einer im Innern 
des Grössengebiets überall stetigen Function zulässig und hinreichend 
zu sein, allgemein zu reden, noch einer Beschränkung oder Ergänzung 
durch einzelne Bedingungsgleichungen — Gleichungen für willkürliche 
Constanten — bedürfen, indem bis auf diese sich die Genauigkeit un- 
serer Schätzung offenbar nicht erstreckt. 

Für den Fall, wo das Gebiet der Veränderlichkeit der Grösse z 
durch eine mehrfach zusammenhängende Fläche dargestellt wird, erlei- 
den diese Betrachtungen keine wesentliche Abänderung, indem die An- 
wendung des Lehrsatzes im Art. 18. eine bis auf die Aenderungen 
beim Ueberschreiten der Querschnitte ebenso wie vorhin beschaffene 
Function liefert — Aenderungen, welche = o gemacht werden können, 
wenn die Grenzbedingungen eine der Anzahl der Querschnitte gleiche 
Anzahl verfügbarer Constanten enthalten. 

Der Fall, wo im Innern längs einer Linie auf Stetigkeit ver- 
zichtet wird, ordnet sich dem vorigen unter, wenn man diese Linie 
als einen Schnitt der Fläche betrachtet. | 

Wenn endlich in einem einzelnen Punkte eine Verletzung der 
Stetigkeit, also nach Art. 12. ein Unendlichwerden der Function, zuge- 
lassen wird, so kann unter Beibehaltung der sonstigen in unserm 
Anfangsfalle gemachten Voraussetzungen für diesen Punkt eine Funetion 
von z, nach deren Subtraction die zu bestimmende Function stetig 
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werden soll, beliebig gegeben werden; dadurch aber ist sie völlig be- 
stimmt. Denn nimmt man die Grösse « + ßi in einem beliebig klei- 
nen um den Unstetigkeitspunkt beschriebenen Kreise gleich dieser 
gegebenen Function, übrigens aber den früheren Vorschriften gemäss 
an, so wird das Integral 


Ba DONE OR, DAN 
Ne-a)t+t@t) )@T 


über diesen Kreiß erstreckt = 0, über den übrigen Theil erstreckt 
einer endlichen Grösse gleich, und man kann also den Lehrsatz des 
vorigen Art. anwenden, wodurch man eine Function mit den verlang- 
ten Eigenschaften erhält. Hieraus kann man mit Hülfe des Lehr- 
satzes im Art. 13. folgern, dass im Allgemeinen, wenn in einem 
einzelnen Unstetigkeitspunkte die Function unendlich gross von der 
Ordnung » werden darf, eine Anzahl von 2» Constanten verfügbar wird. 

Geometrisch dargestellt liefert (nach Art. 15.) eine Function w 
einer innerhalb eines gegebenen Grössengebiets von zwei Dimensionen 
veränderlichen complexen Grösse 2 von einer gegebenen A bedecken- 
den Fläche 7 ein ihr in den kleinsten Theilen, einzelne Punkte aus- 
genommen, ähnliches, B bedeckendes Abbild $. Die Bedingungen, 
welche so eben zur Bestimmung der Function hinreichend und noth- 
wendig befunden worden sind, beziehen sich auf ihren Werth entweder 
in Begrenzungs- oder in Unstetigkeitspunkten; sie erscheinen also 
(Art. 15.) sämmtlich als Bedingungen für die Lage der Begrenzung 
von S, und zwar geben sie für jeden Begrenzungspunkt Eine Bedin- 
gungsgleichung. Bezieht sich jede derselben nur auf Einen Begren- 
zungspunkt, so werden sie durch eine Schaar von Curven repräsentirt, 
von denen für jeden Begrenzungspunkt Eine den geometrischen Ort 
bildet. Werden zwei mit einander stetig fortrückende Begrenzungs- 
punkte gemeinschaftlich zwei Bedingungsgleichungen unterworfen, so 
entsteht dadurch zwischen zwei Begrenzungstheilen eine solche Ab- 
hängigkeit, dass, wenn die Lage des einen willkürlich angenommen 
wird, die Lage des andern daraus folgt. Aehnlicher Weise ergiebt 
sich für andere Formen der Bedingungsgleichungen eine geometrische 
Bedeutung, was wir indess nicht weiter verfolgen wollen. 


20. 


Die Einführung der complexen Grössen in die Mathematik hat 
ihren Ursprung und nächsten Zweck in der Theorie einfacher*) durch 


*) Wir betrachten hier als Elementaroperationen Addition und Subtraction, 
Multiplication und Division, Integration und Differentiation, und ein Abhängiekeits- 
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Grössenoperationen ausgedrückter Abhängigkeitsgesetze zwischen ver- 
änderlichen Grössen. Wendet man nämlich diese Abhängigkeitsgesetze 
in einem erweiterten Umfange an, indem man den veränderlichen 
Grössen, auf welche sie sich beziehen, eomplexe Werthe giebt, so tritt 
eine sonst versteckt bleibende Harmonie und Regelmässigkeit hervor. 
Die Fälle, in denen dies geschehen ist, umfassen zwar bis jetzt erst 
ein kleines Gebiet — sie lassen sich fast sämmtlich auf diejenigen 
Abhängigkeitsgesetze zwischen zwei veränderlichen Grössen zurück- 
führen, wo die eine entweder eine algebraische*) Function der an- 
dern ist oder eine solche Function, deren Differentialguotient eine 
algebraische Funetion ist — aber beinahe jeder Schritt, der hier ge- 
than ist, hat nicht bloss den ohne Hülfe der complexen Grössen 
gewonnenen Resultaten eine einfachere, geschlossenere Gestalt gegeben, 
sondern auch zu neuen Entdeckungen die Bahn gebrochen, wozu die 
Geschichte der Untersuchungen über algebraische Funetionen, Kreis- 
oder Exponentialfunetionen, elliptische und Abel’sche Functionen den 
Beleg liefert. 

Es soll kurz angedeutet werden, was durch unsere Untersuchung 
für die Theorie solcher Functionen gewonnen ist. 

Die bisherigen Methoden, diese Funetionen zu behandeln, legten 
stets als Definition einen Ausdruck der Funetion zu Grunde, wodurch 
ihr Werth für jeden Werth ihres Arguments gegeben wurde; durch 
unsere Untersuchung ist gezeigt, dass, in Folge des allgemeinen 
Charakters einer Function einer veränderlichen complexen Grösse, in 
einer Definition dieser Art ein Theil der Bestimmungsstücke eine Folge 
der übrigen ist, und zwar ist der Umfang der Bestimmungsstücke auf 
die zur Bestimmung nothwendigen zurückgeführt worden. Dies ver- 
einfacht die Behandlung derselben wesentlich. Um z. B. die Gleichheit 
zweier Ausdrücke derselben Function zu beweisen, musste man sonst 
den einen in den andern transformiren, d. h. zeigen, dass beide für 
jeden Werth der veränderlichen Grösse übereinstimmten; jetzt genügt 
der Nachweis ihrer Uebereinstimmung in einem weit geringern Umfange. 

Eine Theorie dieser Functionen auf den hier gelieferten Grund- 
lagen würde die Gestaltung der Function (d. h. ihren Werth für jeden 
Werth ihres Arguments) unabhängig von einer Bestimmungsweise der- 
selben durch Grössenoperationen festlegen, indem zu dem allgemeinen 
Begriffe einer Function einer veränderlichen complexen Grösse nur die 


gesetz als desto einfacher, durch je weniger Elementaroperationen die Ab- 

hängigkeit bedingt wird. In der That lassen sich durch eine endliche Anzahl 

dieser Operationen alle bis jetzt in der Analysis benutzten Functionen definiren. 
*) D. h. wo zwischen beiden eine algebraische Gleichung Statt findet. 





” 
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zur Bestimmung der Function nothwendigen Merkmale hinzugefügt 
würden, und dann erst zu den verschiedenen Ausdrücken deren die 
Function fähig ist übergehen. Der gemeinsame Charakter einer Gat- 
tung von Functionen, welche auf ähnliche Art durch Grössenoperationen 
ausgedrückt werden, stellt sich dann dar in der Form der ihnen auf- 
erlegten Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Wird z. B. das Gebiet 
der Veränderlichkeit der Grösse z über die ganze unendliche Ebene A 
einfach oder mehrfach erstreckt, und innerhalb derselben der Function 
nur in einzelnen Punkten eine Unstetigkeit, und zwar nur ein Unend- 
lichwerden, dessen Ordnung endlich ist, gestattet (wobei für ein un- 
endliches z diese Grösse selbst, für jeden endlichen Werth 2’ derselben 





aber _ re z’ als ein unendlich Grosses erster Ordnung gilt), so ist die 


Function nothwendig algebraisch, und umgekehrt erfüllt diese Bedin- 
gung jede algebraische Function. 

Die Ausführung dieser Theorie, welche, wie bemerkt, einfache 
durch Grössenoperationen bedingte Abhängigkeitsgesetze ins Licht zu 
setzen bestimmt ist, unterlassen wir indess jetzt, da wir die Betrach- 
tung des Ausdruckes einer Function gegenwärtig ausschliessen. 

Aus demselben Grunde befassen wir uns hier auch nicht damit, 
die Brauchbarkeit unserer Sätze als Grundlagen einer allgemeinen 
Theorie dieser Abhängigkeitsgesetze darzuthun, wozu der Beweis er- 
fordert wird, dass der hier zu Grunde gelegte Begriff einer Funetion 
einer veränderlichen complexen Grösse mit dem einer durch Grössen- 
operationen ausdrückbaren Abhängigkeit”) völlig zusammenfällt. 

er 

Es wird jedoch zur Erläuterung unserer allgememen Sätze ein 
ausgeführtes Beispiel ihrer Anwendung von Nutzen sein. 

Die im vorigen Artikel bezeichnete Anwendung derselben ist, ob- 
wohl die bei ihrer Aufstellung zunächst beabsichtigte, doch nur eine 
specielle.. Denn wenn die Abhängigkeit durch eine endliche Anzahl 
der dort als Elementaroperationen betrachteten Grössenoperationen be- 
dingt ist, so enthält die Function nur eine endliche Anzahl von Para- 


metern, was für die Form eines Systems. von einander unabhängiger 
Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen, die zu ihrer Bestimmung hin- 


*) Es wird darunter jede durch eine endliche oder unendliche Anzahl der 
vier einfachsten Rechnungsoperationen, Addition und Subtraction, Multiplication 
und Division, ausdrückbare Abhängigkeit begriffen. Der Ausdruck Grössenopera- 
tionen soll (im Gegensatze zu Zahlenoperationen) solche Rechnungsoperationen 
andeuten, bei denen die Commensurabilität der Grössen nicht in Betracht kommt. 
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reichen, den Erfolg hat, dass unter ihnen längs einer Linie in jedem 
Punkte willkürlich zu bestimmende Bedingungen gar nicht vorkommen 
können. Für unsern jetzigen Zweck schien es daher geeigneter, nicht 
ein dorther entnommenes Beispiel zu wählen, sondern vielmehr ein 
solches, wo die Function der ecomplexen Veränderlichen von einer will- 
kürlichen Function abhängt. ; 

Zur Veranschaulichung und bequemeren Fassung geben wir dem- 
selben die am Schlusse des Art. 19. gebrauchte geometrische Einklei- 
dung. Es erscheint dann als eine Untersuchung über die Möglichkeit, 
von einer gegebenen Fläche ein zusammenhängendes in den kleinsten 
Theilen ähnliches Abbild zu liefern, dessen Gestalt gegeben ist, wo 
also, in obiger Form ausgedrückt, für jeden Begrenzungspunkt des Ab- 
bildes eine Ortseurve, und zwar für alle dieselbe, ausserdem aber 
(Art. 5.) der Sinn der Begrenzung und die Windungspunkte desselben 
gegeben sind. Wir beschränken uns auf die Lösung dieser Aufgabe 
in dem Falle, wo jedem Punkte der einen Fläche nur Ein Punkt der 
andern entsprechen soll und die Flächen einfach zusammenhängend 
sind, für welchen Fall sie in folgendem Lehrsatze enthalten ist. 

Zwei gegebene einfach zusammenhängende ebene Flächen können 
stets so auf einander bezogen werden, dass jedem Punkte der einen 
Ein mit ihm stetig fortrückender Punkt der andern entspricht und 
ihre entsprechenden kleinsten Theile ähnlich sind; und zwar kann zu 
Einem innern Punkte und zu Einem Begrenzungspunkte der entspre- 
chende beliebig gegeben werden; dadurch aber ist für alle Punkte die 
Beziehung bestimmt. 

Wenn zwei Flächen T und R auf eine dritte $S so bezogen sind, 
dass zwischen den entsprechenden kleinsten 'Theilen Aehnlichkeit Statt 
findet, so ergiebt sich daraus eine Beziehung zwischen den Flächen 7 
und R, von welcher offenbar dasselbe gilt. Die Aufgabe, zwei belie- 
bige Flächen auf einander so zu beziehen, dass Aelınlichkeit in den 
kleinsten Theilen Statt findet, ist dadurch auf die zurückgeführt, jede 
beliebige Fläche durch Eine bestimmte in den kleinsten 'Theilen ähn- 
lich abzubilden. Wir haben hiernach, wenn wir in der Ebene B um 
den Punkt, wo w = o ist, mit dem Radius 1 einen Kreis K beschrei- 
ben, um unsern Lehrsatz darzuthun, nur nöthig zu beweisen: Eine 
beliebige einfach zusammenhängende A bedeckende Fläche 7 kann 
durch den Kreis K stets zusammenhängend und in den kleinsten Thei- 
len ähnlich abgebildet werden und zwar nur auf Eine Art so, dass 
dem Mittelpunkte ein beliebig gegebener innerer Punkt O, und einem 
beliebig gegebenen Punkte der Peripherie ein beliebig gegebener Be- 
grenzungspunkt 0’ der Fläche 7 entspricht. 
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Wir bezeichnen die bestimmten Bedeutungen von 2; @ für die 
Punkte O,, 0’ durch entsprechende Indices und beschreiben in T um 
O, als Mittelpunkt einen beliebigen Kreis ©, welcher sich nicht bis 
zur Begrenzung von 7 erstreckt und keinen Windungspunkt enthält. 
Führen wir Polarcoordinaten ein, indem wir 2— 2, = re?’ setzen, so 
wird die Funetion log (2 — z,) = log r -+ pi. Der reelle Werth ändert 
sich daher im ganzen Kreise mit Ausnahme des Punktes O,, wo er 
unendlich wird, stetig. ' Der imaginäre aber erhält, wenn überall unter 
den möglichen Werthen von p der kleinste positive gewählt wird, 
längs des Radius, wo 2— 2, reelle positive Werthe annimmt, auf der 
einen Seite den Werth o, auf der andern den Werth 2x, ändert sich 
aber dann in allen übrigen Punkten stetig. Offenbar kann dieser Ra- 
dius durch eine ganz beliebige vom Mittelpunkte nach der Peripherie 
gezogene Linie I ersetzt werden, so dass die Function log (2 — 2.) 
beim Uebertritt des Punktes O von der negativen (d. h. wo nach 
Art. 8. p negativ wird) auf die positive Seite dieser Linie eine plötz- 
liche Verminderung um 2#i erleidet, übrigens aber sich mit dessen 
Lage im ganzen Kreise © stetig ändert. Nehmen wir nun die com- 
plexe Funetion « + ßi von x, y im Kreise © —= log (2 — 2,), ausser- . 
halb desselben aber, indem wir / beliebig bis an den Rand verlängern, 
so an, dass sie 





1) an der Peripherie von © = log (2 — z,), am Rande von 7 
bloss imaginär wird, 

2) beim Uebertritt von der negativen auf die positive Seite der 
Linie / sich um — 2#i, sonst aber bei jeder unendlich klei- 
nen ÖOrtsänderung um eine unendlich kleine Grösse von der- 
selben Ordnung ändert, 

was immer möglich sein wird, so erhält das 


. 0a  0OBN\? Ds ARNT 
SED )er 
über ® ausgedehnt den Werth Null, über den ganzen übrigen Theil 
erstreckt einen endlichen Werth, und es kann daher « + ß? durch 
Hinzufügung einer bis auf einen bloss imaginären constanten Rest 
bestimmten stetigen Function von x, y, welche am Rande bloss imaginär 
ist, in eine Function {= m + ni von z verwandelt werden. Der reelle 
Theil m dieser Function wird am Rande — 0, im Punkte 0, = — © 
und ändert sich im ganzen übrigen 7’ stetig. Für jeden zwischen o 
und — © liegenden Werth a von m zerfällt daher 7 durch eine Linie, 
wo m= a ist, in Theile, wo m <a ist und die 0, im Innern enthal- 
ten, einerseits und andererseits in Theile, wo m>a ist und deren 
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Begrenzung theils durch den Rand von 7, theils durch Linien, wo 
m — a ist, gebildet wird. Die Ordnung des Zusammenhangs der 
Fläche 7 wird durch diese Zerfällung entweder nicht geändert oder 
erniedrigt, die Fläche zerfällt daher, da diese Ordnung = — 1 ist, 
entweder in zwei Stücke von der Ordnung des Zusammenhangs o und 
— 1, oder in mehr als zwei Stücke. Letzteres aber ist unmöglich, 
weil dann wenigstens in Einem dieser Stücke m überall endlich und 
stetig und in allen Theilen der Begrenzung constant sein müsste, 
folglich entweder in einem Flächentheil einen constanten Werth, oder 
irgendwo, — in einem Punkte oder längs einer Linie — einen Maxi- 
mum- oder Minimumwerth haben müsste, gegen Art. 11. II. Die 
Punkte, wo m constant ist, bilden also in sich zurücklaufende allent- 
halben einfache Linien, welche ein den Punkt O, einschliessendes Stück 
begrenzen, und zwar nimmt m nach Innen zu nothwendig ab, woraus 
folgt, dass bei einem positiven Umlaufe (wo nach Art. 8. s wächst) n, 
soweit es stetig ist, stets zunimmt, und also, da es nur beim Ueber- 
tritt von der negativen auf die positive Seite der Linie Z eine plötz- 
liche Aenderung um — 2”*) erleidet, jedem Werth zwischen o und 
2” Einmal von einem Vielfachen von 2x abgesehen gleich wird. 
Setzen wir nun e'—=w, so werden e” und n Polareoordinaten des 
Punktes @ in Bezug auf den Mittelpunkt des Kreises K. Die Ge- 
sammtheit der Punkte @ bildet dann offenbar eine über X allenthalben 
einfach ausgebreitete Fläche S; der Punkt @, derselben fällt auf den 
Mittelpunkt des Kreises; der Punkt @’ aber kann vermittelst der in n 
noch verfügbaren Constante auf einen beliebig gegebenen Punkt der 
Peripherie gerückt werden, w. z. b. w. | 

In dem Falle, wo der Punkt 0, ein Windungspurkt »-1ster Ord- 


nung ist, gelangt man, wenn nur log (2 — z,) durch rn log (2 — z,) 


ersetzt wird, durch ganz ähnliche Schlüsse zum Ziele, deren weitere 
Ausführung man indess aus Art. 14. leicht ergänzen wird. 


22. 


Die vollständige Durchführung der Untersuchung des vorigen 
Artikels für den allgemeinern Fall, wo Einem Punkte der einen Fläche 


*) Da die Linie Z von einem im Innern des Stücks gelegenen Punkte bis zu 
einem äussern führt, so muss sie, wenn sie dessen Begrenzung mehrmals schneidet, 
Einmal mehr von Innen nach Aussen, als von Aussen nach Innen gehen, und die 
Summe der plötzlichen Aenderungen von n während eines positiven Umlaufs ist 
daher stets = — 2z. 
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mehrere Punkte der andern entsprechen sollen, und ein einfacher Zu- 
sammenhang für dieselben nicht vorausgesetzt wird, unterlassen wir 
hier, zumal da, aus geometrischem Gesichtspunkte aufgefasst, unsere 
ganze Untersuchung sich in einer allgemeinern Gestalt hätte führen 
lassen. Die Beschränkung auf ebene, einzelne Punkte ausgenommen, 
schlichte Flächen, ist nämlich für dieselbe nicht wesentlich; vielmehr 
gestattet die Aufgabe, eine beliebig gegebene Fläche auf einer andern 
beliebig gegebenen in den kleinsten Theilen ähnlich abzubilden, eine 
ganz ähnliche Behandlung. Wir begnügen uns, hierüber auf zwei 
Gauss’sche Abhandlungen, die zu Art. 3. eitirte und die disquis. gen. 
eirca superf. art. 13., zu verweisen. 


10. 


Inhalt. *) 


Seite 
Eine veränderliche complexe Grösse w — u + vi heisst eine Function einer 
andern veränderlichen Grösse z = x + yi, wenn sie mit ihr sich so ändert, 


dass ER von dz unabhängig ist. Diese Definition wird begründet durch 


dz 
die Bemerkung dass dies immer stattfindet, wenn die Abhängigkeit der 
Grösse w von z durch einen analytischen Ausdruck gegeben ist. .. .....8 


Die Werthe der veränderlichen complexen Grössen z und w werden dar- 
gestellt durch die Punkte O und @ zweier Ebenen A und B, ihre Ab- 
hängigkeit von einander als eine Abbildung der einen Ebene auf die andere, 5 





Ist die Abhängigkeit eine solche (Art. 1.) dass C* von dz unabhängig ist, 

so findet zwischen dem Original und seinem Bilde Aehnlichkeit in den 

Kwinkten Theiten slatk;, un. er ee 
. Die Bedingung, dass > von dz unabhängig ist, ist identisch mit fol- 

ou dv du Be i ou, ru 

genden: Bu nee Aus ihnen folgen EEE ee 0, 

Ov Oo 

0x2 ey? organ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 


Als Ort des Punktes O wird für die Ebene A eine begrenzte über die- 

selbe ausgebreitete Fläche 7’ substituirt. Windungspunkte dieser Fläche. 7 

Ueber den Zusammenhang einer Fläche. . . . . 22.22 .2.2.2.9 
Em 


Das Integral / (3 + 3) dT durch die ganze Fläche 7 erstreckt, 


ist gleich — f(X cos& + Y cos n) ds durch ihre ganze Begrenzung, wenn 
X und Y beliebige in allen Punkten von 7 stetige Functionen von x 
OR U WBA::. 502.0 ee ee 
Einführung der Coordinaten s und p des Punktes O in Bezug auf eine 
beliebige Linie. Die gegenseitige Abhängigkeit des Vorzeichens von ds 


\ 08: Oi 
‘ = EURER EST 
und dp wird so festgesetzt, dass As D ist 
Anwendung des Satzes im Art. 7., wenn in allen Flächentheilen 
Ei BE 
da tray 
ist . 15 


Bedingungen, unter welchen im Innern einer A einfach bedeckenden 
Fläche T eine Function u, welche, allgemein zu reden, der Gleichung 


2 2 
+ en = 0 genügt, nebst allen ihren Differentialquotienten überall 


nach und:stelig isb.. -..  e. 


*) Diese Inhaltsübersicht rührt fast vollständig von Riemann her. 





11. 
12. 


13. 
14. 


15. 


16. 


IT. 


18. 


19: 


20. 


21. 


22. 


Inhalt. 


Eigenschaften einer solchen Function. i 
Bedingungen, unter welchen im Innern einer A FR bedlechenden ein- 
fach zusammenhängenden Fläche 7 eine Function w von z überall nebst 
allen ihren Differentialquotienten endlich und stetig ist . 

Unstetigkeiten einer solchen Function in einem inneren Punkte . 
Ausdehnung der Sätze des Art. 12. und 13. auf Punkte im Innern einer 
beliebigen ebenen Fläche . 

Allgemeine Eigenschaften der Abbildung einer in dr übene A abe 
teten Fläche 7 auf eine in der Ebene B ausgebreitete Fläche 5, durch 
welche die Werthe einer Function w von z geometrisch dargestellt RN 


ä oßı\? Ö 
Das Integral f (= r 5) + (5 + 55) | dT, durch die ganze 


Fläche 7 erstreckt, erhält bei Aenderung von « um stetige oder doch 
nur in einzelnen Punkten unstetige Functionen, die am Rande = 0 sind, 
immer für Eine einen Minimumswerth und wenn man durch Abänderung 
in einzelnen Punkten hebbare Unstetigkeiten ausschliesst, nur für Eine . 
Begründung eines im vorigen Art. vorausgesetzten Satzes mittelst der 
Grenzmethode . 

Ist in einer beliebigen ERERN urok Querschniti# in eine 
einfach zusammenhängende 7'* zerlegten ebenen Fläche 7' eine Fünction 
& -+- Pi von x, y gegeben, für welche 


RIO. OBA® oß 
Sem) +@ +) |. 
durch die ganze Fläche endlich ist, so kann sie immer und nur auf eine 
Art in eine Function von z verwandelt werden durch Hinzufügung einer 
Function u +4 vi von x, y welche so bedingt ist: 1.) u ist am Rande = 0, 


v in Einem Punkte gegeben. 2.) Die Aenderungen von u sind in T, 
die von » in 7* nur in einzelnen Punkten und nur so unstetig, dass 


D 2 2 
7 [6 r ) + 6) ] dT und 4 () + (2) | dT durch die 
ganze Fläche endlich bleiben und letztere an den Querschnitten beider- 
seits gleich F 
Ueberschlag über die Kieiöhennich ER nölhenghn Bödiecgen zur 
Bestimmung einer Function en Arguments innerhalb eines gege- 
benen Grössengebiets. 
Die frühere Bestimmungsweise einer Bnsnlien des: teen inch 
enthält überflüssige Bestandtheile. Durch die hier durchgeführten Betrach- 
tungen ist der Umfang der Bestimmungsstücke einer Function auf das 
nothwendige Mass zurückgeführt . . . . - 
Zwei gegebene einfach zusammenhängende Flächen Rn PEN so Per 
einander bezogen werden, dass jedem Punkte der einen Ein mit ihm stetig 
fortrückender Punkt der andern entspricht und ihre entsprechenden klein- 
sten Theile ähnlich sind; und zwar kann zu Einem inneren Punkt und zu 
Einem Begrenzungspunkt der entsprechende beliebig gegeben werden. 
Dadurch ist für alle Punkte die Beziehung bestimmt . 
Schlussbemerkungen . 
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Anmerkungen. 


(1) (zu Seite 3.) In Riemann’s Papieren findet sich der folgende an diese Stelle 
gehörige Zusatz: 

„Unter dem Ausdruck: die Grösse w ändert sich stetig mit z zwischen den 
Grenzen z=a und z = b verstehen wir: in diesem Intervall entspricht jeder 
unendlich kleinen Aenderung von z eine unendlich kleine Aenderung von w 
oder, greiflicher ausgedrückt: für eine beliebig gegebene Grösse & lässt sich 
stets die Grösse « so annehmen, dass innerhalb eines Intervalls für z, welches 
kleiner als « ist, der Unterschied zweier Werthe von w nie grösser als & ist. 
Die Stetigkeit einer Function führt hiernach, auch wenn dies nicht besonders 
hervorgehoben ist, ihre beständige Endlichkeit mit sich.“ 

(2) (zu Seite 18.) Zur Erläuterung dieser im Ausdruck etwas dunkeln Stelle kann 
folgendes Beispiel dienen: 

In der beistehenden Figur ist 7 
eine dreifach zusammenhängende 
Fläche. (ab) sei der ersteQuerschnitt 
4, (ed) der zweite q,. Man hat hier 
drei verschiedene constante Werth- 
differenzen der Function 


[9 
E ‚0% ey 
2. /G 7) ds 
es es 
e 
0, 


zu unterscheiden. Diese seien: an der 

Strecke (ac): A, an der Strecke (cb): B, 

an der Strecke (cd): C. Durchläuft 

man also zuerst (cd), so kann hier Ü 

irgend einen Werth haben. Durchläuft man hierauf (be), so kann hier B 
einen andern beliebigen Werth haben. An (ac) ist aber hiernach die constante 
Werthdifferenz A der Function Z völlig bestimmt, nämlich (wenn die Vor- 
zeichen passend bestimmt werden) A = B-+ C. Auf ähnliche Weise schliesst 
man allgemein, dass, so oft beim Rückwärtsdurchlaufen des Querschnitt- 
systems ein schon durchlaufener Querschnitt einmündet, die Aenderung, welche 
die constante Werthdifferenz der Funetion dadurch erfährt, vollkommen be- 
stimmt ist. 

(3) (zu Seite 33.) Die folgenden Bemerkungen sind fast wörtlich den in Riemann’s 
handschriftlichen Nachlass gefundenen Entwürfen zu Art. 17. entnommen und 
dienen theils zur Erläuterung, theils zur Ergänzung der Untersuchung. 

Von den Werthen P, und P, kann auch einer überall = 0 genommen 
werden, wenn nur 7” eine endliche Breite behält, wodurch unser Beweis 
auf den Fall anwendbar wird, wo die Unstetigkeit längs eines Theils der Be- 
grenzung einträte, oder durch Abänderung von y längs einer Linie im Innern 
entstanden wäre. Für m ist deshalb nicht geradezu der kleinste Werth von 
(Yı — Y2)” in dem angegebenen Intervall von p, und p, gesetzt, damit der 
Beweis auch auf den Fall anwendbar ist, wo y unendlich viele Maxima und 





Kae! 
Minima, also z. B. in der Nähe der Unstetigkeitslinie den Werth sin DR hätte. 


In ähnlicher Weise lässt sich zeigen, dass L über alle Grenzen wächst, wenn 
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4 sich einer Function y unbegrenzt nähert, die in einem Punkt 0° so unstetig 
wird, dass in einem Theil einer mit dem Radius g um O0’ beschriebenen 
Kreislinie _ nn FRE u für ein unendlich kleines ge sich einer endlichen Grenze 
nähern oder unendlich werden. 

Es lässt sich in diesem Fall ein Werth R von e so annehmen, dass unter- 


halb desselben ee 
Le +y]" 
v 


nieht 0 wird. Bezeichnen wir den kleinsten Werth dieser Grösse in diesem 
Intervall durch a, so wird der Beitrag eines zwischnge=Runde=r (wo 
r < R) enthaltenen Kreisrings zu L 


R 27 
D a 9% 
ff) + (ed P>f4e> a0 wer 


und folglich, wenn man r = Re ° annimmt >00. Wählt man also zur 
& 


|a 


Begrenzung von 7” einen Kreis, wo ge < Re “, so wird der aus dem übrigen 
T stammende Theil von L und folglich L selbst, wie auch A im Innern des 
Kreises angenommen werden möge, > C. 

(Diese Untersuchung bezieht sich zwar zunächst auf einen Punkt, der kein 
Windungspunkt und kein Begrenzungspunkt ist, erleidet aber eine wesent- 
liche Aenderung nur für einen Begrenzungspunkt, wo die Fläche eine Spitze, 
d. h. ihre Begrenzung einen Rückkehrpunkt hat. Die Bestimmung eines 
Grades der Unstetigkeit, welchen 4 nicht erreichen kann, beruht indess auch 
hier auf denselben Principien und wir begnügen uns daher mit der Andeu- 
tung dieses Falles.) 

Es liefert also, wenn der Flächentheil, wo A und y verschieden sind, un- 
endlich klein wird, im Fall einer Unstetigkeitslinie 7’ selbst, im Fall eines 
Unstetigkeitspunktes der übrige Theil von 7’ einen unendlichen Beitrag zu ZL, 
und unsere Behauptung ist daher, wenn die Unstetigkeit den hier voraus- 
gesetzten Grad erreicht, gerechtfertigt. Ihre Gültigkeit in diesem Umfang 
genügt für uns und in der That wird sie für leichtere Unstetigkeiten unrichtig, 
wie z. B. wenn y in der Entfernung g des Punktes O vom Unstetigkeitspunkt 


— (1og ıy und u<$ ist. Wir geben daher dem ersten Theil des Satzes 


im Art. 16. folgende Beschränkung: Das Integral 2 hat, = «a + 4 gesetzt, 
entweder für eine der Functionen 4 ein Minimum, oder A nimmt, während 2 
sich einem kleinsten Grenzwerth nähert doch nur in einzelnen Punkten eine 
Unstetigkeit an, bei welcher die Ordnung von R wenn sie unendlich 
werden, die Einheit nicht erreicht. 

Eine Unstetigkeit der Function ®, die durch Abänderung eines Werthes in 
einem Punkt hebbar ist, muss z. B. eintreten, wenn in der Fläche irgendwo 
ein Stich, also ein einzelner Bogrenzungspunkt, woA= 0 sein müsste, an- 
genommen würde. 





1. 


Ueber die Gesetze der Vertheilung von Spannungselectricität 
in ponderabeln Körpern, wenn diese nicht als vollkommene 
Leiter oder Nichtleiter, sondern als dem Enthalten von Span- 
nungseleetrieität mit endlicher Kraft widerstrebend 
betrachtet werden. 


(Amtlicher Bericht über die 31. Versammlung deutscher Naturforscher 
und Aerzte zu Göttingen im September 1854. *) 


Mittelst der sinnreichen Werkzeuge für Spannungselectrieität, 
welche Herr Prof. Kohlrausch in der gestrigen Sitzung dieser Section 
erwähnte, hat derselbe auch die Bildung des Rückstandes in der Ley- 
dener Flasche und in andern Apparaten zur Bindung von Eleetrieität 
untersucht. Diese Erscheinung ist im Wesentlichen folgende: Wenn 
man eine Leydener Flasche, nachdem sie längere Zeit geladen gestan- 
den hat, entladet und sie dann eine Zeit lang isolirt stehen lässt, so 
tritt nach einiger Zeit eine merkliche Ladung wieder auf. Sie führt 
zu der Annahme, dass bei der ersten Entladung nur. ein Theil der 
geschiedenen Electrieitätsmenge sich wieder vereinigte, ein Theil aber 
in der Flasche zurückblieb. Den ersten Theil nennt man die dispo- 
nible Ladung, den zweiten den Rückstand. Die Genauigkeit der 
Messungen, welche Herr Prof. Kohlrausch über das Sinken der dis- 
ponibeln Ladung und über das Wiederauftreten des Rückstandes an- 
gestellt hat, reizte mich, an derselben ein aus andern Gründen wahr- 
scheinliches Gesetz zu prüfen, welches eine in der bisherigen Theorie 
der Spannungselectrieität vorhandene Lücke ausfüllt. 

Bekanntlich beziehen sich die ınathematischen Untersuchungen 
über Spannungselectriceität auf ihre Vertheilung in vollkommenen und 
völlig isolirten Leitern; man betrachtet also die ponderabeln Körper 
entweder als absolute Leiter oder als absolute Nichtleiter. Eine Folge 
davon ist, dass nach dieser Theorie sich beim Gleichgewicht die ge- 


ee “a 


*) Vortrag gehalten am 21. Sept. 1854. 
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sammte Spannungselectricität nur an den Grenzflächen der Leiter und 
Isolatoren ansammelt. Zugestandenermassen aber ist dies eine blosse 
Fietion. In der Natur wird es weder einen Körper geben, in welchen 
durchaus keine Spannungselectricität eindringen kann, noch einen Körper, 
in welchem sich die gesammte Spannungselectricität auf eine mathe- 
matische Fläche zusammenziehen kann. Man muss vielmehr annehmen, 
dass die ponderabeln Körper dem Aufnehmen oder dem Enthalten von 
Spannungselectrieität mit endlicher Kraft widerstreben, und zwar ist 
die Annahme, deren Uonsequenzen sich der Erfahrung gemäss zeigen, die, 
dass sie nicht dem electrisch Werden oder dem Aufnehmen von Span- 
nungselectrieität, sondern dem electrisch Sein oder dem Enthalten von 
Spannungselectricität widerstreben. Das Gesetz dieses Widerstrebens 
ist, je nach der dualistischen oder unitarischen Vorstellungsart, folgen- 
des. Nach der dualistischen Vorstellungsart, nach welcher die Span- 
nungselectrieität der Ueberschuss der positiven Electrieität über die 
negative ist, muss man in jedem Punkte des ponderabeln Körpers eine 
Ursache annehmen, welche mit einer der Dichtigkeit dieses Ueber- 
schusses proportionalen Intensität die Dichtigkeit der KEleetrieität 
gleichen Zeichens — derjenigen, welche im Ueberschuss vorhanden ist 
— zu vermindern und die der entgegengesetzten zu vermehren strebt. 
Nach der unitarischen Auffassungsweise, nach welcher die Spannungs- 
elecetrieität der Ueberschuss der in dem Körper enthaltenen Electrieität 
über die ihm natürliche ist, muss man in jedem Punkte desselben eine 
Ursache annehmen, welche mit einer der Dichtigkeit dieses Ueber- 
schusses proportionalen Intensität die Dichtigkeit der Blectrieität zu 
vermindern oder bei negativem Ueberschuss zu vermehren strebt. Ausser 
dieser Bewegungsursache hat man nun, wenn keine merklichen ther- 
mischen oder magnetischen oder voltainductorischen Wirkungen und 
Einflüsse stattfinden, und die ponderabeln Körper gegen einander 
ruhen, nur noch die dem Coulomb’schen Gesetz gemässe electromoto- 
rische Kraft in Rechnung zu ziehen. Unter denselben Umständen kann 
man für die Abhängigkeit der erfolgten Bewegung von den Bewegungs- 
ursachen Proportionalität zwischen electromotorischer Kraft und Strom- 
intensität annehmen. 

Um diese Bewegungsgesetze in Formeln auszudrücken, seien &, y, 2 
rechtwinklige Coordinaten und im Punkte (z, y, 2) zur Zeit t die Dich- 
tigkeit der Spannungselectrieität og, und u der 4 te Theil des Poten- 
tials der gesammten Spannungselectricität nach Gauss’scher Definition, 
nach welcher das Potential in einem bestimmten Punkte gleich ist dem 
Integral über sämmtliche Massen Spannungselectrieität, jede dividirt durch 
die Entfernung von diesem Punkte. Die dem Coulömb’schen Gesetz 


RIEMANN’s gesammelte mathematische Werke. I. 4 
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gemässe electromotorische Kraft ist dann, nach den Richtungen der 
drei Axen zerlegt, proportional 
BER. RA ER 
9x? oy? dr 
die von der Reaction des ponderabeln Körpers herrührende proportional 
oe _.0@ 2.08 
02’ Dy’ 98° 
Die Componenten der electromotorischen Kraft können also gleich 
gesetzt werden 
0 ee ou 200 ou 200 
0x Te er 0 ’ 
wo ß* nur von der Natur des ponderabeln Körpers abhängt. Diesen 
sind nun die Componenten der Stromintensität proportional, sie sind 
also =«&, «n, «&, wenn man durch &, n, & die Componenten der 
Stromintensität und durch « eine von der Natur des ponderabeln Kör- 
pers abhängige Constante bezeichnet. 
Verbindet man hiermit die nes Gleichung 


Hatatz=0, 


welche man erhält, indem man RR in das Raumelement d&dydz im 
Zeitelement di einströmende Eleetrieitätsmenge auf doppelte Weise 
ausdrückt, und die Gleichung 


ou 0?u 

tn 77 Tamalzea 2, 
welche aus dem Begriffe des . Potentials folgt, so erhält man, indem 
man erstere mit « multiplieirt und für &, n, & ihre Werthe setzt, die 
Gleichung 


ce [fe , De; De) Z 
he Een Beta + aa) = 


Diese giebt für « eine partielle Differentialgleichung, welche in 
Bezug auf t vom ersten, in Bezug auf die Raumcoordinaten vom 
vierten Grade ist, und um von einem bestimmten Zeitpunkte an u 
innerhalb des ponderabeln Körpers allenthalben vollständig zu bestim- 
men, werden ausser dieser Gleichung in jedem Punkte desselben Eine 
Bedingung für die Anfangszeit und für die Folge in jedem Ober- 
flächenpunkte zwei Bedingungen erforderlich sein. 

Ich werde nun die Consequenzen dieser Gesetze in einigen beson- 
deren Fällen mit der Erfahrung vergleichen. 

Für das Gleichgewicht (in einem System isolirter Leiter) ist 


Ba a ra nd & du m a ” 


Fr 
he 
5 
. 
2 
Er 
E 
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ou do __ OR 8 20 
a et a u 0,5 + pie 
oder 
u + P?o = Üonst., 
oder, da 
ou ou ou 
ER a2 + 3 . a 





Für die Stromausgleichung oder den Beharrungszustand der Verthei- 
lung (im Schliessungsbogen constanter Ketten) ist 

a 

20 
oder 








2 (00 RN 
ee etet ae) 


Wenn nun die Länge ß gegen die Dimensionen des ponderabeln 
Körpers sehr klein ist, so nimmt « — Const. im erstern Falle und o 
im zweiten von der Oberfläche ab sehr schnell ab und ist im Innern 
überall sehr klein, und zwar ändern sich diese Grössen mit dem Ab- 


p 
stande p von der Oberfliche nahe wie e ?. Dieser Fall wird bei 
den metallischen Leitern angenommen werden müssen; wird ß = 0 
gesetzt, so erhält man die bekannten Formeln für vollkommene Leiter. 

Bei der Anwendung dieser Gesetze auf die Rückstandsbildung in 
der Leydener Flasche musste ich, da Angaben über die Dimensionen 
der Apparate fehlten, annehmen, dass die Dimensionen derselben gegen 
den Abstand der Belegungen als unendlich gross betrachtet werden 
dürften. Mit der Ausführung der Rechnung wage ich die verehrten 
Anwesenden nicht zu ermüden und begnüge mich das Resultat dersel- 
ben anzugeben. 

Aus den Messungen des Herrn Prof. Kohlrausch hatte sich erge- 


ben, dass die disponible Ladung, als Function der Zeit betrachtet, 


nahe durch eine Parabel dargestellt wird, dass jedoch der Parameter 
der Parabel, welche sich der Ladungscurve am nächsten anschliesst, 
langsam abnimmt, so dass wenn man die anfängliche Ladung durch Z,, 


die zur Zeit £ durch L, bezeichnet, TE ine Grösse ist, welche 


mit wachsendem { allmählich abnimmt. : 
Dasselbe ergab sich auch aus der Rechnung, wenn angenommen 
wurde, dass sowohl « als 8? beim Glase, wie dies von vorn herein zu 


erwarten war, sehr gross sei und als unendlich gross betrachtet wer- 
. 4* 
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den dürfe, während ihr Quotient endlich bleibt. Eine schärfere Ver- 
gleichung der Rechnung mit den Beobachtungen habe ich nicht ange- 
gestellt, namentlich aus dem Grunde, weil mir Angaben über die 
Dimensionen der Apparate und überhaupt alle Mittel fehlten, die wegen 
der Abweichungen von den Vorraussetzungen der Hochning nöthigen 
Correetionen zu bestimmen. Es wäre eine solche namentlich zur Be- 
stimmung der electrischen Öonstanten des Glases zu wünschen. Doch 
halte ich das hier aufgestellte Gesetz für die Vertheilung der Span- 
nungselectrieität für vollkommen durch die Messungen des Herrn Prof. 
Kohlrausch bestätigt. 

Ich darf wohl noch in der Kürze die Anwendung dieses Gesetzes 
auf einen andern Gegenstand besprechen. 

Bekanntlich wird die Fortpflanzung der galvanischen Ströme in 
metallischen Leitern und die in Folge derselben stattfindende Strom- 
ausgleichung bei constanten oder langsam sich ändernden electromo- 
torischen Kräften durch die dabei auftretende Spannungselectricität 
bewirkt. Dieser Vorgang ist wegen seiner ungemein kurzen Dauer 
und den hinzukommenden thermischen und magnetischen Wirkungen 
nur in seinen Resultaten der experimentalen Forschung zugänglich, 
und die einzigen experimentellen Bestimmungen, welche wir darüber 
haben, sind die Messungen der Fortpflanzungsgeschwindigkeit in Tele- 
graphendrähten und die Ohm’schen Gesetze der Stromausgleichung. 
Eine genauere Analyse der Ohm’schen Gesetze führt indess ebenfalls 
zu der hier gemachten Annahme, und ich wurde in der That dadurch 
zuerst auf sie geführt. 

Ohm bestimmt die Stromvertheilung bei der Stromausgleichung 
durch folgende zwei Bedingungen: 

1) Um die den wirklich erfolgten Stromintensitäten proportionalen 
electromotorischen Kräfte zu erhalten, muss man zu den äussern electro- 
motorischen Kräften Kräfte hinzu. welche die Differentialquotienten 
Einer Function des Orts, der Spannung, sind. 

2) Bei der Stromausgleichung strömt in jeden Theil des pon- 
derabeln Leiters eben so viel Electrieität ein als aus. 

Ohm glaubte nun, dass die Spannung, diese Function des Orts, 
von welcher die inneren electromotorischen Kräfte die Differentialquo- 
tienten sind, von der Spannungselectrieität so abhingen, dass sie ihrer 
Dichtigkeit proportional sei, welche Annahme in der That das Zu- 
standekommen beider Bedingungen erklärt. Aber es haben schon, fast 
gleichzeitig? Herr Prof. Weber*) und Kirchhoff**) darauf aufmerksam 


*) Abhandlungen d. k. sächs. Ges. d. W. 1852, I. S. 293. 
*#), Poggendorff’s Annalen. Bd. 79, S. 506. 
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gemacht, dass dann die Electrieität im Gleichgewicht sein müsste, 
wenn sie den ponderabeln Körper mit gleichmässiger Dichtigkeit er- 
füllte, während sie doch der Erfahrung nach beim Gleichgewicht auf 
der Oberfläche vertheilt ist. Die Spannung muss eine Function sein, 
welche beim Gleichgewicht im ganzen Leiter constant ist, und also 
vielmehr dem Potential der Spannungselectrieität proportional sein, 
und diese innern electromotorischen Kräfte sind mit den dem Coulomb’- 
schen Gesetz gemässen identisch. 

Diese Ansicht über die Spannung wurde auch von den meisten 
Forschern angenommen. Dabei aber blieb es ununtersucht, durch welche 
Ursachen bei der Stromausgleichung die zweite Bedingung hergestellt 
wurde, dass in jedem ponderabeln Körpertheil die Electrieitätsmenge 
constant bleibe. 

Nach der dualistischen Auffassung muss sowohl die positive als 
die negative Electrieitätsmenge constant bleiben; dass kein merklicher 
Ueberschuss Einer Electrieität sich bilde, scheint man, wenigstens so 
lange man auf die Grössenverhältnisse nicht näher eingeht, aus der An- 
ziehung der entgegengesetzten Electricitäten nach dem Coulomb’schen 
Gesetz erklären zu können, und man muss dann noch eine Ursache, 
dass die neutrale Eleetrieität in jedem Körpertheil constant bleibe, also 
einen Druck des Ponderabile auf sie, annehmen. Diese Annahme habe 
ich auf Anregung des Herrn Prof. Weber schon vor mehreren Jahren 
der Rechnung zu unterwerfen gesucht, ohne zu einem befriedigenden 
Resultat zu gelangen. 

Nach unitarischer Auffassung bedarf es nur einer Ursache, welche 
die in einem ponderabeln Körpertheil enthaltene Electrieitätsmenge con- 
stant zu erhalten strebt. Man wird so geradeswegs zu der obigen 
Annahme geführt, dass jeder ponderabele Körper Electrieität von be- 
stimmter Dichtigkeit zu besitzen strebt und sowohl einem grösseren 
als einem geringeren erfüllt Sein widerstrebt. Das Gesetz dieses Wider- 
strebens kann man so annehmen, wie es sich für das Glas durch die 
Erfahrung bestätigt hat. 

Diese Betrachtungen führen also dazu, die ursprüngliche Franklin’sche 
Auffassung der electrischen Erscheinungen als diejenige anzunehmen, 
welche man für das tiefere Eindringen in den Zusammenhang dieser Er- 
scheinungen unter sich und mit andern Erscheinungen zu Grunde zu 
legen und der weitern Aus- und Umbildung nach den Geboten und 
Winken der Erfahrung zu unterwerfen hat. 

Möchten sie in dem Kreise bewährter Forscher, vor denen ich sie zu 
entwickeln die Ehre hatte, einer nähern Prüfung werth gefunden werden. 





I, 


Zur Theorie der Nobili’schen Farbenringe. 


(Aus Poggendorff’s Annalen der Physik und Chemie. Bd. 95, 28. März 1855.) 


Die Nobili’schen Farbenringe bilden ein schätzbares Mittel, die 
Gesetze der Stromverzweigung in einem durch Zersetzung leitenden 
Körper experimentell zu studiren. Die Erzeugungsweise dieser Ringe 
ist folgende. Man übergiesst eine Platte von Platin, vergoldetem Silber 
oder Neusilber mit einer Auflösung von Bleioxyd in concentrirter 
Kalilauge und lässt den Strom einer starken galvanischen Batterie 
durch die Spitze eines feinen in eine Glasröhre eingeschmolzenen Platin- 
draths in die Flüssigkeitsschicht ein und durch die Platte austreten. 
Das Anion, Bleisuperoxyd nach Beetz, lagert sich dann auf der Metall- 
platte in einer zarten durchsichtigen Schicht ab, welche je nach der 
Entfernung vom Eintrittspunkte des Stroms verschiedene Dicke besitzt, 
so dass die Platte nach Entfernung der Flüssigkeit Newton’sche 
Farbenringe zeigt. Aus diesen Farbenringen lässt sich dann die 
relative Dicke der Schicht in verschiedenen Entfernungen bestimmen 
und hieraus mittelst des Faraday’schen Gesetzes, nach welchem die 
Menge der abgeschiedenen Substanz der durchgegangenen Elektrieitäts- 
menge allenthalben proportional sein muss, die Stromvertheilung beim 
Austritt aus der Flüssigkeit ableiten. 

Der erste Versuch, die Stromvertheilung durch Rechnung zu be- 
stimmen und das gefundene Resultat mit der Erfahrung zu vergleichen, 
ist von E. Becquerel gemacht worden. Derselbe hat vorausgesetzt, 
dass die Ausdehnung der Flüssigkeitsschicht gegen ihre Dicke als 
unendlich gross betrachtet werden dürfe, der Strom durch einen Punkt 
ihrer Oberfläche eintrete und sich nach den Ohm’schen Gesetzen in 
derselben ausbreite. Er glaubt nun bei diesen Voraussetzungen ohne 
merklichen Fehler die Strömungscurven als gerade Linien betrachten 
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zu können und leitet aus dieser Annahme das Gesetz ab, dass die 
Dieke der niedergeschlagenen Schicht dem Abstande vom Eintritts- 
punkte umgekehrt proportional sein müsste, welches Gesetz er experi- 
mentell bestätigt habe. 

Herr Du-Bois-Reymond hat dagegen in einem vor der physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin gehaltenen Vortrage gezeigt, dass bei 
Voraussetzung gerader Strömungslinien die Dicke der in ihrem End- 
punkte abgeschiedenen Substanz vielmehr dem Cubus ihrer Länge um- 
gekehrt proportional sich ergiebt und dadurch Herrn Beetz zu einer 
Reihe von dem Anschein nach bestätigenden Versuchen veranlasst, 
welche in Poggendorff’s Annalen Bd. 71, 8. 71 beschrieben sind und 
viel Vertrauen erwecken. 

Die genaue Rechnung indessen lehrt, dass die Voraussetzung 
gerader Strömungslinien unzulässig ist und ein ganz falsches Resultat 
liefert. Allerdings sind die Strömungslinien, wenigstens bei grösserer 
Entfernung ihres Austrittspunktes (da sie zwischen zwei sehr nahen 
Parallel-Linien liegen und höchstens einen Wendepunkt besitzen), in 
dem mittleren Theile ihres Laufes in beträchtlicher Ausdehnung sehr 
wenig gekrümmt; hieraus aber darf man keineswegs schliessen, dass 
sie ohne merklichen Fehler durch gerade von ihrem Eintrittspunkte 
nach ihrem Austrittspunkte gehende Linien ersetzt werden können. 
Ich werde zunächst die bei genauer Rechnung aus den Voraussetzungen 
der Herren E. Beequerel und Du-Bois-Reymond fliessenden Fol- 
gerungen entwickeln und schliesslich auf die Versuche des Herrn Beetz 
zurückzukommen mir erlauben. 


Ich nehme an, dass der Eintritt des Stromes in die durch zwei 
horizontale Ebenen begrenzte Flüssigkeitsschicht in einem Punkte statt- 
finde, und bezeichne für einen Punkt derselben den Horizontalabstand 
vom Einströmungspunkt durch r, die Höhe über der unteren Grenz- 
fläche durch z, die Erhebung seiner Spannung über die Spannung an 
der oberen Seite dieser Grenzfläche durch u. Ferner sei die Stärke 
des ganzen Stromes S, der specifische Leitungswiderstand der Flüssig- 
keit w, im Einströmungspunkt z= «, an der Oberfläche 2=ß. Es 
muss nun « als Function von r und z bestimmt werden; die Strom- 
intensität im Punkte (r, 0), welcher nach dem Faraday’schen Gesetz 
die gesuchte Dicke der dort niedergeschlagenen Schicht proportional 


sein muss, ist dann gleich dem Werthe von = = in diesem Punkte. 
- Wird zunächst vorausgesetzt, dass die Ausdehnung der Flüssigkeits- 


schicht gegen ihre Dicke als unendlich gross betrachtet werden dürfe, 
so sind die Bedingungen zur Bestimmung von u 
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(1) für—o<r<x, SELTEN 


1 ou , Au 
mt: r ör SET 
2) fr—_o<r<o,.—0, u=(0; 
8) fr—oeo<r<o,2—Bß, #0; 


4) frr=+8,0<;<Bß, u endlich; 
5.) frr=0,2=a, 





wa 
IE 
of ‘ —+- einer 


oder —= 





stetigen Function von r, 2, je nachdem der Einströmungspunkt im 
Innern oder in der Oberfläche liegt. 
Diesen Bedingungen genügt 





1 1 
wir — 13M Rn en —— nn 
. ED PB (vare (© + 2mB — a) Te ET)) 


— 0, © 


2 4m . 
oder wenn man zur Vereinfachung $ — —, annimmt: 








Eu Er Bi. i N I LET 
e 2 ) ee a)? Ver) 


. 02 . Tr . Tz . 
Setzt man u=a, sn 27 + a, sın 255 + a, sin ET, + ..,so wird 
für ein gerades n der Üoeffieient a, — 0 und für ein ungerades 


t 


2 
ur R rat _ 3m dt 
% er er ) (rn 


ER { dt ) 
Vrr +(+2mß + 0): 














| (sinn; (+ )—sinn lt ren 
x ; ET, ti 
dt na ıP 


zung [ond, RER - Zinn rn 
In letzterem Integral kann statt / “auch 2 f geschrieben werden. 


Führt man für t als Veränderliche tri ein, so erhält man 
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Linn zz @ 
dn = 
E wer 
’ 


also . 


4 sin n r 
, 
u=Zsınn es a) fr 
2B” <. 1 


über alle positiven ungeraden Werthe von n ausgedehnt. 


3 Nimmt man an, dass die Flüssigkeit bei r — c begrenzt sei und 





zwar beispielshalber durch einen Nichtleiter, so muss für r —e > = 


werden und also zu dem oben erhaltenen Werth von «, der durch 
bezeichnet werden möge, noch eine Funetion w hinzugefügt werden, 
welche folgenden Bedingungen genügt 


(1.) für —ce<r<c,0<z<ß, 





02uw” 3 28 02w" 
Or: AR r Ar a 
2) für -—e<r<e,z=d, ur—0; 
e r7) [23 
3) für —e<r<eo,2=Bß, = ; 
4) frr=+00<s<ß, a. 


und überall stetig ist. 
Den en (1.) bis (3.) zufolge muss «” ebenfalls in der Form 


b, si + bs sin d 5 eteindget-- 


darstellbar sein, und zwar fliesst aus (1.) für b,„ die Bedingung 


Tr ar.: ABB nl. 


Eine partieuläre Lösung dieser Gleichung ist, wie schon bekannt, 


a 


a rt 
RE. 

Yt—ı 
zwischen — 1 und 1 nimmt; die allgemeinste ist also, wenn c, und 7 
Constanten bedeuten, 


eine andere erhält man, wenn man dasselbe Integral 





® —ngri 1 — Fr 
u e ß ae e Rd 
Nick az = 


oder wenn man 
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1 


F a durch f(g), IR En “ durch p(q) 


nf (ng, tn nr). 


Die Entwicklung nach steigenden Potenzen von q giebt 


< 2m 
Id I m (PM) — log q) 
0, © 
2m 
9(q) = Dr 


es wird also f(g) für g= (0 unendlich und damit u” für r — 0 stetig 
bleibe, muss c, = 0 sein; Yn ergiebt sich dann aus (4.) gleich 





bezeichnet: 





asia / (ng) , 


ß ln) 





mithin 


u= 2”sinn 2 2. Ta f (" Pr r) — op (r er (n.) 


über alle positiven ungeraden Werthe von » ausgedehnt. 


Zur Berechnung von /(g) und p (g) können für grosse Werthe 
von q die halbeonvergenten Reihen 


-enyz 1m 1-8... am zii)? 
Ber VEN 

ar Ve (1.3...2m — 1)? 
y)—e 4q DE m! (16 g)m 


„benutzt werden, welche indess ihren Werth nur bis auf Bruchtheile 
von der Ordnung der Grösse e=*2 geben; genügt diese Genauigkeit 
nicht, so ist es wohl am zweckmässigsten die Entwicklungen nach 
steigenden Potenzen von g anzuwenden. 
Für hinreichend grosse Werthe von 7 erhält man also mit Ver- 
rt 
nachlässigung von Grössen von der Ordnung der Grösse e "2%" 


4 sin 


u > sin 35 E Veıee Se I 23 
: 
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(1.3...3m —D?/B\m u0—20) 
- arten En) en x 
>® ER rt ‚am — m — 1)? (2m + 1) = ß r 
m!(am —1) : Anc 
A 2m — 1)? (2m +1) Br ß R 
m! (2m — 1) Arne 


und die Dieke der Schicht proportional ( =) oder proportional 
0 


e RS (1.3...2m—1?/ PB\m 
Vr a = in) 
z - 
TR RT er mn DE 
& Vr m! ( 


78:.293mM 4, 2m 1) = en) m 
c 


m! (2m — 1) 


5 Sr Em EIN are ß 15 
5 (2m — 1) \4re 


“ 

Dieses Resultat bleibt im Allgemeinen auch richtig, wenn statt 
des Einströmungspunktes eine beliebige Umdrehungsfläche als Kathode 
angenommen wird; denn für Werthe von r zwischen e und demjenigen 
Werthe, bis zu welchem die Bedingungen (1.) bis (3.) gültig bleiben, 
muss u auch dann durch eine Reihe von der Form 


ee) 
. ENTE BL AR 
u=_k, „Sinn 37 (ni) on 75) v(n2) 
4 
dargestellt werden. Eine Ausnahme würde nur eintreten, wenn X, = 0) 
würde. 























Die von Herrn E. Becquerel gemachte und von Herrn Du-Bois- 
Reymond im Wesentlichen beibehaltene specielle Voraussetzung ist 
die, dass die Kathode ein Punkt der Oberfläche, also «= sei; in 
en Falle ist, wie die geführte Rechnung’ zeigt, die Dicke der Schicht 


für grosse Werthe von Z weder der Entfernung vom Einströmungs- 


punkte, wie Herr Beequerel, noch ihrem Cubus, wie Heir Du-Bois- 
Reymond gefunden hat, umgekehrt proportional, sondern sie nimmt 


fr: nk . 
mit wachsenden — vielmehr ab, wie eine Potenz mit dem Exponenten 
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r 04% . 
—, 80 dass sich einem festen Grenzwerthe — r schliess- 


lich bis zu jedem Grade nähert. Dagegen ist das Gesetz des Herrn 
Du-Bois-Reymond nicht bloss näherungsweise für grosse Werthe 


r . . . . 
von —, sondern strenge richtig, wenn ß = 0 ist, da sich alsdann 














FREE 1m nd 3 \ : 5 
N "rer Verge+mre) 


— 0,08 
auf 
1 1 


Vrte-oi Vertete): 


ou EEE RER 

), ya 
redueirt. Die Vermuthung aber, aus welcher derselbe dieses Resultat 
abgeleitet hat, dass nämlich die Strömungslinien als gerade betrachtet 
werden dürften, bestätigt sich keineswegs. Die Gleichung der Strö- 
mungslinien ist 


/e3 r dr — ro* de) — = v = const., 


und zwar ist die Constante, multipliöirt mit a. wenn man das Integral 








und folglich 





so nimmt, dass es für r—= (0 verschwindet, gleich dem innerhalb der 
Umdrehungsfläche (v = const) fliessenden Theile des Stromes. In 
unserem Falle also sind die Strömungslinien die in der Gleichung 
z+« - 2— a 
Vrr+(@+ 0) ie Vrr+@—o)i ee 
enthaltenen Linien, welche Linien für alle grösseren Werthe der eonst. 
beträchtlich von einer geraden abweichen. Da Herr Du-Bois-Reymond 
zwar die Annahme macht, dass der Einströmungspunkt in der Oberfläche 
liege, seine ferneren Schlüsse aber nicht wesentlich auf diese Annahme 
stützt, so liegt wohl die Vermuthung nahe, dass bei den Versuchen des 
Herrn Beetz, welche eine nicht zu verkennende Annäherung an das Ge- 
setz der Gaben ergeben, die Forderung des Herrn Du-Bois-Reymond, 
dass die Oberfläche der Flüssigkert durch den Einströmungspunkt gehe, 
nicht berücksichtigt wordeh ist, sondern dass Herr Beetz, was zweck- 
mässiger sein dürfte, grössere Flüssigkeitsmengen anwandte, so dass 


in der Reihe für © 
0 


v=2— 











02 


2mß + « 2mß — « 
EL 1 m . == 
97, (ve +@mß+o® Vrr+ ee) 














A, 
2; 
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die späteren Glieder oder doch ihre Summe gegen das erste vernach- 
lässigt werden konnten. In diesem Falle würden die hübschen Ver- 
suche des Herrn Beetz wirklich als ein Beweis anzusehen sein, dass 
die Stromvertheilung nahezu nach den vorausgesetzten Gesetzen erfolgt. 
Sollte aber diese Vermuthung irrig sein, so wäre aus Herrn Beetz’s 
Versuchen zu schliessen, dass noch andere Umstände bei der Berech- 
nung der Stromvertheilung in Betracht zu ziehen sind, deren Ermitt- 
lung einer neuen experimentellen Untersuchung obliegen würde.*) 


*) In einer späteren Abhandlung (Poggendorff’s Annalen Bd. 95. p. 22) ist 
Herr Beetz auf diesen Gegenstand zurückgekommen. Es ergiebt sich daraus zu- 
nächst, dass bei den Versuchen von Beetz die Einströmungsstelle immer unmittelbar 
an der Oberfläche der Flüssigkeit lag und mithin die Vermuthung von Riemann 
irrig ist. Es ist aber gleichwohl nicht nothwendig, nach anderen Umständen zu 
suchen, welche die Gesetze der Stromvertheilung beeinflussen könnten, da das 
theoretische Resultat von Riemann mit den Versuchen in noch vollständigerer 
Uebereinstimmung steht als das von Du-Bois-Reymond, wie aus den in der er- 
wähnten Abhandlung enthaltenen Zusammenstellungen zu ersehen ist. W. 


IV. 


‘ Beiträge zur Theorie der durch die Gauss’sche Reihe 
F («, ß, y, x) darstellbaren Functiönen. 


(Aus dem siebenten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen. 1857.) 


Die Gauss’sche Reihe F(«, ß, y, x), als Function ihres vierten 
Elements & betrachtet, stellt diese Funetion nur dar, so lange der 
Modul von x die Einheit nicht überschreitet. Um diese Function in 
ihrem ganzen Umfange, bei unbeschränkter Veränderlichkeit dieses 
ihres Arguments, zu untersuchen, bieten die bisherigen Arbeiten über 
dieselbe zwei Wege dar. Man kann nämlich entweder von einer 
lineären Differentialgleichung welcher sie genügt ausgehen, oder von 
ihrem Ausdrucke durch bestimmte Integrale. Jeder dieser Wege ge- 

währt eigenthümliche Vortheile; jedoch ist bis jetzt, in der reichhaltigen 
Abhandlung von Kummer a, Bande des matliematischen Journals 
von Crelle und auch in den noch unveröffentlichten Untersuchungen 
von Gauss*), nur der erste betreten, wohl hauptsächlich desshalb, weil 
die Rechnung mit bestimmten Integralen zwischen complexen Grenzen 
noch zu wenig ausgebildet war, oder doch nicht als einem grossen 
Leserkreise geläufig vorausgesetzt werden konnte. 

In der folgenden Abhandlung habe ich diese Transcendente nach 
einer neuen Methode behandelt, welche im Wesentlichen auf jede 
Function, die einer lineären Diiereniänleleiiknng mit algebraischen 
Üsehüsteniti genügt, anwendbar bleibt. Nach derselben lassen sich 
die früher zum Theil durch ziemlich mühsame Rechnung gefundenen 
Resultate fast unmittelbar aus der Definition ableiten, und dies ist in 
dem hier vorliegenden T'heile dieser Abhandlung geschehen, haupt- 
sächlich in der Absicht für die vielfachen Anwendungen dieser Function 
in physikalischen und astronomischen Untersuchungen eine bequeme 
Uebersicht über ihre möglichen Darstellungen zu geben. Es ist nöthig, 
einige allgemeine Vorbemerkungen über die Betrachtung einer Funetion 
bei unbeschränkter Veränderlichkeit ihres Arguments voraufzuschicken. 


e EEE Werke. Bd. III 1866. 8. 207. W. 
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Betrachtet man den Werth der unabhängig veränderlichen Grösse 
%&=Y--zi zur leichteren Auffassung ihrer Veränderlichkeit als ver- 
treten durch einen Punkt einer unendlichen Ebene, dessen rechtwinklige 
Coordinaten- y, z sind, und denkt sich die Function w in einem Theile 


dieser Ebene gegeben, so kann sie von dort aus nach einem leicht zu 


beweisenden Satze nur auf eine Weise der Gleichung 2 —=i ge- 


mäss stetig fortgesetzt werden. Diese Fortsetzung muss selbstredend 
nicht in blossen Linien geschehen, worauf eine partielle Differential- 
gleichung nicht angewandt werden könnte, sondern in Flächenstreifen 
von endlicher Breite. Bei Functionen, welche, wie die hier zu unter- 
suchende, „mehrwerthig“ sind oder für denselben Werth von x je 
nach dem Wege, auf welchem die Fortsetzung geschehen ist, mehrere 
Werthe annehmen können, giebt es gewisse Punkte der x-Ebene, um 
welche herum sich die Function in eine andere fortsetzt, wie z. B. bei 
V(«—a), log(c—a), («—a)"“, wenn u keine ganze Zahl ist, der Punkt 
a. Wenn man von diesem Punkte a aus sich eine beliebige Linie ge- 
zogen denkt, so kann der Werth der Function in der Umgebung von 
a so gewählt werden, dass er sich ausserhalb dieser Linie überall 
stetig ändert; sie nimmt aber dann zu beiden Seiten dieser Linie ver- 
schiedene Werthe an, so dass die Fortsetzung der Function über diese 
Linie hinüber eine von der jenseits schon vorhandenen verschiedene 
Function giebt. 

Zur Erleichterung des Ausdrucks sollen die verschiedenen Fort- 
setzungen Einer Function für denselben Theil der «-Ebene „Zweige“ 
dieser Function genannt werden und ein Werth von x, um welchen 
herum sich ein Zweig einer Function in einen andern fortsetzt, ein 
„ Verzweigungswerth“; für einen Werth, in welchem keine Verzweigung 
stattfindet, heisst die Function „einändrig oder monodrom“. 


F 
Ich bezeichne durch . 


eine Function von x, welche folgende Bedingungen erfüllt: 


1. Sie ist für alle Werthe von x ausser a, b, ce einändrig und 
endlich. 

2. Zwischen je drei Zweigen dieser Function P’, P”, P” findet 
eine lineäre homogene Gleichung mit constanten Coefficienten Statt, 


c Pp' En e" P' 1 de Per En 0. 
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3. Die Funetion lässt sich in die Formen 
Ca P9 + cu PO, ca PP + ca PP), c,P® + ce, Pı 
mit constanten C«, Ca‘, ..., Cy setzen, so dass 
Po) («—a)*, PO) («—a)- 

für «= a einändrig bleiben und weder Null noch unendlich werden, 
und ebenso Pi) («—b)-?, PP) («—b)-? für = b und Pr («—e)-7, 
Pr) (e—c)-? für = c. In Betreff der sechs Grössen «, «, ..., y' 
wird vorausgesetzt, dass keine der Differenzen « — «, B—P, y—y' 
eine ganze Zahl und die Summe aller, «+ +ß+P-y+y=1 sei. 

Wie mannigfaltig die Functionen seien, welche diesen Bedingungen 
genügen, bleibt vorläufig unentschieden und wird sich im Laufe der 
Untersuchung (Art. 4.) ergeben. Zu grösserer Bequemlichkeit des Aus- 
drucks werde ich x die Veränderliche, a, b, ce den ersten, zweiten, 
dritten Verzweigungswerth und «, «@'; ß, ß'; y, y das erste, zweite, 
dritte Exponentenpaar der P-funetion nennen. 


2: 
Zunächst einige unmittelbare Folgerungen aus der Definition. 
abe 
In der Function P !« ß y x\ können die drei ersten Vertikal- 
K ß y 


reihen beliebig unter einander vertauscht werden, sowie auch « mit «', 
ß mit ß’, y mit y‘. Es ist ferner 


abe abe 
Plaßyaw=Piaeßye) , 
« ß y « ß y re 


wenn man für x einen rationalen Ausdruck ersten Grades von « setzt, 
der für z=a, b, ce die Werthe a’, b’, € annimmt. 
Vol 
Für P!« F y x\, auf welche Funetion sich demzufolge alle P- 
«By 
funetionen mit denselben «, @', ..., y zurückführen lassen, werde ich 


zur Abkürzung auch blos P (5 2 Y ) setzen. 

In einer solchen Function können also von den Grössen «, «'; 
ß, ß; y, y die Grössen jedes Paars unter sich, sowie auch die drei 
Grössenpaare beliebig mit einander vertauscht werden, wenn man nur 
in der sich ergebenden P-function als Veränderliche einen rationalen 
Ausdruck ersten Grades von x substituirt, welcher für die zum ersten, 





| 
4 
= 
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zweiten, dritten Exponentenpaar dieser Function gehörigen Werthe 

von x die Werthe O0, oo, 1 annimmt. Auf diese Weise erhält man 

die Function P (5 5 e x) ausgedrückt durch P-funetionen mit den 
1 1 x 1 


Veränderlichen 2, 1— 2, —,1— — , —_, __ und denselben Ex- 
en =’ c—1’ 1—x 


ponenten in anderer Ordnung. 
Aus der Definition folgt ferner: 


abe . Pr b e 
Plaßye (5) =P a+öß—syal, 
K ß y lt 0 ß—6 y 


also auch 

pl Pr ) re (23 ee ) 

x (1—x) Bio.) r Beleg ar 
Durch diese Umformung können zwei Exponenten verschiedener Paare 
beliebig gegebene Werthe erhalten und als Werthe der Exponenten, 
da zwischen ihnen die Bedingung ae +« +ß+ß+y-+y=1 statt- 
findet, jedwede andere eingeführt werden, für welche die drei Diffe- 
renzen «— «', B—ß, y—y dieselben sind. Aus diesem Grunde werde 
ich später zur Erleichterung der Uebersicht durch 

Ple—e,$—P,y—r,®) 
sämmtliche in der Form «° (1L— x)’ P (7 f y .) enthaltenen Functionen 
bezeichnen. 


2 
2. 


Es ist jetzt vor allen Dingen nöthig, den Verlauf der Function 
etwas genauer zu untersuchen. Zu diesem Ende denke man sich durch 
sämmtliche Verzweigungspunkte der Function eine in sich zurück- 
laufende Linie 7 gezogen, welche die Gesammtheit der complexen 
Werthe in zwei Grössengebiete scheidet. Innerhalb jedes von ihnen 
wird alsdann jeder Zweig der Function stetig und von den übrigen 
gesondert verlaufen; längs der gemeinschaftlichen Grenzlinie aber wer- 
den zwischen den Zweigen des einen und des andern Gebiets in ver- 
schiedenen Begrenzungstheilen verschiedene Relationen stattfinden. Zu 
ihrer bequemeren Darstellung werde ich die mittelst des Coefficienten- 


systems 5 — = 2) aus den Grössen ft, u gebildeten lineären Aus- 
drücke p& + qu, rt + su.durch (S) (t, u) bezeichnen. Es möge ferner 
nach Analogie der von Gauss vorgeschlagenen Benennung „positiv 
laterale Einheit“ für + als „positive“ Seitenrichtung zu einer ge- 
gebenen Richtung diejenige bezeichnet werden, welche zu ihr ebenso 


RIEMANN’sS gesammelte mathematische Werke. I. 5 
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liegt, wie + zu 1 (also bei der üblichen Darstellungsweise der com- 
plexen Grössen die linke). Demgemäss macht x einen „positiven Um- 
lauf um einen Verzweigungswerth a“, wenn es sich durch die ganze 
Begrenzung eines nur diesen und keinen andern Verzweigungswerth 
enthaltenden Grössengebiets in einer gegen die Richtung von Innen 
nach Aussen positiv liegenden Richtung bewegt. Es gehe nun die 
Linie 7 der Reihe nach durch die Punkte =c, 2x =b, x=a, und 
in dem auf ihrer positiven Seite liegenden Gebiete seien P’, P” zwei 
in keinem constanten Verhältnisse stehende Zweige der Function P. 
Jeder andere Zweig P”’ lässt sich dann, da in der vorausgesetzter- 
massen stattfindenden Gleichung € P’ + .c” P" +." pP" = 0 cc” 
nicht verschwinden kann, lineär und mit constanten Coefficienten in 
P’ und P” ausdrücken. Nimmt man nun an, dass P’, P” durch einen 
positiven Umlauf der Grösse x um a in (A) (P', P”), um b m 
(B) (P’', P”), um e in (©) (P’, P”) übergehe, so wird durch die Coeffi- 
cienten der Systeme (A), (5), (0) die Periodieität der Function völlig 
bestimmt sein. Zwischen diesen finden aber noch Relationen Statt. 
Wenn nämlich x das negative Ufer der Linie ! durchläuft, so müssen 
die Funetionen P’, P” die vorigen Werthe wieder annehmen, da der 
durchlaufene Weg negativerseits die ganze Begrenzung eines Grössen- 
gebiets bildet, innerhalb dessen diese Funetionen allenthalben einändrig 
sind. Es ist dies aber dasselbe, als ob der Werth x sich von einem 
der Werthe c, b, a bis zum folgenden auf der positiven Seite fort- 
bewegt, dann aber jedesmal um diesen Werth positiv herum, wobei 
(P', P’) der Reihe nach in (C) (P’, P”), (0) (B) (P', P”), schliesslich 
in (0) (B) (A) (P’, P”) übergeht. Es ist daher 


() (©) (B) (4) = (6 2): se 


welche Gleichung vier Bedingungsgleichungen zwischen den zwölf 
Coeffieienten von A, B, C liefert. 
Bei der Discussion dieser Bedingungsgleichungen beschränke ich 


mich, zur Fixirung der Vorstellungen, auf die Funetion P (% r ) ») 
also auf den Fall, wenn a=0,b=mx,c=1, was die Allgemeinheit 
der Resultate nicht wesentlich beeinträchtigt, und wähle für die durch 
1, 00, 0 zu ziehende ‘Linie ! die Linie der reellen Werthe, welche um 
der Reihe nach durch ec, b, @ zu gehen von — oo nach + 0 ge- 
richtet sein muss. Innerhalb des auf der positiven Seite dieser Linie 
liegenden Gebiets, welches die complexen Werthe mit positiv imagi- 
närem Gliede enthält, sind dann die oben charakterisirten Bestandtheile 
der Funetion P, die Grössen P«, P«, PP, Pf, P’, P’, einändrige 


1 dd Inn Aal and aa & Fasz Du 0 Zu u ce 
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Functionen von x und sind bis auf constante Factoren, welche von 
der Wahl der Grössen c., cw, ..., Cy abhängen, völlig bestimmt, 
wenn die Function P gegeben ist. Die Functionen P®, P® gehen 
dureh einen positiven Umlauf der Grösse z um O in P« a 
über und ebenso durch einen positiven Umlauf dieser Grösse um & 
die Functionen PP, P? in P# eß?ri, PP ef'2ri und durch einen positiven 
Umlauf um 1 die Funetionen P’, Pr in rer PrerIe 
zeichnet man den Werth, in welchen P durch einen positiven Umlauf 
von x um 0 übergeht, durch P’, so ist, wenn 


P=c. Pe + cu Pe, P = c, e?#i Pa 1 0, ewani Pa 


Diese Ausdrücke haben eine von Null verschiedene Determinante, da 
n. V. «—« keine ganze Zahl ist, und folglich können 2°, P® ach 
umgekehrt in P, P’ also auch in P®, PP; Pr, Pr lineär mit constan- 
ten Coeffieienten ausgedrückt werden. Setzt man nun 


SE ß \ Bi D ac, 
Pe=a; PP +05 PP=a, Pr -+a, Pr, 


P=a, P +0d4PP=«a,Pr’r+a,Pr, 
und zur Abkürzung 1 ud —= (b), | =) 
& Br % ß' 
und die inversen Substitutionen von (b) und (ec) bez. w. — (b)=! und 
(e)=!, so ergeben sich für die Functionen (P«, P«) die Substitutionen 


&y, &y 
A [4 
@y,&y 


Ne era) on 


’ 


Aus der Gleichung (0) (B) (A) = (5 1) folgt nun zunächt, da die 
’ 


Determinante einer zusammengesetzten Substitution dem Producte aus 
den Determinanten ihrer Componenten gleich ist, 
1 = Det (A) Det (B) Det (C) 
= e@tetfteftrtr)2e Det (b) Det (b)-! Det (c) Det Ve 
oder, da Det (db) Det (b)=! = 1, Det (c) Det (c)-! = 1, 


@) a+@+ß+ß-+y+y = einer ganzen Zahl, womit die obige 


Annahme, dass diese Exponentensumme — 1 sei, vereinbar ist. 
Die übrigen drei in (C) (B) (A) = (6 re enthaltenen Relationen 
, 


geben drei Bedingungen für (b) und (ec), welche indess leichter auf 
folgendem Wege gefunden werden. 

Wenn x erst um O0 und dann um © negativ herumgeht, so bil- 
det der durchlaufene Weg zugleich einen positiven Umlauf um 1. Der 
Werth, in welchen P“ dadurch übergeht, ist daher 

= a, ei Pr + a, eo? Pr — (ag ef PP 4 ag e-Peri PP) g-cmmi, 


5* 
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Multiplieirt man diese Gleichung mit einem willkürlichen Factor 
ei und die Gleichung 
&, Pr + o, Pr = as PP + as PP mit e 

und subtrahirt, so ergiebt sich nach Abwerfung eines allgemeinen 
Factors 

a, sin(o — y)ze" Pr + a, sin(e — y)ne” Pr = 
as sin(o + a + B)ner«tP=i PP + ag sin(o +a + B)me tm PP, 
Aus ganz ähnlichen Gründen hat man auch, wenn man überall « für 
« setzt, die Gleichung 

e, sin(6 — y)nei Pr + a’, sin(o — Y)ane” Pr = 
«,sin(o +@ + P)ner@+Pm PP + ds sin(o + «+ P)mer@trm Pr 
mit der willkürlichen Grösse 0. Befreit man beide Gleichungen von 
einer der Functionen, z. B. P’, indem man 6 demgemäss bestimmt, 
so können sich die resultirenden Gleiehungen nur durch einen all- 


ar 
gemeinen constanten Factor unterscheiden, da a nicht constant ist. 


Diese Elimination von P’ giebt daher: 

(3) N sin Be +84 Pa I sin @+ P+ A naiee 
&y ap sin(e +B + y)me-emi op sin(e + PB + y)me-e"i 

und die ähnliche Elimination von P’ 

(3) ar’ LT TC ee Be ER 9 ee RL. sin(@ + ß + yJme=ezi 


ar darin +R+Yme mi dein ++ yJne-«ni? 
welches die vier gesuchten ’Relationen sind. Aus ihnen ergeben sich 


die Verhältnisse der Quotienten Fi er 5 =, I Die Gleichheit der 
; vr 

















. . . . r & aß 
beiden aus der zweiten und vierten fliessenden Wertke von 2 : Er 


erhellt leicht als eine Folge aus «a +«+ß+P+y+y = 1 mittelst 
der Identität sinsz = sin (1 — s)a. 
ap aß 7; 


. PR ay' . 
Demnach sind von den Grössen =-, =-, =-, —- durch eine von 
aß aß &y ay' 


ihnen, z. B. 5%, die übrigen bestimmt und die drei Grössen «ds, «',, «'y 
a 

durch die fünf Grössen as, @'s, @y, &,, @y. Diese fünf Grössen aber 

hängen von den in P«, P«, P®, P®, Pr, PY, wenn die Function P 

gegeben ist, noch von willkürlichen Faetoren oder vielmehr von deren 

Verhältnissen ab, und können durch geeignete Bestimmung derselben 

jedwede endliche Werthe erhalten. 
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4. 


Die so eben gemachte Bemerkung bahnt den Weg zu dem Satze, 
dass in zwei P-functionen mit gleichen Exponenten die denselben Ex- 
ponenten entsprechenden Bestandtheile sich nur durch einen constanten 
Factor unterscheiden. 

In der That, ist P, eine Function mit denselben Exponenten wie 
P, so kann man die fünf Grössen «gs, @y, &,, @y und «'s bei beiden 
gleich annehmen und dann müssen auch die Grössen «'z, @',, «y bei 
beiden übereinstimmen. Man hat also gleichzeitig: 


(BP —- BP, PFY— Art, Pi) 
(Bi, 2) Er (b) (PP, Pf) IE (e) (Pır, Pr) 


und 


folglich 

(Pe P,« — Pe P,“)—=Det(b) (PP. P,#?— PP? P,P)=Det(c) (PrPr—PrP\/r),. 
Von diesen drei Ausdrücken bleibt der erste, mit «”“=“ multiplieirt, 
offenbar für x = (0 einändrig und endlich; ebenso der zweite, mit 
zß+ß — x-*—-@-r-Y+! multiplieirt, für x = 00, der dritte, mit 
(1—x)-?7-7 multiplieirt, für @—1, und dasselbe gilt von allen drei 
Ausdrücken für alle von 0, 00, 1 verschiedenen Werthe von x; es ist 
daher 

FE ER a 2 ak A 

eine allenthalben stetige und einändrige Function, also eine Constante. 
Sie ist ferner = 0 für x — oo und muss folglich allenthalben = 0 sein. 


Hieraus folgt 

















Br P,® 

BR pe 

P,P Re p® “ a PP tar Bf = p* 

pP pf aß pP+as pr Ha 

Be ht 

pP! pr ey P/+oy Pr p“ \ 


& 


Die Function = ist demnach einwerthig und muss überdies allent- 





halben endlich, also, w. z. b. ist, constant sein, wenn noch bewiesen 
wird, dass P“ und P“ nicht zugleich für einen von 0, 1, © verschie- 
denen Werth von & verschwinden können. 


Zu diesem Ende bemerke man, dass 


pe EI a ap? PINS 
Er eo a er 
Det (o) (Pr — pr = 


dx 
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und folglich für x = 0, oo ‚ 1 unendlich klein von den Ordnungen 
et — LP +f+ledia N ?—Yy,y+y'—1 wird, übrigens 
aber stetig und einändrig bleibt, so dass 


ap war, ER: 
(? re )= +1 (1—) al 5. 0 
eine allenthalben stetige und einändrige Function bildet, folglich einen 
constanten Werth hat. Dieser constante Werth dieser Function ist 
nothwendig von Null verschieden, weil sonst log P* — log P« — 
const., folglich «&—=«' sein würde gegen die Voraussetzung; offenbar 
müsste sie gleich Null werden, wenn für einen von 0, 1, © verschie- 
denen Werth von x P“ und P« gleichzeitig verschwänden, da en 

Üdx 


als Derivirte einändrig und stetig bleibender Functionen nicht 


’ 
dp® 

% 
unendlich werden können. 





Es werden daher P® und P« für keinen von 0, 1, ©o verschie- 
denen Werth von x gleichzeitig = 0, und es bleibt die einwerthige 
Funetion 

DDR BP AB HNEr pr 














Pe ARE ER 
allenthalben endlich, mithin constant, w. z. b. w. 





Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dass in zwei Zweige Einer 
P-funetion, deren Quotient nicht constant ist, jede andere P-function 
mit gleichen Exponenten sich lineär mit constanten Coefficienten aus- 
drücken lässt und dass durch die im Art. 1. geforderten Eigenschaften 
die zu definirende Function bis auf zwei lineär in ihr enthaltene Con- 
stanten völlig bestimmt ist. Diese werden in jedem Falfe leicht aus 
den Werthen der Function für specielle Werthe der Veränderlichen 
gefunden, am bequemsten, indem man die Veränderliche einem der 
Verzweigungswerthe gleich setzt. 


Ob es immer eine jenen Bedingungen genügende Function gebe, 
bleibt freilich noch unentschieden, wird sich aber später durch die 
wirkliche Darstellung der Function mittelst bestimmter Integrale und 
hypergeometrischer Reihen erledigen und bedarf daher keiner beson- 
dern Untersuchung. 


D. 


Ausser den für jedwede Werthe der Exponenten möglichen Trans- 
formationen des Art. 2. ergeben sich aus der Definition noch leicht 
die beiden Transformationen: 


N N 
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0x1 er [ee | 

(A) PoBrm=-Pir 2Pßrye), 
+P W 2B Yy 

wo nach dem Früheren ßB+ß+y-+y =} sein muss, und 
0ol NE 

(B) PW0Oyal=P'yyy Yr', 
44 Y vr 


wo yty = 4 und o eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit be- 
zeichnet. Um sämmtliche Functionen, welche sich mit Hülfe dieser 
Transformationen auf einander zurückführen lassen, bequem zu über- 
sehen, ist es zweckmässig, statt der Exponenten ihre Differenzen ein- 
zuführen und, wie oben vorgeschlagen, durch P(a—«, B— P,y—Yy',«) 


sämmtliche in der Form x? (1— x)‘ P (® : i ) enthaltenen Func- 
tionen zu bezeichnen, wobei @«— «, B— Pf’, y—y’ die erste, zweite, 
dritte Exponentendifferenz genannt werden mag. 


Aus den Formeln im Art. 2. folgt dann, dass in der Function 
P(A, uw», %) 
die Grössen A, u, v beliebig in’s Entgegengesetzte verwandelt und be- 


liebig unter einander vertauscht werden können. Die Veränderliche 


1 1 1 


nimmt dabei einen der 6 Werthe x, 1—2, —, 1—- —, ; Br 
£ x I 272504 


an, und zwar haben von den 48 auf diese Weise sich ergebenden P- 
funetionen je acht, welche durch blosse Zeichenänderung der Grössen 
A, u, v aus einander hervorgehen, dieselbe Veränderliche. 

Von den in diesem Art. angegebenen Transformationen A und B 
ist die erste anwendbar, wenn von den Exponentendifferenzen entweder 
eine gleich 4 oder zwei einander gleich sind, die zweite, wenn von 
ihnen entweder zwei = } oder alle drei er gleich sind. Durch 
successive Anwendung dieser Transformationen erhält man daher durch 
einander ausgedrückt: 


1. E (u, v, 3, a), ?P (m, 2v, u, x) und r (v, 2u, v, X), 
wobei y1—2,) = 1— 2%, v(! — =) —= 1—2%x,, also 


= 4a, (1—-a) = sich ergiebt. 


1 

Er (1— 3) 
v - v Vv 

I. 5 (v, v, v, %g); 4 ( gr er 3): r ee 2v, -„ %), 


PvP ba)? Gb %) 
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wa aaa ich L- 3e- 9)» 1a) 
wenn 1 ee © er) und folglich mn x ea a ; 





,(1-2)= ur ee = Dr Zar; ; ferner nach 1. 

/ 2 vye vy PIERRE 1 1 

4a, 1-2)=., = 4x, ia)’ 4, 1-2,)=n, = 4x, Aa)‘ 
11. P(v, v, 3, 2), P(v, 2v, v, &,), 


Re (4, v, $, %5), pP (4, 2v, 4; 2%); 
wenn %, =} (2--;,) — 44, (1-2), % = 4ı, 1—a). 


Alle diese Functionen können noch mittelst der allgemeinen Trans- 
formationen umgeformt und dadurch ihre Exponentendifferenzen be- 
liebig vertauscht und mit beliebigen Vorzeichen versehen werden. 
Ausser den ‚beiden Transcendenten II. und III. lässt, wenn eine Ex- 
ponentendifferenz willkürlich bleiben soll, nur noch die Funetion 
P(, 4,3) = P(v, 1, v) eine häufigere Wiederholung der Trans- 
formationen A und B zu, welche indess, da 


P e 0 0 r) = const. x” + const.', 


v—vl 
auf ganz elementare Formeln führt. 

In der That ist die Transformation B nur anwendbar auf P(v,v,v) 
oder P (4, v, 4), also nur auf die Transcendente Il.; die Trans- 
formation A aber lässt sich häufiger als in I. nur wiederholen, wenn 
entweder von den Grössen u, v, 2u, 2v eine gleich 4 gesetzt oder eine 
der Gleichungen u—=»v, u—=2v, v—= 24 angenommen wird. Von 
diesen Annahmen führt u —=2»v oder v — 2u auf die Transcendente IL, 
u= v, sowie 2u oder 2v — # auf die Transcendente III, endlich u 
oder v — 4 auf die Function P (v, 4, }). ; 

Die Anzahl der verschiedenen Ausdrücke, welche man durch diese 
Transformationen für jede der Transcendenten I—IIl. erhält, ergiebt sich, 
wenn man berücksichtigt, dass in den obigen P-functionen als Ver- 
änderliche alle Wurzeln der Gleichungen, durch welche sie bestimmt 
werden, zulässig sind und jede Wurzel zu einem Systeme von 6 Werthen 
gehört, welche mittelst der allgemeinen Transformation für einander 
als Veränderliche eingeführt werden können. 

Es führen aber im Falle I. die beiden Werthe von x, und z,, 
welche zu einem gegebenen x, gehören, auf dasselbe System von 6 
Werthen, so dass jede der Functionen I. durch P-funetionen mit 6.3 = 18 
verschiedenen Veränderlichen ausgedrückt werden kann. 

Im Falle II. führen von den zu einem gegebenen Werthe von z, 
gehörigen Werthen die beiden Werthe von x, und x,, die 6 Werthe 
von x, und von den 6 Werthen von x, je zwei zu demselben Systeme 


Bu, u Ha TE 7” Denen Ze Er > 
ge r = er 
x 


a a u ai 2 ln a a Eu änei D5  aT ae  le 


3 
R 
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von 6 Werthen, während die drei Werthe von x, zu drei verschiedenen 
Systemen von je 6 Werthen ‚führen. Es liefern also x, und x, je drei 
und %,, %, %;, &, je ein System von 6 Werthen, also alle zusammen 
6.10=60 Werthe, durch deren P-funetionen sich jede der Functionen 
II. ausdrücken lässt. 

Im Falle III. endlich liefern x,, die beiden Werthe von z,, die 
beiden Werthe von &,, und von den vier Werthen von x, je zwei ein 
System von 6 Werthen, so dass jede der Functionen III. durch P- 
funetionen von 6.5 = 30 verschiedenen Veränderlichen darstellbar ist. 

In jeder P-function können nun ohne Aenderung der Veränder- 
lichen mittelst der allgemeinen Transformationen die Exponenten- 
differenzen beliebige Vorzeichen erhalten, und also kann, da keine 
dieser Exponentendifferenzen — O0 ist, eine und dieselbe Function auf 


. 8 verschiedene Arten als P-function derselben Veränderlichen dargestellt 


werden. Die Anzahl sämmtlicher Ausdrücke beträgt also im Falle I. 
8.6.3 = 144, im Falle II. 8.6.10 = 480, im Falle III. 8.6.5 = 240. 


6. 


Wenn man sämmtliche Exponenten einer P-function um ganze 
Zahlen ändert, so bleiben in den Gleichungen (3) Art. 3. die Grössen 
sin(e HB +y)re-ei sine FH + Y)we-eri 
sin(@ ++ yY)me-emi? sin(@ + P+ Y)me- «wi 
sin(e HH +y)mezei sine HA +y)me-ami 
sin +B+yYme-dri? sin ++ Yme- «mi 

ungeändert. 
Sind daher in den Functionen P ® “ L e), ER ki ß ı #ı ») die 
aßy, a,ßırı 
entsprechenden Exponenten «, und «, etc. um ganze Zahlen verschie- 


den, so kann man die acht Grössen (a3),, (@s)ı,.(&#), ... den acht 
Grössen «gs, @s, &#, ... gleich annehmen, da aus der Gleichheit der 
fünf willkürlichen die Gleichheit der drei übrigen folgt. 

Nach der im Art. 4. angewandten Schlussweise folgt hieraus: 


P« P,“— Pe P“=Det(b)(P? Pf: — PP PPA)=Det(e)(PrPr'— PYPr); 
und wenn man von den Grössen «@+«, und te, ß+Pß', und 
BL +Pß, y-+rı und 9, +y' diejenigen Grössen jedes Paars, welche 











um eine positive ganze Zahl kleiner sind, als die andern, durch «, ß, y 
bezeichnet, so ist 

(Pe Pr — Pe Pe) 2° 1—a)-r 
eine Function von x, welche einändrig und endlich bleibt für x = 0, 
x = 1 und alle übrigen endlichen Werthe von x, für x —= oo aber 
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unendlich wird von der Ordnung — « —y—ß, folglich eine ganze 
Function F vom Grade — a — ß — y. 

Man bezeichne nun, wie früher, die Exponentendifferenzen « — «', 
ßB—P,y—y durch A, u v. In Betreff dieser ergiebt sich zunächst: 
ihre Summe ändert sich um eine gerade Zahl, wenn sich sämmtliche 
Exponenten um ganze Zahlen ändern; denn sie übertrifft die Summe 
sämmtlicher Exponenten, welche unverändert — 1 bleibt, um 
— 2 (a +’ + y’), welche Grösse sich dabei um eine gerade Zahl ändert. 
Sie können sich aber dabei um jedwede ganze Zahlen ändern, deren 
Summe gerade ist. Bezeichnet man ferner «, — «', B — Pi, rı —Yı 
durch A,, w,, v, und durch 44, Au, Av die absoluten Werthe der 
Differenzen A— A; u — u, v—v,, so ist von den Grössen «+ «, 
und @ + «, diejenige, welche um die positive Zahl 14 kleiner ist als 
die andere 














ee u RER A, also 
10 — ee und ebenso 
5 _ +++ 
BE 2 
DREE ii EIHHTETH 
7207, 0 2 : 


Der Grad der ganzen Function F, welcher gleich der Summe dieser 
(Grössen ist, ergiebt sich daher 
„Arte | 


7. 


. . / Ba Ys . 
Sind tet DI, DE BE ßı far); P, 7 2) drei 
ZB «By Bye) Ps Y% 


Functionen, in welchen sich die entsprechenden Exponenten um ganze 
Zahlen unterscheiden, so fliesst aus diesem Satze mittelst der identi- 
schen Gleichung 

P« (BP, Piss Br } Aa P,*) == Er (Pi P* 82 P,°: 2 ud) 

+ P% Faq Pa 2° P,“) =0 

der wichtige Satz, dass zwischen ihren entsprechenden Gliedern eine 
lineäre homogene Gleichung stattfindet, deren Üoefficienten ganze 
Functionen von & sind, und dass also 

„sämmtliche P- kinnkichen ‚ deren entsprechende Exponenten sich 

um ganze Zahlen unterscheiden, sich in zwei beliebige von ihnen 
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lineär mit rationalen Funetionen von x als Coefficienten ausdrücken 
lassen “. 

Eine specielle Folge aus den Beweisgründen dieses Satzes ist, dass 
sich der zweite Differentialquotient einer P-function lineär mit rationalen 
Functionen als Coeffieienten in den ersten und die Function selbst 
ausdrücken lässt, und also die Function einer lineären homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung genügt. 

Beschränkt man sich, um ihre Ableitung möglichst zu vereinfachen, 
auf den Fall y = 0, auf welchen der allgemeine nach Art. 2. leicht 
zurückgeführt wird, und setzt P = y, P“ = y', P« = y”, so ergiebt 
sich, dass die Functionen 
y DL, dy d’y PER Re y ae: u: ey 

dlog x dlogx’ dlog x? dlogx?’’ ’dlogx dlogxe? dlogx dlog x? 











mit #°=@ (1—x)=7'+? multiplieirt, endlich und einändrig bleiben 
für endliche Werthe von x und unendlich von der ersten Ordnung wer- 
den für «= ©, und dass überdies das erste dieser Producte für 2—=1 
unendlich klein von der ersten Ordnung wird. Für 


y== const. y’ + const.” y” 
findet daher eine nn von der statt 


(1—x) le Te er Bx %) Zi F Kern bs) nme 0, 


in welcher A, B, A’, B', noch zu bestimmende Constanten bezeichnen. 
Nach der Methode der unbestimmten Üoeffieienten lässt sich eine 

Lösung dieser Differentialgleichung nach um 1 steigenden oder fallen- 

- den Potenzen in eine Reihe 

a, x" 

entwickeln, und zwar wird der Exponent u des Anfangsgliedes im 

- ersten Falle, wo er der niedrigste ist, durch die Gleichung 

wu -— Au+A=0(, 

- und im zweiten, wo er der höchste ist, durch die Gleichung 

u + Bu+P=0 

- bestimmt. Die Wurzeln der ersteren Gleichung müssen « und «', die 

der letztern — ß und — ß’ sein und folglich ist 

A=e td, A = u, 

: -ß$ß+P,B=P, 

1 und es genügt die Function 2, ‚ 5 i ») = y der Differentialgleichung 
(1 er) a en lee +B+P)e 2) + (au — BP 2)y—). 
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Es bestimmen sich ferner die Coeffieienten aus einem von ihnen 
mittelst der Recursionsformel 


en. Le 
Ba EEE) 
RE Const. & 
EEE er 


Demnach bildet die Reihe 





welcher a, = 





zi 

y — Const. 27, -SNu -SNEHn-BHen— BP 
sowohl wenn die Exponenten von « oder @ an um die Einheit steigen, 
als auch wenn sie von — ß oder — ß’ an um die Einheit fallen, eine 
Lösung der Differentialgleichung und zwar bez. w. diejenigen parti- 
cularen Lösungen, welche oben durch P«, P«, PP, PP bezeichnet 
worden sind. 

Nach Gauss, welcher durch F (a, b, c, x) eine Reihe bezeichnet, 
in welcher der Quotient des »n + i1ten Gliedes in das folgende 
_r+an+b 

Rr+)n+o 


Resultat für den einfachsten Fall, für « = 0, so ausdrücken 





a 0 0 12 [4 
P © f r :)— Const. F'(ß, ß, 1—«, «) 
oder | 
2 fd a0 
RE eyes rd; 


Aus demselben erhält man auch leicht einen Ausdruck der P- 


function durch ein bestimmtes Integral, indem man’in dem allgemeinen 
Gliede der Reihe für die IT-functionen ein Euler’sches Integral zweiter 
Gattung einführt und dann die Ordnung der Summation und Integration 
vertauscht. Auf diese Weise findet man, dass das Integral 


x (A RE leide AD be) de 
von einem der vier Werthe 0, 1, =, oo bis zu einem dieser vier Werthe 


auf beliebigem Wege erstreckt eine Funetion P Kr r Y «) bildet und 
bei passender Wahl dieser Grenzwerthe und des Weges von einem 
zum andern jede der sechs Funetionen P*, PP, ..., P’ darstellt. Es 
lässt sich aber auch direct zeigen, dass das Integral die charakteristi- 
schen Eigenschaften einer solchen Function "besitzt. Es wird dies in 
der Folge geschehen, wo dieser Ausdruck der P-function durch ein 
bestimmtes Integral zur Bestimmung der in P“, P“, .. noch willkür- 


x und das erste Glied — 1 ist, lässt sich dieses . 


a öl le nn nal a aulingn ann Sun u a m ihn nn ni han un a 
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lich gebliebenen Factoren benutzt werden soll; und ich bemerke hier 
nur noch, dass es, um diesen Ausdruck allgemein anwendbar zu 
machen, einer Modification des Weges der Integration bedarf, wenn die 


Function unter dem Integralzeichen für einen der Werthe 0, 1, E oo 


so unendlich wird, dass sie die Integration bis an denselben nicht 
zulässt. 


8. 


Zufolge der im Art. 2. und dem vorigen erhaltenen Gleichungen 
RN ER RE PER, B+a+yr 0 Ri 
E (2% ) Me ra PRreF+T Y=r 2) 
Const. «&" (1— a)’ Fß+e+y,ß+a+ypa—«d-+1, x) 
fliesst aus jedem Ausdrucke einer Function durch eine P-funetion eine 
Entwicklung derselben in eine hypergeometrische Reihe, welche nach 
steigenden Potenzen der Veränderlichen in dieser P-function fort- 
schreitet. Nach Art. 5. giebt es 8 Darstellungen einer Function durch 
P-funetionen mit derselben Veränderlichen, welche durch Vertauschung 
zusammengehöriger Exponenten aus einander erhalten werden, also 
z. B. 8 Darstellungen mit der Veränderlichen x. Von diesen liefern 
aber je zwei, welche durch Vertauschung ihres zweiten Paares, ß und 
ß‘, aus einander entstehen, dieselbe Entwicklung; man erhält also vier 
Entwicklungen nach steigenden Potenzen von x, von denen zwei, welche 
durch Vertauschung von y und y’ aus einander erhalten werden, die 
Function P“, die beiden andern die Function P« darstellen. Diese 
vier Entwicklungen convergiren, solange der Modul von & < 1, und 
divergiren, wenn er grösser als 1 ist, während die vier Reihen nach 
fallenden Potenzen von x, welche PP und PF darstellen, sich um- 
gekehrt verhalten. Für den Fall, wenn der Modul von x gleich 1 ist, 
folgt aus der Fourier’schen Reihe, dass die Reihen zu convergiren 
aufhören, wenn die Function für = 1 unendlich von einer höhern 
Ordnung als der ersten wird, aber convergent bleiben, wenn sie nur 
unendlich von einer niedrigern Ordnung als 1 wird oder endlich bleibt. 
Es convergiren also auch in diesem Falle nur die Hälfte der 8 Ent- 
wicklungen nach Potenzen von x, solange der reelle Theil von y —y 
nicht zwischen — 1 und + 1 liegt, und sie convergiren sämmtlich, 
. sobald dieses stattfindet. 
Demnach hat man zur Darstellung einer P-funetion im Allgemeinen 
24 verschiedene hypergeometrische Reihen, welche nach steigenden oder 
_ fallenden Potenzen von drei verschiedenen Grössen fortschreiten, und 
von denen für einen gegebenen Werth von x jedenfalls die Hälfte, also 
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zwölf convergiren. Im Falle I. Art. 5. sind alle diese Anzahlen mit 
3, im Falle II. mit 10, im Falle IH. mit fünf zu multiplieiren. Am 
geeignetsten zur numerischen Rechnung werden von diesen Reihen 
meistens diejenigen sein, deren viertes Element den kleinsten Modul hat. 

Was die Ausdrücke einer P-funetion durch bestimmte Integrale 
betrifft, die sich durch die am Schlusse des vorigen Art. aus den Trans- 
formationen des Art. 5. ableiten lassen, so sind diese Ausdrücke sämmt- 
lich von einander verschieden. Man erhält also im Allgemeinen 48, 
im Falle I. 144, im Falle II. 480, im Falle III. 240 bestimmte Inte- 
grale, welche dasselbe Glied einer P-funetion darstellen und also zu 
einander ein von x unabhängiges Verhältniss haben. Von diesen lassen 
sich je 24, welche durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen der 
Exponenten aus einander hervorgehen, auch in einander transformiren 
durch eine solche Substitution ersten Grades, dass für irgend drei von 


1 2 
den Werthen O0, 1, ©, —- der Integrationsveränderlichen s die neue 


Veränderliche die Werthe 0, 1, oo annimmt. Die übrigen Gleichungen 
erfordern, soweit ich sie untersucht habe, zu ihrer Bestätigung durch 
Methoden der Integralrechnung die Transformation von vielfachen 
Integralen. 








2 Rn " 
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Selbstanzeige der vorstehenden Abhandlung. 
(Göttinger Nachrichten, 1857, Nr. 1.) 


Am 6. November 1856 wurde der königlichen Societät eine von 
ihrem Assessor, Herrn Doctor Riemann, eingereichte mathematische 
Abhandlung vorgelegt, welche „Beiträge zur Theorie der durch die 
Gauss’sche Reihe F(«, ß, y, x) darstellbaren Funetionen“ 
enthält. 

Diese Abhandlung ist einer Classe von Functionen gewidmet, 
welche bei der Lösung mancher Aufgaben der mathematischen Physik 
gebraucht werden. Aus ihnen gebildete Reihen leisten bei schwierigeren 
Problemen dieselben Dienste, wie in den einfacheren Fällen die jetzt 
so vielfach angewandten Reihen, welche nach Cosinus und Sinus der 
Vielfachen einer veränderlichen Grösse fortschreiten. Diese Anwen- 
dungen, namentlich astronomische, scheinen, nachdem schon Euler sich 
aus theoretischen Interesse mehrfach mit diesen Functionen beschäftigt 
hatte, Gauss zu seinen Untersuchungen über dieselben veranlasst zu 
haben, von denen er einen Theil in seiner der Kön. Soc. im J. 1812 
übergebenen Abhandlung über die Reihe, welche er durch F («, ß, y, «) 
bezeichnet, veröffentlicht hat. 

Diese Reihe ist eine Reihe, in welcher der Quotient des (a + 1)ten 
Gliedes in das folgende 

nee , 

a+ya+n” 
und das erste Glied =1 ist. Die für sie jetzt gewöhnliche Benennung 
hypergeometrische Reihe ist schon früher von Johann Friedrich Pfaff 
für die allgemeineren Reihen vorgeschlagen worden, in denen der 
Quotient eines Gliedes in das folgende eine rationale Function des 
Stellenzeigers ist; während Euler nach Wallis darunter eine Reihe 
verstand, in welcher dieser Quotient eine ganze Function ersten Grades 
des Stellenzeigers ist. 

Der unveröffentlichte Theil der Gauss’schen Untersuchungen über 
diese Reihe, welcher sich in seinem Nachlasse vorgefunden hat, ist 
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unterdessen schon im J. 1835 durch die im 15. Bande des Journals 
von Crelle enthaltenen Arbeiten Kummers ergänzt worden. Sie be- 
treffen die Ausdrücke der Reihe durch ähnliche. Reihen, in denen statt 
des Elements x eine algebraische Function dieser Grösse vorkommt. 
Einen speciellen Fall dieser Umformungen hatte schon Euler aufge- 
funden und in seiner Integralrechnung, so wie in mehreren Abhand- 
lungen behandelt (in der einfachsten Gestalt in den N. Acta Acad. 
Petr. T. XIT. p. 58); und diese Relation ward später von Pfaff (Disquis. 
anal. Helmstadii 1797), Gudermann (Crelle J. Bd. 7. S. 306) und 
Jacobi auf verschiedenen Wegen bewiesen. Kummer gelang es, die 
Methode Euler’s zu einem Verfahren auszubilden, durch welches sämmt- 
liche Transformationen gefunden werden konnten; die wirkliche Aus- 
führung desselben erforderte aber so weitläufige Discussionen, dass er 
für die Transformationen dritten Grades von der Durchführung der- 
selben abstand und sich begnügte, die Transformationen ersten und 
zweiten Grades und die aus ihnen zusammengesetzten vollständig ab- 
zuleiten. 

In der anzuzeigenden Abhandlung wird auf diese Transcendenten 
eine Methode angewandt, deren Prineip in der Inaug. Diss. des Ver- 
fassers (Art. 20.) ausgesprochen worden ist und durch die sich sämmt- 
liche früher gefundenen Resultate fast ohne Rechnung ergeben. Einige 
weitere mittelst derselben Methode gewonnenen Ergebnisse hofft der 
Verf. demnächst der Königlichen Bocietät vorlegen zu können, 
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Theorie der Abel’schen Functionen. 
(Aus Borchardt’s Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd. 54. 1857.) 


1. Allgemeine Voraussetzungen und Hülfsmittel für die Untersuchung 
von Functionen unbeschränkt veränderlicher Grössen. 


Die Absicht den Lesern des Journals für Mathematik Unter- 
suchungen über verschiedene Transcendenten, insbesondere auch über 
Abel’sche Functionen vorzulegen, macht es mir wünschenswerth, um 
Wiederholungen zu vermeiden, eine Zusammenstellung der allgemeinen - 
Voraussetzungen, von denen ich bei ihrer Behandlung ausgehen werde, 
in einem besonderen Aufsatze voraufzuschicken. 

Für die unabhängig veränderliche Grösse setze ich stets die jetzt 
allgemein bekannte Gauss’sche geometrische Repräsentation voraus, 
nach welcher eine complexe Grösse 2= - yi vertreten wird durch 
einen Punkt einer unendlichen Ebene, dessen rechtwinklige Coordina- 
ten x, -y sind; ich werde dabei die complexen Grössen und die sie 
repräsentirenden Punkte durch dieselben Buchstaben bezeichnen. Als 
Funetion von &-+ yi betrachte ich jede Grösse w, die sich mit ihr 
der Gleichung 


gemäss ändert, ohne einen Ausdruck von «0 durch x und y vorauszusetzen. 
Aus dieser Differentialgleichung folgt nach einem bekannten Satze, dass 
die Grösse w durch eine nach ganzen Potenzen von z — a fortschrei- 


tende Reihe von der Form Za, (2 — a)" darstellbar ist, sobald sie in 


n=0 
der Umgebung von a allenthalben einen bestimmten mit 2 stetig sich 
ändernden Werth hat, und dass diese Darstellbarkeit stattfindet bis zu 
einem Abstande von a oder Modul von z—.a, für welchen eine Un- 
stetigkeit eintritt. Es ergiebt sich aber aus den Betrachtungen, welche 
der Methode der unbestimmten Coeffieienten zu Grunde liegen, dass 
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die Coefficienten a, völlig bestimmt sind, wenn « in einer endlichen 
übrigens beliebig kleinen von a ausgehenden Linie gegeben ist. 

Beide Ueberlegungen verbindend, wird man sich leieht von der 
Richtigkeit des Satzes überzeugen: 

Eine Function von x + yi, die in einem Theile der (x, y)- Ebene 
gegeben ist, kann darüber hinaus nur auf Eine Weise stetig "fortgesetzt 
werden. 

Man denke sich nun die zu untersuchende Funetion nicht durch 
irgend welche z enthaltende analytische Ausdrücke oder Gleichungen 
bestimmt, sondern dadurch, dass der Werth der Function in einem 
beliebig begrenzten Theile der z-Ebene gegeben ist und sie von dort 
aus stetig (der partiellen Differentialgleichung 

.ow _0Ow 
7 Dy 

gemäss) fortgesetzt wird. Diese Fortsetzung ist nach den obigen 
Sätzen eine völlig bestimmte, vorausgesetzt, dass sie nicht in blossen 
Linien geschieht, wobei eine partielle Differentialgleichung nicht zur 
Anwendung kommen könnte, sondern durch Flächenstreifen von end- 
licher Breite. Je nach der Beschaffenheit der fortzusetzenden Funetion 
wird nun entweder die Function für denselben Werth von 2 immer 
wieder denselben Werth annehmen, auf welchem Wege auch die Fort- 
setzung geschehen sein möge, oder nicht. Im ersteren Falle nenne 
ich sie einwerthig, sie bildet dann eine für jeden Werth von z völlig 
bestimmte und nicht längs einer Linie unstetige Function. Im letzteren 
Falle, wo sie mehrwerthig heissen soll, hat man, um ihren Verlauf 
aufzufassen, vor Allem seine Aufmerksamkeit auf gewisse Punkte der 
z-Ebene zu richten, um welche herum sich die Funetion in eine an- 
dere fortsetzt. Ein solcher Punkt ist z. B. bei der Function log (2 — a) 
der Punkt a. Denkt man sich von diesem Punkte a aus eine belie- 
bige Linie gezogen, so wird man in der Umgebung von a den Werth 
der Function so wählen können, dass sie sich ausser dieser Linie 
überall stetig ändert; zu beiden Seiten dieser Linie nimmt sie aber 
dann verschiedene Werthe an, auf der negativen*) einen um 2m‘ 
grösseren, als auf der positiven. Die Fortsetzung der Function von 
einer Seite dieser Linie aus, z. B. von der negativen, über sie hinüber 
in das jenseitige Gebiet giebt dann offenbar eine von der dort schon 
vorhandenen verschiedene Function und zwar im hier betrachteten 
Falle eine allenthalben um 27 grössere. 


*) Im Anschlusse an die von Gauss vorgeschlagene Benennung positiv laterale 
Einheit für + @ werde ich als positive Seitenrichtung zu einer gegebenen Richtung 
diejenige bezeichnen, welche zu ihr ebenso liegt, wie + ? zu 1. 
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Zur bequemeren Bezeichnung dieser Verhältnisse sollen die ver- 
schiedenen Fortsetzungen einer Function für denselben Theil der 
2-Ebene Zweige dieser Function genannt werden und ein Punkt, um 
welchen sich ein Zweig einer Function in einen andern fortsetzt eine 
Verzweigungsstelle dieser Function; wo keine Verzweigung stattfindet, 
heisst die Function einändrig oder monodrom. 

Ein Zweig einer Function von mehreren She veränder- 
lichen Grössen z, s, t,... ist einändrig in der Umgebung eines be- 
stimmten Werthensystemes z2=a, s=b, t=c,..., wenn allen 
Werthencombinationen bis zu einem endlichen Abstande von demsel- 
ben (oder bis zu einer bestimmten endlichen Grösse der Moduln von 
2—a,s —b,t— c,:..) ein bestimmter mit den veränderlichen Grössen 
stetig sich ändernder Werth dieses Zweiges der Function entspricht. 
Eine Verzweigungsstelle oder eine Stelle, um welche sich ein Zweig 
in einen andern fortsetzt, wird bei einer Function von mehreren Ver- 
änderlichen durch sämmtliche einer Gleichung zwischen ihnen genügende 
Werthe der unabhängig veränderlichen Grössen gebildet. 

Nach einem oben angeführten bekannten Satze ist die Einändrig- 
keit einer Function identisch mit ihrer Entwickelbarkeit, ihre Ver- 
zweigung mit ihrer Nichtentwickelbarkeit nach ganzen positiven oder 
negativen Potenzen der Aenderungen der veränderlichen Grössen. Es 
scheint aber nicht zweckmässig, jene von ihrer Darstellungsweise un- 
abhängigen Eigenschaften durch diese an eine bestimmte Form ihres 
Ausdrucks geknüpften Merkmale auszudrücken. 

Für manche Untersuchungen, namentlich für die Untersuchung 
algebraischer und Abel’scher Functionen ist es vortheilhaft, die Ver- 
zweigungsart einer mehrwerthigen Function in folgender Weise geome- 
trisch darzustellen. Man denke sich in der (x, y)-Ebene eine andere 
mit ihr zusammenfallende Fläche (oder auf der Ebene einen unendlich 
dünnen Körper) ausgebreitet, welche sich so weit und nur so weit 
erstreckt, als die Funetion gegeben ist. Bei Fortsetzung dieser Function 
wird also diese Fläche ebenfalls weiter ausgedehnt werden. In einem 
Theile der Ebene, für welchen zwei oder mehrere Fortsetzungen der 
Function vorhanden sind, wird die Fläche doppelt oder mehrfach sein; 
sie wird dort aus zwei oder mehreren Blättern bestehen, deren jedes 
einen Zweig der Function vertritt. Um einen Verzweigungspunkt der 
Function herum wird sich ein Blatt der Fläche in ein anderes fort- 
setzen, so dass in der Umgebung eines solchen Punktes die Fläche 
als eine Schraubenfläche mit einer in diesem Punkte auf der (x, y)- 
Ebene senkrechten Axe und unendlich kleiner Höhe des Schrauben- 


ganges betrachtet werden kann. Wenn die Function nach mehren 
6* 
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Umläufen des z um den Verzweigungswerth ihren vorigen Werth wie- 


der erhält (wie z. B. (2— a)”, wenn m, n relative Primzahlen sind, . 
nach n Umläufen von z um a), muss man dann freilich annehmen, 
dass sich das oberste Blatt der Fläche durch die übrigen hindurch in 
das unterste fortsetzt. 

Die mehrwerthige Function hat für jeden Punkt einer solchen 
ihre Verzweigungsart darstellenden Fläche nur einen bestimmten Werth 
und kann daher als eine völlig bestimmte Function des Orts in dieser 
Fläche angesehen werden. 


2. Lehrsätze aus der analysis situs für die Theorie der Integrale 
von zweigliedrigen vollständigen Differentialien. 


Bei der Untersuchung der Functionen, welche aus der Integration 
vollständiger Differentialien entstehen, sind einige der analysis situs 
angehörige Sätze fast unentbehrlich. Mit diesem von Leibnitz, wenn 
auch vielleicht nicht ganz in derselben Bedeutung, gebrauchten Namen 
darf wohl ein Theil der Lehre von den stetigen Grössen bezeichnet 
werden, welcher die Grössen nicht als unabhängig von der Lage 
existirend und durch einander messbar betrachtet, sondern von. den 
Massverhältnissen ganz absehend, nur ihre Orts- und Gebietsverhält- 
nisse der Untersuchung unterwirft. Indem ich eine von Massverhält- 
nissen ganz abstrahirende Behandlung dieses Gegenstandes mir vor- 
behalte, werde ich hier nur die bei der Integration zweigliedriger 
vollständiger Differentialien nöthigen Sätze in einem geometrischen 
(ewande darstellen. “ 

Es sei eine in der (x, y)-Ebene einfach oder mehrfach ausge- 
breitete Fläche 7’ gegeben*) und X, Y seien solche stetige Funetionen 
des Orts in dieser Fläche, dass in ihr allenthalben Xdx + Ydy ein 
vollständiges Differential, also 


o=._ 0 
ey I% 








ist. Bekanntlich ist dann 
/ (Xdz + Ydy), 


um einen Theil der Fläche 7’ positiv oder negativ herum — d. h. 
durch die ganze Begrenzung entweder allenthalben nach der positiven 


” 


*) Man sehe die vorhergehende Abhandlung S. 83. 
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oder allenthalben nach der negativen Seite gegen die Richtung von 
Innen nach Aussen (Siehe die Anmerkung Seite 82 der vorhergehenden 
Abhandlung) — erstreckt, — 0, da dies Integral dem über diesen 
Theil ausgedehnten Flächenintegrale 


08 oX 
je 
identisch im ersteren Falle gleich, im zweiten entgegengesetzt ist. 
Das Integral 


j) (Xdx + Ydy) 


hat daher, zwischen zwei festen Punkten auf zwei verschiedenen Wegen 
erstreckt, denselben Werth, wenn diese beiden Wege zusammengenom- 
men die ganze Begrenzung eines Theils der Fläche 7’ bilden. Wenn 
also jede im Innern von 7 in sich zurücklaufende Curve die ganze 
Begrenzung eines Theils von 7 bildet, so hat das Integral von einem 
festen Anfangspunkte bis zu einem und demselben Endpunkte er- 
streckt immer denselben Werth und ist eine von.dem Wege der In- 
tegration unabhängige allenthalben in 7 stetige Function von der 
Lage des Endpunkts. Dies veranlasst zu einer Unterscheidung der 
Flächen in einfach zusammenhängende, in welchen jede geschlossene 
Curve einen Theil der Fläche vollständig begrenzt — wie z. B. ein 
Kreis —, und mehrfach zusammenhängende, für welche dies nicht 
stattfindet, — wie z. B. eine durch zwei concentrische Kreise begrenzte 
Ringfläche. Eine mehrfach zusammenhängende lässt sich durch Zer- 
schneidung in eine einfach zusammenhängende verwandeln (8. die 
durch Zeiehnungen erläuterten Beispiele am Schluss dieser Abhand- 
lung). Da diese Operation wichtige Dienste bei der Untersuchung 
der Integrale algebraischer Funetionen leistet, so sollen die darauf 
bezüglichen Sätze kurz zusammengestellt werden; sie gelten für be- 
liebig im Raume liegende Flächen. 

Wenn in einer Fläche F zwei Curvensysteme a und b zusammen- 
genommen einen Theil dieser Fläche vollständig begrenzen, so bildet 
jedes andere Curvensystem, das mit « zusammen einen Theil von F 
vollständig begrenzt, auch mit b die ganze Begrenzung eines Flächen- 
theils, der aus den beiden ersteren Flächentheilen längs a (durch 
Addition oder Subtraction, jenachdem sie auf entgegengesetzter oder 
auf gleicher Seite von-«@ liegen) zusammengesetzt ist. Beide Curven- 
systeme leisten daher für völlige Begrenzung eines Theils von FF das- 
selbe und können für die Erfüllung dieser Forderung einander ersetzen. 

Wenn in einer Fläche F sich n geschlossene Curven q,, Ayy..., An 
ziehen lassen, welche weder für sich noch mit einander einen Theil dieser 
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Fläche F vollständig begrenzen, mit deren Zuziehung aber jede andere 
geschlossene Curve die vollständige Begrenzung eines Theils der Fläche F 
bilden kann, so heisst die Fläche eine (n + 1) fach zusammenhängende. 

Dieser Charakter der Fläche ist unabhängig von der Wahl des 
Curvensystems @,, @,,..., d„, da je n andere geschlossene Curven 
bi, bs, »- ., d„, welche zu völliger Begrenzung eines Theils dieser 
Fläche nicht ausreichen, ebenfalls mit jeder andern geschlossenen Curve 
zusammengenommen einen Theil von F' völlig begrenzen. 

In der That, da b, mit Linien a zusammengenommen einen Theil- 
von F vollständig begrenzt, so kann eine dieser Curven a durch b, 
und die übrigen Öurven a ersetzt werden. Es ist daher mit b, und 
diesen » — 1 Curven a jede andere Curve, und folglich auch b,, zu 
völliger Begrenzung eines Theils von F’ ausreichend, und es kann eine 
dieser na — 1 Curven a durch b,, b, und die übrigen n — 2 Curven a 
ersetzt werden. Dieses Verfahren kann offenbar, wenn, wie voraus- 
gesetzt, die Curven b zu vollständiger Begrenzung eines Theils von F 
nicht ausreichen, so lange fortgesetzt werden, bis sämmtliche @ durch 
die b ersetzt worden sind. 

Eine (n + 1) fach zusammenhängende Fläche F kann durch einen 
Querschnitt — d. h. eine von einem Begrenzungspunkte durch das Innere 
bis zu einem Begrenzungspunkte geführte Schmittlinie — in eine nfach 
zusammenhängende F’ verwandelt werden. Ks gelten dabei die durch die 
Zerschneidung entstehenden Begrenzungstheile schon während der weiteren . 
Zerschneidung als Begrenzung, so dass ein (uerschnitt keinen Punkt 
mehrfach durchschneiden, aber in einem seiner früheren Punkte enden kann. 

Da die Linien a,, a,,...., @„ zu völliger Begrenzung eines Theils 
von F nicht ausreichen, so muss, wenn man sich 7 durch diese 
Linien zerschnitten denkt, sowohl das auf der rechten, als das auf der 
linken Seite von a, anliegende Flächenstück noch andere von den 
Linien a verschiedene und also zur Begrenzung von F' gehörige Be- 
grenzungstheile enthalten. Man kann daher von einem Punkte von a, 
sowohl in dem einen, als in dem andern dieser Flächenstücke eine die 
Curven a nicht schneidende Linie bis zur Begrenzung von F' ziehen. 
Diese beiden Linien q’ und q” zusammengenommen bilden alsdann 
einen Querschnitt q der Fläche F, welcher das Verlangte leistet. 

In der That sind in der durch diesen Querschnitt aus F' ent- 
stehenden Fläche F’ die Linien a,, @,, ..., du im Innern von F’ 
verlaufende geschlossene Curven, welche zur Begrenzung eines Theils 
von F, also auch von F’ nicht hinreichen. Jede andere im Innern 
von F” verlaufende geschlossene Curve / aber bildet mit ihnen die ganze 
Begrenzung eines Theils von F’. Denn die Linie ! bildet mit einem 
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Complex aus den Linien a,, a, ..., @„ die ganze Begrenzung eines 
Theils / von F. Es lässt sich aber zeigen, dass in der Begrenzung 
desselben a, nicht vorkommen kann; denn dann würde, je nach dem 
f auf der linken oder rechten Seite von a, läge, q’ oder q” aus dem 
Innern von f nach einem Begrenzungspunkte von F, also nach einem 
ausserhalb / gelegenen Punkte, führen und also die Begrenzung von f 
schneiden müssen gegen die Voraussetzung, dass ! sowohl als die 
Linien a, den Durchschnittspunkt von a, und q ausgenommen, stets 
im Innern von F” bleiben. 

Die Fläche F’, in welche F durch den Querschnitt gq zerfällt, ist 
demnach, wie ‘verlangt, eine nfach zusammenhängende. 


Es soll jetzt bewiesen werden, dass die Fläche F durch jeden 
Querschnitt p, welcher sie nicht in getrennte Stücke zerfället, in eine 
nfach zusammenhängende F’ verwandelt wird. Wenn die zu beiden 
Seiten des Querschnitts p angrenzenden Flächentheile zusammenhängen, 
so lässt sich eine Linie b von der einen Seite desselben durch das 
Innere von F’ auf die andere Seite zum Anfangspunkte zurück ziehen. 
Diese Linie b bildet eine im Innern von F in sich zurücklaufende 
Linie, welehe, da der Querschnitt von ihr aus nach beiden Seiten zu 
einem Begrenzungspunkte führt, von keinem der beiden Flächenstücke, 
in welche sie F zerschneidet, die ganze Begrenzung bildet. Man kann 
daher eine der Curven @ durch die Curve b und jede der übrigen 
n— 1 Üurven a durch eine im Innern von F” verlaufende Curve und 
wenn nöthig die Curve b ersetzen, worauf der Beweis, dass F’ nfach 
zusammenhängend ist, durch dieselben Schlüsse, wie vorhin, geführt 
werden kann. 

Eine (n + 1) fach zusammenhängende Fläche wird daher durch 
jeden sie nicht in Stücke zerschmeidenden Querschnitt in eine nfach zu- 
sammenhängende verwandelt. 


Die durch einen Querschnitt entstandene Fläche kann durch einen 
neuen Querschnitt weiter zerlegt werden, und bei » maliger Wieder- 
holung dieser Operation wird eine (» + l1)fach zusammenhängende 
Fläche durch n nach einander gemachte sie nicht zerstückelnde Quer- 
schnitte in eine einfach zusammenhängende verwandelt. 


Um diese Betrachtungen auf eine Fläche ohne Begrenzung, eine 
geschlossene Fläche, anwendbar zu machen, muss diese durch Aus- 
scheidung eines beliebigen Punktes in eine begrenzte verwandelt wer- 

_ den, so dass die erste Zerlegung durch diesen Punkt und einen in ihm 
anfangenden und endenden Querschnitt, also durch eine geschlossene 
Curve, geschieht. Die Oberfläche eines Ringes z. B., welche eine drei- 
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fach zusammenhängende ist, wird durch eine geschlossene Curve und 
einen Querschnitt in eine einfach zusammenhängende verwandelt. 

Auf das im Eingange betrachtete Integrat des vollständigen 
Differentials Xdx + Ydy wird nun die eben behandelte Zerschneidung 
der mehrfach zusammenhängenden Flächen in einfach zusammenhän- 
gende, wie folgt, angewandt. Ist die die (x, y)-Ebene bedeckende 
Fläche 7, in welcher X, Y allenthalben stetige der Gleichung 


genügende Functionen des Orts sind, "fach zusammenhängend, so wird 
sie durch n Querschnitte in eine sch zusammenhängende 7’ zer- 
schnitten. Die Integration von Xd&-+ Ydy von einem festen An- 
fangspunkte aus durch Curven im Innern von 7” liefert dann einen 
nur von der Lage des Endpunkts abhängigen Werth, welcher als 
Funetion von dessen Coordinaten betrachtet werden kann. Substituirt 
man für die Coordinaten die Grössen x, y, so erhält man eine Function 


BB F (Xdx + Yay) 


von x, y, welche für jeden Punkt von 7’ völlig bestimmt ist und sich 
innerhalb 7’ allenthalben stetig, beim Ueberschreiten eines Querschnitts 
aber allgemein zu reden um eine endliche von einem Knotenpunkte 
des Schnittnetzes zum andern constante Grösse ändert. Die Aenderun- 
gen beim Ueberschreiten der @Querschnitte sind von einer der Zahl 
der Querschnitte gleichen Anzahl von einander unabhängiger Grössen 
abhängig; denn wenn man das Schnittsystem rückwärts, — die späteren 
Theile zuerst —, durchläuft, so ist diese Aenderung überall bestimmt, 
wenn ihr Werth beim Beginn jedes (Querschnitts „gegeben wird; 
letztere Werthe aber sind von einander unabhängig. 


Um das, was oben (S. 85, 86) unter einer nfach zusamımenhängenden 
Fläche verstanden wird, anschaulicher zu machen, folgen in den nach- 
stehenden Zeichnungen Beispiele von einfach, zweifach und dreifach 
zusammenhängenden Flächen. 


Einfach zusammenhängende Fläche. 


Sie wird durch jeden Quer- 
schnitt in getrennte Stücke zer- 
fällt, und es bildet in ihr jede 
geschlossene Curve die ganze 
Begrenzung eines Theils der 


Fläche. 
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Zweifach zusammenhängende Fläche. 


Sie wird durch jeden sie 
nicht zerstückelnden Querschnitt 
q in eine einfach zusammen- 
hängende zerschnitten. Mit Zu- 
ziehung der Curve « kann in ihr 
jede geschlossene Curve die 
ganze Begrenzung eines Theils 
der Fläche bilden. 





Dreifach zusammenhängende Fläche. 


In dieser Fläche kann jede 
geschlossene Curve mit Zu- 
ziehung der Curven 4, und a, 
die ganze Begrenzung eines 
Theils der Fläche bilden. Sie 
zerfällt durch jeden sie nicht 
zerstückelnden Querschnitt in 
eine zweifach zusammenhän- 
gende und durch zwei solche 
Querschnitte, q, und q,, in eine 
einfach zusammenhängende. 

In dem Theile «ßy6ö der 
Ebene ist die Fläche doppelt. 
Der a, enthaltende Arm der 
Fläche ist als unter dem an- 
dern fortgehend betrachtet und 
daher durch punktirte Linien 
angedeutet. 





3. Bestimmung einer Function einer veränderlichen complexen 
Grösse durch Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. 


Wenn in einer Ebene, in welcher die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punkts x, y sind, der Werth einer Function von x + yi in einer 
endlichen Linie gegeben ist, so kann diese von dort aus nur auf eine 
Weise stetig fortgesetzt werden und ist also dadurch völlig bestimmt 
(Siehe oben 8. 82). Sie kann aber auch in dieser Linie nicht willkür- 
lich angenommen werden, wenn sie von ihr aus einer stetigen Fort-. 
setzung in die anstossenden Flächentheile nach beiden Seiten hin fähig 
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sein soll, da sie durch ihren Verlauf in einem noch so kleinen end- 
lichen Theile dieser Linie schon für den übrigen Theil bestimmt ist. 
Bei dieser Bestimmungsweise einer Function sind also die zu ihrer . 
Bestimmung dienenden Bedingungen nicht von einander unabhängig. 

Als Grundlage für die Untersuchung einer Transcendenten ist es 
vor allen Dingen nöthig, ein System zu ihrer Bestimmung hinreichen- 
der von einander unabhängiger Bedingungen aufzustellen. Hierzu kann 
in vielen Fällen, namentlich bei den Integralen algebraischer Funetionen 
und ihren inversen Functionen, ein Prineip dienen, welches Dirichlet 
zur Lösung dieser Aufgabe für eine der Laplace’schen partiellen 
Differentialgleichung genügende Function von drei Veränderlichen, — 
wohl durch einen ähnlichen Gedanken von Gauss veranlasst — in 
seinen Vorlesungen über die dem umgekehrten Quadrat der Entfernung 
proportional wirkenden Kräfte seit einer Reihe von Jahren zu geben 
pflegt. Für diese Anwendung auf die Theorie von Transcendenten ist 
jedoch gerade ein Fall besonders wichtig, auf welchen dies Prineip in 
seiner dortigen einfachsten Form nicht anwendbar ist, und welcher 
dort als von ganz untergeordneter Bedeutung unberücksichtigt bleiben 
kann. Dieser Fall ist der, wenn die Funetion an gewissen Stellen des 
(Gebiets, wo sie zu bestimmen ist, vorgeschriebene Unstetigkeiten an- 
nehmen soll; was so zu verstehen ist, dass sie an jeder solchen Stelle 
der Bedingung unterworfen ist, unstetig zu werden, wie eine dort ge- 
gebene unstetige Function, oder sich nur um eine dort stetige Funetion 
von ihr zu unterscheiden. Ich werde hier das Prineip in der für die 
beabsichtigte Anwendung erforderlichen Form darstellen und erlaube 
mir dabei in Betreff einiger Nebenuntersuchungen auf die in meiner 
Doctordissertation (Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen 
einer veränderlichen complexen Grösse. Göttingen 1851) gegebene Dar- 
stellung desselben zu verweisen. 

Man nehme an, dass eine die (x, y)-Ebene einfach oder mehrfach 
bedeckende beliebig begrenzte Fläche 7 und in derselben zwei für 
jeden ihrer Punkte eindeutig bestimmte reelle Functionen von x, 9, 
die Funetionen «@ und ß gegeben seien, und bezeichne das durch die 
Fläche 7 ausgedehnte Integral 


’/ (da OBß\? da 4 OBIN m 
e-t@t))a 
durch 2 («), wobei die Functionen « und ß beliebige Unstetigkeiten 
besitzen können, wenn nur das Integral dadurch nicht unendlich wird. 


Es bleibt dann auch 2 (@ — 4) endlich, wenn A allenthalben stetig ist 
und endliche Differentialquotienten hat. Wird diese stetige Function A 
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der Bedingung unterworfen, nur in einem unendlich kleinen 'Theile der 
Fläche 7 von einer unstetigen Funetion y verschieden zu sein, so wird 
2 (« — A) unendlich gross, wenn y längs einer Linie unstetig ist oder 
in einem Punkte so unstetig ist, dass 


° / (Oy\2 öy\? 
Foren) 
unendlich wird (Meine Inaug. Diss. Art. 17); es bleibt aber 2 (« — A) 
endlich, wenn y nur in einzelnen Punkten und nur so unstetig ist, dass 


 / Omi? ay\2 

ara) 
durch die Fläche 7 erstreckt endlich bleibt, wie z. B. wenn y in der 
Umgebung eines Punktes im Abstande r von demselben = (— logr)' 
und 0 <s<}# ist. Zur Abkürzung mögen hier die Funetionen, in 
welche A unbeschadet der Endlichkeit von 2& (« — A) übergehen kann, 
unstetig von der ersten Art, die Functionen, für welche dies nicht 
möglich ist, unstetig von der zweiten Art genannt werden. Denkt man 
sich nın m 2 (« — u) für u alle stetigen oder von der ersten Art 
unstetigen Funetionen gesetzt, welche an der Grenze verschwinden, so 
erhält dies Integral immer einen endlichen, aber seiner Natur nach nie 
einen negativen Werth, und es muss daher wenigstens einmal, für 
«@ — w=u, ein Minimumwerth eintreten, so dass & für jede Function 
@ — u, die unendlich wenig von u verschieden ist, grösser als & (u) 
wird. 

Bezeichnet daher 6 eine beliebige stetige oder von erster Art un- 
stetige Function des Orts in der Fläche 7, die an der Grenze allent- 
halben gleich O ist, und % eine von &, y unabhängige Grösse, so muss 
2 (u + ho) sowohl für ein positives, als für ein negatives hinreichend 
kleines h grösser als & (u) werden, und daher in der Entwicklung 
dieses Ausdrucks nach Potenzen von h der Üoefficient von Ah ver- 
schwinden. Ist dieser O0, so ist 

2utr)—Rlu) + w| (6) AR 6) ) dt 
und folglich & immer ein Minimum. Das Minimum tritt nur für eine 
einzige Function « ein; denn fände auch ein Minimum für «+ 6 
statt, so könnte & (u + 6) nicht > 2 (u) sein, weil sonst 
2(u+ho)<R2(u-+ 0) 
für Aa <1 würde; also könnte & (u + 6) nicht kleiner als die an- 


liegenden Werthe sein. Ist aber Q (u +0)= 2 (u), so muss 6 constant, 
‚ also da es in der Begrenzung 0 ist, überall 0 sein. Es wird daher 
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nur für eine einzige Funetion u das Integral 2 ein Minimum und die 
Variation erster Ordnung oder das h proportionale Glied in & (u + ho), 
. du DB\ de du 2ßı de 
>) SCHERER, 0. Eh, We De a = 
2 | ar (# 3) 75 7 % 3&) iv) se 


Aus dieser Gleichung folgt, dass das Integral 
(06 , du 5. OB ou 
Sl + 55) 02 + (5-52) @) 


durch die ganze Begrenzung eines Theils der Fläche 7 erstreckt stets 
— (0 ist. Zerlegt man nun (nach der vorhergehenden Abhandlung) die 
Fläche 7, wenn sie eine mehrfach zusammenhängende ist, in eine ein- 
fach zusammenhängende 7”, so liefert die Integration durch das Innere 
von 7° von einem festen Anfangspunkte bis zum Punkte (x, Y) eine 
Function von x, y, . 


er S& + a) dz + (5 — =) dy) —+ const., 


welche in 7” überall stetig oder unstetig von der ersten Art ist und 
sich beim Ueberschreiten der Querschnitte um endliche von einem 
Knotenpunkte des Schnittnetzes zum andern eonstante Grössen ändert. 
Es genügt dann v=ß— v den Gleichungen 


DB: ou dv ou 


0 dp dy dw 

und folglich ist « + vi eine Lösung der Differentialgleichung 
e(u-+ vi) ,0Wwt+V) 0 
9 mer” an 


rv 


oder eine Function von x + Yi. 
Man erhält auf diesem Wege den in der erwähnten Abhandlung 
Art. 18 ausgesprochenen Satz: 
Ist in einer zusammenhängenden durch Querschnitte in eine einfach 
zusammenhängende T’ zerlegten Fläche T eine complexe Function « + Pi 
von &, y gegeben, für welche 


e-+@ta)) 7 


durch die ganze Fläche ausgedehnt einen endlichen Werth hat, so kann 
sie immer und nur auf Eine Art in eine Function von x + yi ver- 
wandelt werden durch Subtraction einer Function ut vi von x, y, welche 
folgenden Bedingungen genügt: 

1) u ist am Rande = 0 oder doch nur in einzelnen Punkten davon 
verschieden, v in Einem Punkte beliebig gegeben. 
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2) Die Aenderungen von u sind in T, von v in T’ nur in einzelnen 
Punkten und nur so unstetig, dass 


f@+ (3) ) er 
+) er. 


durch die ganze Fläche erstreckt, endlich bleiben, und letztere längs der 
Querschnitte beiderseits gleich. 

“Wenn die Function «-+ Bi, wo ihre Differentialquotienten unend- 
lich werden, unstetig wird, wie eine gegebene dort unstetige Function 
von ©-+-yt, und keine durch eine Abänderung ihres Werthes in einem 
einzelnen Punkte hebbare Unstetigkeit besitzt, so bleibt X («) endlich, 
und es wird u-+vi in 7” allenthalben stetig. Denn da eine Function 
von 2 + yi gewisse Unstetigkeiten, wie z. B. Unstetigkeiten erster Art, 
gar nicht annehmen kann (Meine Diss. Art. 12), so muss die Differenz 
zweier solcher Functionen stetig sein, sobald sie nicht von der zweiten 
Art unstetig ist. 

Nach dem eben bewiesenen Satze lässt sich daher eine Function 
von #-+-yi so bestimmen, dass sie im Innern von 7, von der Un- 
stetigkeit des imaginären Theils in den Querschnitten abgesehen, ge- 
gebene Unstetigkeiten annimmt, und ihr reeller Theil an der Grenze 
einen dort allenthalben beliebig gegebenen Werth erhält; wenn nur 
für jeden Punkt, wo ihre Differentialquotienten unendlich Er sollen, 
die Gorseihrisbens Unstetigkeit die einer gegebenen dort unstetigen 
Function von 2-+yi ist. Die Bedingung an der Grenze kann man, 
wie leicht zu sehen, ohne eine wesentliche Aenderung der gemachten 
Schlüsse durch manche andere ersetzen. 


und 


4. Theorie der Abel’schen Functionen. 


In der folgenden Abhandlung habe ich die Abel’schen Functionen 
nach einer Methode behandelt, deren Prineipien in meiner Tnaugural- 
dissertation*) aufgestellt und in einer etwas veränderten Form in den 
drei vorhergehenden Aufsätzen dargestellt worden sind. Zur Erleich- 
terung der Uebersicht schicke ich eine kurze Inhaltsangabe vorauf. 

Die erste Abtheilung enthält die Theorie eines Systems von gleich- 
verzweigten algebraischen Funetionen und ihren Integralen, soweit für 
dieselbe nicht die Betrachtung von &-Reihen massgebend ist, und han- 


*) Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränder- 
lichen complexen Grösse. Göttingen 1851, 
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delt im $. 1—5 von der Bestimmung dieser Functionen durch ihre _ 
Verzweigungsart und ihre Unstetigkeiten, im $. 6—10 von den ratio- 
nalen Ausdrücken derselben in zwei durch eine algebraische Gleichung 
verknüpfte veränderliche Grössen, und im $. 11—13 von der Trans- 
formation dieser Ausdrücke durch rationale Substitutionen. Der bei 
dieser Untersuchung sich darbietende Begriff einer Klasse von algebrai- 
schen Gleichungen, welche sich durch rationale Substitutionen in einan- 
der transformiren lassen, dürfte auch für andere Untersuchungen wichtig 
und die Transformation einer solchen Gleichung in Gleichungen niedrig- 
sten Grades ihrer Klasse ($. 13) auch bei anderen Gelegenheiten von 
Nutzen sein. Diese Abtheilung behandelt endlich im $. 14—16 zur 
Vorbereitung der folgenden die Anwendung des Abel’schen Additions- 
theorems für ein beliebiges System allenthalben endlicher Integrale von 
gleichverzweigten algebraischen Functionen zur Integration eines Systems 
von Differentialgleichungen. 

In der zweiten Abtheilung werden für ein beliebiges System von 


zusammenhängender Functionen die Jacobi'schen Umkehrungsfunetionen 
von p veränderlichen Grössen durch pfach unendliche #-Reihen aus- 


gedrückt, d. h. durch Reihen von der Form 


p\? » 
2 Au, 174 Mu Mir 4- 2 vu Mu 
1 


[e .) p ( 
2, 1 
9 (9, da, --,%) = ( >) e ; 
nr) 


worin die Summationen im Exponenten sich auf u und w', die äusseren 
Summationen auf m,, My, ..., m, beziehen. Es ergiebt sich, dass zur 


allgemeinen Lösung dieser Aufgabe eine — wenn p,> 3 specielle — 
en» 
2 


J! 


Gattung von #-Reihen ausreicht, in denen zwischen den 
Grössen a ua —®) Relationen stattfinden, so dass nur 3p —3 


willkürlich bleiben. Dieser Theil der Abhandlung bildet zugleich eine 
Theorie dieser speciellen Gattung von #-Funetionen; die allgemeinen 
$-Functionen bleiben hier ausgeschlossen, lassen sich jedoch nach einer 
ganz ähnlichen Methode behandeln. 

Das hier erledigte Jacobi’sche Umkehrungsproblem ist für die 
hyperelliptischen Integrale schon auf mehreren Wegen durch die be- 
harrlichen mit so schönem Erfolge gekrönten Arbeiten von Weierstrass 
gelöst worden, von denen eine Uebersicht im 47. Bande des Journ. 
für Mathm. (8. 289) mitgetheilt worden ist. Es ist jedoch bis jetzt 
nur von dem Theile dieser Arbeiten, welcher in den $$. 1 und 2 und 
der ersten die elliptischen Functionen betreffenden Hälfte des $. 3 der 
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angeführten Abhandlung skizzirt wird, die wirkliche Ausführung ver- 
öffentlicht (Bd. 52, 8. 285 d. Journ. f. Math.); in wie weit zwischen 
den späteren Theilen dieser Arbeiten und meinen hier dargestellten 
eine Uebereinstimmung nicht bloss in Resultaten, sondern auch in den 
zu ihnen führenden Methoden stattfindet, wird grossentheils erst die 
versprochene ausführliche Darstellung derselben ergeben können. 

Die gegenwärtige Abhandlung bildet mit Ausnahme der beiden 
letzten $$. 26 und 27, deren Gegenstand damals nur kurz angedeutet 
werden konnte, einen Auszug aus einem Theile meiner von Michaelis 
1855 bis Michaelis 1856 zu Göttingen gehaltenen Vorlesungen. Was 
die Auffindung der einzelnen Resultate betrifft, so wurde ich auf das 
im $.1—5, 9 und 12 Mitgetheilte umd die dazu nöthigen vorbereiten- 
den Sätze, welche später Behufs der Vorlesungen so, wie es in dieser 
Abhandlung geschehen ist, weiter ausgeführt wurden, im Herbste 1851 
und zu Anfang 1852 durch Untersuchungen über die conforme Ab- 
bildung mehrfach zusammenhängender Flächen geführt, ward aber dann 
durch einen andern Gegenstand von dieser Untersuchung abgezogen. 
Erst um Ostern 1855 wurde sie wieder aufgenommen und in den 
Öster- und Michaelisferien jenes Jahres bis zu $. 21 incl. fortgeführt; 
das Uebrige wurde bis Michaelis 1856 hinzugefügt. Einzelne ergän- 
zende Zusätze sind an manchen Stellen während der Ausarbeitung 
hinzugekommen. 


‘ Erste Abtheilung. 
1. 

Ist s die Wurzel einer irreductibeln Gleichung nten Grades, deren 
Coefficienten ganze Functionen mten Grades von z sind, so entsprechen 
jedem Werthe von z n Werthe von s, die sich mit z überall, wo sie 
nicht unendlich werden, stetig ändern. Stellt man daher (nach $. 83) 
die Verzweigungsart dieser Function durch eine in der z-Ebene aus- 
gebreitete unbegrenzte Fläche 7’ dar, so ist diese in jedem Theile der 
Ebene nfach, und s ist dann eine einwerthige Function des Orts in 
dieser Fläche. Eine unbegrenzte Fläche kann entweder als eine Fläche 
mit unendlich weit entfernter Begrenzung oder als eine geschlossene 
angesehen werden, und Letzteres soll bei der Fläche 7 geschehen, so 
dass dem Werthe z= x in jedem der » Blätter der Fläche Ein 
Punkt entspricht, wenn nicht etwa für z2—= © eine Verzweigung statt- 
findet. 

Jede rationale Function von s und z ist offenbar ebenfalls eine 
einwerthige Function des Orts in der Fläche 7’ und besitzt also die- 
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selbe Verzweigungsart wie die Function s, und es wird sich unten 
ergeben, dass auch das Umgekehrte gilt. 

Durch Integration einer solchen Function erhält man eine Function, 
deren verschiedene Fortsetzungen für denselben Theil der Fläche 7 
sich nur um Öonstanten unterscheiden, da ihre Derivirte für denselben 
Punkt dieser Fläche immer denselben Werth wieder. annimmt. 

Ein solches System von gleichverzweigten algebraischen Funetionen 
und Integralen dieser Functionen bildet zunächst den Gegenstand un- 
serer Betrachtung; statt aber von diesen Ausdrücken dieser Functionen 
auszugehen, werden wir sie mit Anwendung des Dirichlet’schen 
Prineips (8. 92) durch ihre Unstetigkeiten definiren. 


2. 


Zur Vereinfachung des Folgenden heisse eine Function für einen 
Punkt der Fläche T unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn ihr 
Logarithmus bei einem positiven Umlaufe um ein diesen Punkt um- 
gebendes Flächenstück, ih welchem sie endlich und von Null ver- 
schieden bleibt, um 2xi wächst. Es ist demnach für einen Punkt, 
um den die Fläche 7 sich u mal windet, wenn dort z einen endlichen 

1 
1 1 


x 2 7 
Werth a hat, (2— a)", also (dz)", wenn aber z=®, (7) unendlich 


klein von der ersten Ordnung. Der Fall, wo eine Function in einem 
Punkte der Fläche 7 unendlich klein oder unendlich gross von der 
vten Ordnung wird, kann so betrachtet werden, als wenn die Function 
in v dort voksrinenikahlänen (oder unendlich een Punkten unend- 
lich klein oder unendlich gross von der ersten Ordnuhg wird, wie in 
der Folge bisweilen geschehen soll. 

Die Art. und Weise, wie jene hier zu betrachtenden Functionen 
unstetig werden, kann dann so ausgedrückt werden. Wird eine von 
ihnen in einem Punkte der Fläche 7’ unendlich, so kann sie, wenn r 
eine beliebige Function bezeichnet, die in diesem Punkte unendlich 
klein von der ersten Ordnung wird, stets durch Subtraction eines end- 
liehen Ausdrucks von der Form 

Alogr + Br' + a 9 
in eine dort stetige verwandelt werden, wie sich aus den bekannten 


— nach Cauchy oder durch die Fourier’sche Reihe zu beweisenden 
— Sätzen über die Entwicklung einer Function in Potenzreihen ergiebt. 
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3. 


Man denke sich jetzt eine in der z-Ebene allenthalben nfach aus- 
gebreitete unbegrenzte und nach dem Obigen als geschlossen zu be- 
trachtende zusammenhängende Fläche 7’ gegeben und diese in eine 
einfach zusammenhängende 7” zerschnitten. Da die Begrenzung einer 
einfach zusammenhängenden Fläche aus Einem Stücke besteht, eine 
geschlossene Fläche aber durch eine ungerade Anzahl von Schnitten 
eine gerade Zahl von Begrenzungsstücken, durch eine gerade eine un- 
gerade erhält, so ist zu dieser Zerschneidung eine gerade Anzahl von 
Schnitten erforderlich. Die Anzahl dieser Querschnitte sei — 2p. Die 
Zerschneidung werde zur Vereinfachung des Folgenden so ausgeführt, 
dass jeder spätere Schnitt von einem Punkte eines früheren bis zu 
dem anstossenden Punkte auf der andern Seite desselben geht: wenn 
sich dann eine Grösse längs der ganzen Begrenzung von 7” stetig 
ändert und im ganzen Schnittsysteme zu beiden Seiten gleiche Aende- 
rungen erleidet, so ist die Differenz der beiden Werthe, die sie in 
demselben Punkte des Schnittnetzes annimmt, in allen Theilen Eines 
Querschnitts derselben Constanten gleich. 

Man setze nun z2=&-+ yi und nehme in 7 eine Function a+ßi 
von x, % folgendermassen an: 

In der Umgebung der Punkte &,, &, ... bestimme man sie gleich 
gegebenen in diesen Punkten unendlich werdenden Functionen von 
2©-+yi, und zwar um &,, indem man eine beliebige Function von z, 
die in &, unendlich klein von der ersten Ordnung wird, durch N, be- 
zeichnet, gleich einem endlichen Ausdrucke von der Form 


A,logr, + Bor, "+0, ”+-=9,(n), 

worin A,, B,, O,,... willkürliche Constanten sind. Man ziehe ferner 
nach einem beliebigen Punkte von allen Punkten &, für welche die 
Grösse A von Null verschieden ist, einander nicht schliöidende Linien 
durch das Innere von 7’, von z, die Linie /,. Man nehme endlich 
die Funetion in der ganzen noch übrigen Fläche 7 so an, dass sie 
ausser den Linien / und den Querschnitten überall stetig, auf der posi- 
tiven (linken) Seite der Linie /, um —2xiA, und auf der positiven 
Seite des vten Querschnitts um die gegebene Constante A” grösser ist, 
als auf der andern, und dass das Integral 


’/ (da opß\? cu ß 
fE-9+6+9 a 
durch, die Fläche 7’ ausgedehnt einen endlichen Werth erhält. Dies 
ist wie leicht zu sehen immer möglich, wenn die Summe sämmtlicher 
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Grössen A gleich Null ist, aber auch nur unter dieser Bedingung, weil 
nur dann die Function nach einem Umlaufe um das System der Linien 
! den vorigen Werth wieder annehmen kann. 

Die Constanten AD, 1®, ..., 4@P), um welche eine solche Function auf 
der positiven Seite der Querschnitte grösser ist, als auf der andern, 
sollen die Periodieitätsmoduln dieser Function genannt werden. 


Nach dem Dirichlet’schen Prineip kann nun die Function «+ ßi 
in eine Function @ von @-++yi verwandelt werden durch Subtraction 
einer ähnlichen in 7’ allenthalben stetigen Function von &, y mit rein 
imaginären Periodieitätsmoduln, und diese ist bis auf eine additive 
ÜConstante völlig bestimmt. Die Function & stimmt dann mit «+ Bi 
in den Unstetigkeiten im Innern von 7’ und in den reellen Theilen 
der Periodieitätsmoduln überein. Für & können daher die Funetionen 
p, und die reellen Theile ihrer Periodieitätsmoduln willkürlich gegeben 
werden. Durch diese Bedingungen ist sie bis auf eine additive Con- 
stante völlig bestimmt, folglich auch der imaginäre Theil ihrer Perio- 
dieitätsmoduln. 

Es wird sich zeigen, dass diese Funetion @ sämmtliche im Ss. 1 
bezeichneten Functionen als specielle Fälle unter sich enthält, 


4. 
_ Allenthalben endliche Functionen w. (Integrale erster Gattung.) 


Wir wollen jetzt die einfachsten von ihnen betrachten und zwar 
zuerst diejenigen, die immer endlich bleiben und also im Innern von 
7" allenthalben stetig sind. Sind «,, ws, .. ., %, solche Functionen, 
so ist auch { 


w—_n,mwt%%W ++ 0, %, + const., 


worin &, @&, ..., &) beliebige Constanten sind, eine solche Function. 
Es seien die Periodieitätsmoduln der Functionen «,, %Wy ..., %p für den 
vten Querschnitt ki”, k$, ..., k0. Der Periodieitätsmodul von w für 
diesen Querschnitt ist dann «, A’ +@, A’ -+..-+0, Kl’ —%”; und 
setzt man die Grössen « in die Form y+di, so sind die reellen 
Theile der 2p Grössen k®, k(®,..., k®») lineare Funetionen der Grössen 
Pır Par 3er Por O1, O2, .-., d,. Wenn nun zwischen den Grössen w,, 
%y, ..., W, keine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten statt- 
findet, so kann die Determinante dieser linearen Ausdrücke nicht ver- 
schwinden; denn es liessen sich sonst die Verhältnisse der Grössen « 
so bestimmen, dass die Periodieitätsmoduln des reellen Theils von w 
sämmtlich O würden, folglich der reelle Theil von w und also auch w 
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selbst nach dem Dirichlet’schen Prineip eine Constante sein müsste. 
Es können daher dann die 2p Grössen y und Ö so bestimmt werden, 
dass die reellen Theile der Periodicitätsmoduln gegebene Werthe er- 
halten; und folglich kann w jede immer endlich bleibende Function ® 
darstellen, wenn w,, %,, ..., %, keiner linearen Gleichung mit con- 
stanten Üoefficienten genügen. Diese Functionen lassen sich aber 
immer dieser Bedingung gemäss wähleny denn so lange u <p, finden 
zwischen den Periodieitätsmoduln des reellen Theils von | 


6, WR Wt:'"+ u Wu + const. 
lineare Bedingungsgleichungen statt; es ist daher „+1 nicht in dieser 
Form enthalten, wenn man, was nach dem Obigen immer möglich ist, 
die Periodieitätsmoduln des reellen Theils dieser Function so bestimmt, 
dass sie diesen Bedingungsgleichungen nicht genügen. 


 Funetionen ®, die für einen Punkt der Fläche T unendlich 
von der ersten Ordnung werden. (Integrale zweiter Gattung.) 


Es sei & nur für einen Punkt & der Fläche 7’ unendlich, und für 
diesen seien alle Coefficienten in g ausser B gleich 0. Eine solche 
Function ist dann bis auf eine additive Constante bestimmt durch die 
Grösse B und die reellen Theile ihrer Periodieitätsmoduln. Bezeichnet 
t’(e) irgend eine solche Function, so können in dem Ausdrucke 


te) Ehptlke) Tram tw 0 Wwp + const. 
die Constanten ß, &,, &, ..., &, immer so bestimmt werden, dass für 
ihn die Grösse B und die reellen Theile der Periodieitätsmoduln be- 
liebig gegebene Werthe erhalten. Dieser Ausdruck stellt also jede 
solche Function dar. 


Functionen o, welche für zwei Punkte der Fläche T loga- 
rithmisch unendlich werden. (Integrale dritter Gattung.) 


Betrachten wir drittens den Fall, wo die Function ® nur loga- 
rithmisch unendlich wird, so muss dies, da die Summe der Grössen A 
gleich O sein muss, wenigstens für zwei Punkte der Fläche 7), &, und &,, 
geschehen und A, = — A, sein. Ist von den Functionen, bei denen 
dies statt hat und die beiden letztern Grössen —= 1 sind, irgend eine 
@°(&,, &), so sind nach ähnlichen Schlüssen, wie oben, alle übrigen 
in der Form 


(5) = ei, tn m tw + RW, + const. 
enthalten. 
2 7® 


\ 


DS 
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Für die folgenden Bemerkungen nehmen wir zur Vereinfachung 
an, dass die Punkte & keine Verzweigungspunkte sind und nicht im 
Unendlichen liegen. Man kann dann ,—z2-—z, setzen, indem man 
durch z, den Werth von z in &, bezeichnet. Wenn man dann ® (&, &) 
so nach 2, differentiirt, dass die reellen Theile der Periodieitätsmoduln 
(oder auch p von den Periodieitätsmoduln) und der Werth von © (&,,&,) 
für einen beliebigen Punkt der Fläche 7 constant bleiben, so erhält 





man eine Funetion t(z,), die in &, unstetig wie wird. Umgekehrt 


2—2, 
ist, wenn ?(e,) eine solche Funetion ist, 4 4 (&,) dz,, durch eine be- 


liebige in 7 von &, nach &, führende Linie genommen, gleich einer 
Funetion ® (&,, &). Auf ähnliche Art erhält man durch » successive 
Differentiationen eines solchen t(&,) nach 2, Functionen ®, welche im 
Punkte &, wie n! (z—2,)”"—! unstetig werden und übrigens endlich 
bleiben. ’ 

Für die ausgeschlossenen Lagen der Punkte & bedürfen diese Sätze 
einer leichten Modification. 

Offenbar kann nun ein mit constanten Coefficienten aus Funetionen 
w, aus Funetionen ® und ihren Derivirten nach den Unstetigkeits- 
werthen gebildeter linearer Ausdruck so bestimmt werden, dass er im 
Innern von 7” beliebig gegebene Unstetigkeiten von der Form, wie o, 
erhält, und die reellen Theile seiner Periodieitätsmoduln beliebig ge- 
gebene Werthe annehmen. Durch einen solchen Ausdruck kann also 
jede gegebene Function ® dargestellt werden. 


PR; 


5. 


Der allgemeine Ausdruck einer Function ®, die für m Punkte der 
Fläche 7, &,, &, ..., &, unendlich gross von der ersten Ordnung wird, 
ist nach dem Obigen 

s-hthrtrhbt tn tw tw ++ 0% Wp + const., 
worin t, eine beliebige Function t(&,) und die Grössen « und ß Con- 
stanten sind. Wenn von den m Punkten & eine Anzahl g in denselben 
Punkt n der Fläche 7’ zusammenfallen, so sind die o’diesen Punkten 
zugehörigen Functionen £ zu ersetzen durch eine Function t(n) und 
deren g— 1 erste Derivirte nach ihrem Unstetigkeitswerthe ($. 2). 

Die 2p Periodieitätsmoduln dieser Funetion s sind lineare homogene 
Funetionen der p+m Grössen « und ß. Wenn m>p--1, lassen 
sich also 2p von den Grössen « und ß als lineare homogene Functionen 
der übrigen so bestimmen, dass die Periodieitätsmoduln sämmtlich 0 
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_ werden. Die Function enthält dann noch m —p-+1 willkürliche Con- 
stanten, von denen sie eine lineare homogene Function ist, und kann 
als ein linearer Ausdruck von m —p Functionen betrachtet werden, 
deren jede nur für p+1 Werthe unendlich von der ersten Ordnung 
wird. 

Wenn m—=p-+-1 ist, so sind die Verhältnisse der 2p + 1 Grössen 
« und ß bei jeder Lage der »+1. Punkte & völlig bestimmt. Es 
können jedoch für besondere Lagen dieser Punkte einige der Grössen 
ß gleich O0 werden. Die Anzahl dieser Grössen sei = m — u, so dass 
die Funetion nur für w Punkte unendlich von der ersten Ordnung wird. 
Diese u Punkte müssen 'dann eine solche Lage haben, dass von den 
2» Bedingungsgleichungen zwischen den p + u übrigen Grössen ß und « 
p-+1-—u eine identische Folge der übrigen sind, und es können . 


daher nur 2u —p— 1 von ihnen beliebig gewählt werden. Ausserdem 


enthält die Function noch 2 willkürliche Constanten. 


Es sei nun s so zu bestimmen, dass w möglichst klein wird. Wenn s 
wmal unendlich von der ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit 
jeder rationalen Function ersten Grades von 5 der Fall; man kann 
daher für die Lösung dieser Aufgabe einen der u Punkte beliebig 
wählen. Die Lage der. übrigen muss dann so bestimmt werden, dass 
p-+1-— u von den Bedingungsgleichungen zwischen den Grössen « 
und ß eine identische Folge der übrigen sind; es muss also, wenn 
die Verzweigungswerthe der Fläche 7 nicht besondern Bedingungs- 
sleichungen. genügen, p-1— u<wu—1 oder u>%p-+1 sein. 

Die Anzahl der in einer Function s, die nur für m Punkte der 
Fläche 7 unendlich von der ersten Ördaung wird und übrigens stetig 
bleibt, enthaltenen willkürlichen Constanten ist in allen Fällen 
= 2m —p-+]1. 

Eine solche Function ist die Wurzel einer Gleichung n'* Grades, 
deren COoefficienten ganze Functionen m’ Grades von 2 sind. 

Sind s,, 5 ---, $% die n Werthe der Function s für dasselbe z, 
und bezeichnet 6 eine beliebige Grösse, so ist (0—5,) (6 —5,)...(G — 5) 
eine einwerthige Function von 2, die nur für einen Punkt der z-Ebene, 
der mit einem Punkte & zusammenfällt, unendlich wird und unendlich 
von einer so hohen’ Ordnung, als Punkte & auf ihn fallen. In der 
That wird für jeden auf ihn fallenden Punkt &, der kein Verzweigungs- 
punkt ist, nur ein Factor dieses Products von einer um 1 höheren: 
Ordnung ERS für einen Punkt &, um den die Fläche 7 sich 


wmal windet, aber u Factoren von einer um en höheren Ordnung. 


Bezeichnet man nun die Werthe von z in den Punkten &, wo 2 nicht 
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unendlich ist, durch &, &, ..., & und 5) @—5)...(@—£,) durch 
4, so ist a, (6—$,)...(6—5,) eine einwerthige Funetion von 2, die 
für alle endlichen Werthe von z endlich ist und für z— unendlich 
von der m”” Ordnung wird, also eine ganze Function m’ Grades von 2. 
Sie ist zugleich eine ganze Function »’* Grades von o, die für o=s 
verschwindet. Bezeichnet man sie durch F und, wie wir in der Folge 
thun wollen, eine ganze Function F nr Grades von 6 und meen Grades 


von 2 durch F'(6, z), so ist s die Wurzel der Gleichung F (5, B) =(. 

Die Function F ist eine Potenz einer unzerfällbaren — d.h. nicht 
als ein Product aus ganzen Functionen von 6 und g darstellbaren — 
Funetion. Denn jeder ganze rationale Factor von F (6, z) bildet, da 
er für einige der Wurzeln s,, 5, ..., 5, verschwinden muss, für 0=s 
eine Function von z, die in einem Theile der Fläche 7 verschwindet 
und folglich, da diese Fläche zusammenhängend ist, in der ganzen 
Fläche O0 sein muss. Zwei unzerfüllbare Faetoren von F (6, z) könnten 
aber nur für eine endliche Anzahl von Werthenpaaren zugleich ver- 
‚schwinden, wenn die eine nicht durch Multipliecation mit einer Con- 
stanten aus der andern erhalten werden könnte. Folglich muss ‚F eine 
Potenz einer unzerfällbaren Function sein. 

Wenn der Exponent » dieser Potenz > 1 ist, so wird die Ver- 
zweigungsart der Function s nicht dargestellt durch die Fläche y4 


sondern durch eine in der z-Ebene allenthalben “fach ausgebreitete 


Fläche r, in welcher die Fläche 7 allenthalben vfach ausgebreitet ist. 
Es kann dann zwar s als eine wie 7 verzweigte Function betrachtet 
werden, nicht aber umgekehrt 7 als verzweigt, wie s. ? 


Eine solche nur in einzelnen Punkten von 7 unstetige Function, 
£ £ do : - i - ? 
wie s, ist auch Ir: Denn diese Function nimmt zu beiden Seiten der 


Querschnitte und der Linien / denselben Werth an, da die Differenz 
der beiden Werthe von » in diesen Linien längs denselben constant 
ist; sie kann nur unendlich werden, wo ® unendlich wird, und in den 
Verzweigungspunkten der Fläche und ist sonst allenthalben stetig, da 
die Derivirte einer einändrig und endlich bleibenden Function ebenfalls 
einändrig und endlich bleibt. j 

Es sind daher siümmtliche Funetionen @ algebraische wie 7 ver- 
zweigte Functionen von 2 oder Integrale solcher Funetionen. Dieses 
System von Funetionen ist bestimmt, wenn die Fläche 7 gegeben ist 
und hängt nur von der Lage ihrer Verzweigungspunkte ab. 
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6. 


Es sei jetzt die irreduetible Gleichung F(s,2) = 0 gegeben und 
die Art der Verzweigung der Function s oder der sie darstellenden 
Fläche 7 zu bestimmen. Wenn für einen Werth ß von 2 u Zweige 
der Function zusammenhängen, so dass einer dieser Zweige sich erst 
nach u Umläufen des’z um ß wieder in sich selbst fortsetzt, so können 
diese u Zweige der Function (wie nach Cauchy oder durch die 
Fourier’sche Reihe leicht bewiesen werden kann) dargestellt werden 
durch eine Reihe nach steigenden rationalen Potenzen von 2— ß mit 
Exponenten .vom kleinsten gemeinschaftlichen Nenner u, und um- 
gekehrt. 

Ein Punkt der Fläche 7, in welchem nur zwei Zweige einer 
Function zusammenhängen, so dass sich um diesen Punkt der erste in 
den zweiten und dieser in jenen fortsetzt, heisse ein einfacher Ver- 
 zweigungspunkt. 

Ein Punkt der Fläche, um welchen sie sich («+ 1)mal windet, 
kann dann angesehen werden als u zusammengefallene (oder unendlich 
nahe) einfache Verzweigungspunkte. 

Um dies zu zeigen, seien in einem diesen Punkt umgebenden 
Stiicke der z-Ebene s,, 8, ..., Su+ı einändrige Zweige der Function s 
und in der Begrenzung desselben, bei positiver Umschreibung auf 
einander folgend, a,, @,, ..., a„ einfache Verzweigungspunkte. Durch 
einen positiven Umlauf um a, werde s, mit s,, um a, s, mit 5, ..., 
um a4, s; mit S„+ı vertauscht. Es gehen dann nach einem positiven 
Umlaufe um ein alle diese Punkte (und keinen andern Verzweigungs- 
punkt) enthaltendes Gebiet 

S15 595 +++, Suy Su+i 
In, 86.0, Berıy 9, Aber, 
und es entsteht daher, wenn sie zusammenfallen, ein wfacher Windungs- 
punkt. 

Die Eigenschaften der Functionen » hängen wesentlich davon ab, 
wie vielfach zusammenhängend die Fläche 7 ist. Um dies zu ent- 
scheiden, wollen wir zunächst die Anzahl der einfachen Verzweigungs- 
punkte der Function s bestimmen. 

In einem Verzweigungspunkte nehmen die dort zusammenhängen- 
den Zweige der Function denselben Werth an, und es werden daher 
zwei oder mehrere Wurzeln der Gleichung 


F)= u" +as"!+. + = 0 


einander gleich. Dies kann nur geschehen, wenn 
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Foyer ii Han 14... 

oder die einwerthige Function von z, F’(s) F’ (8)... F’(s„), ver- 
schwindet. Diese Function wird für endliche Werthe von 2 nur un- 
endlich, wenn s= 99, also a, = 0 ist und muss," um endlich zu bleiben, 
mit a,"=? multiplieirt werden. Sie wird dann eine einwerthige, für 
ein endliches 2 endliche Function von z, welche für z—= ® unendlich 
von der 2m(n—1)ten Ordnung wird, also eine ganze Function 
2m(n—1)ten Grades. Die Werthe von z, für welche F’(s) und F(s) 
gleichzeitig verschwinden, sind also die Wurzeln der Gleichung 
2m(n—1)ten Grades 


Q(2)=a"—’IIF(s)=0 oder auch, da F’(s)=a, I (s:—s:), (2 Ü), 
= a0 I) 0, (23) 


welche durch Elimination von s aus F’(s)=0 und F(s)=0 gebildet 
werden kann. 
Wird F(s,2)=0 für se, 2=Bß, so ist 


Fo) 5 6-0) +5, @—-M 


| 
+ 4 [Ga 642 6 B- + Gr EB) 
m 


FA) = + 6) + 5 e-M+- 


SR 


oF 0@®F 
„08 08° 
nicht, so wird s— « unendlich klein, wie (2— ß)?, und findet also ein 
einfacher Verzweigungspunkt statt. Es werden zugleich in dem 


Produete IIF’ (s;) zwei Factoren unendlich klein wie (2 — ß)%, und 


Ist also für (s=«, 2=Bß) = = () und verschwinden dann 


%(z) erhält dadurch den Factor (z2—Pß). In dem Falle, dass = 


02 
oF 


und °F. nie verschwinden ‚ wenn gleichzeitig F= 0 und Er 


2 
08? 
werden, entspricht demnach jedem linearen Factor von Q(z) ein ein- 
facher Verzweigungspunkt, und die Anzahl dieser Punkte. ist also 
— 2m(n—]). 

Die Lage der Verzweigungspunkte hängt von den Üoefficienten 
der Potenzen von z in den Functionen a ab und ändert sich stetig mit 
denselben. 

Wenn diese Coefficienten solche Werthe annehmen, dass zwei 
demselben Zweigepaar angehörige einfache Verzweigungspunkte zu- 


VI Theorie der Abel’schen Functionen. - 105 


sammenfallen, so heben diese sich auf, und es werden zwei Wurzeln 
von F(s) einander gleich, ohne dass eine Verzweigung stattfindet. 
Setzt sich um jeden von ihnen s, in s, und s, in s, fort, so geht durch 
einen Umlauf um ein beide enthaltendes Stück der z-Ebene s, in s, 


und s, in s, über, und beide Zweige werden einändrig, wenn sie zu- 


sammenfallen. Es bleibt dann also auch ihre Derivirte en einändrig 


$ : RE 2 2 ds oF 
und endlich, und folglich ee SR Ar Tees 0. 
a 0 für s=a, 2=Pß, so ergeben sich aus 
Ds d2 ; , BER? 


den drei folgenden Gliedern der Entwicklung von F(s, 2) zwei Werthe 
E—& 
2—Pß 
lich, so können die beiden Zweige der Function s, denen sie angehören, 
dort nicht zusammenhängen und sich nicht verzweigen. Es wird dann 


En für beide unendlich klein wie 2— ß, und %(z) erhält dadurch den 


Factor (2— ß)’; es fallen also nur zwei einfache Verzweigungspunkte 
zusammen. 


ee z, (s=«a, 2=ß). Sind diese Werthe ungleich und end- 





für 


Um in’ jedem Falle, wenn für z= ß mehrere Wurzeln der Gleichung 
F(s)=0 gleich « werden, zu entscheiden, wie viele einfache Ver- 
zweigungspunkte für (s=«, z2=ß) zusammenfallen, und wie viele von 
diesen sich aufheben, muss man diese Wurzeln (nach dem Verfahren 
von Lagrange) soweit nach steigenden Potenzen von z— ß entwickeln, 
bis diese Entwicklungen sämmtlich von einander verschieden werden; 
wodurch sich die wirklich noch stattfindenden Verzweigungen ergeben. 
Und man muss dann untersuchen, von welcher Ordnung F’(s) für 
jede dieser Wurzeln. unendlich klein wird, um die Anzahl der ihnen 
zugehörigen linearen Factoren von Q(z) oder der für (s=«, 2=ß) 
zusammengefallenen einfachen Verzweigungspunkte zu bestimmen. 

Bezeichnet die Zahl oe, wie oft sich die Fläche 7 um den Punkt 
(s, 2) windet, so wird im Punkte (2) F’(s) so oft unendlich klein von 
der ersten Ordnung, als dort einfache Verzweigungspunkte zusammen- 





1 x 
fallen, de ° so oft, als deren wirklich stattfinden, folglich F” (s) dz er 
so oft, als von ihnen sich aufheben. 

Ist die Anzahl der wirklich stattfindenden einfachen Verzweigungen 
w, die Anzahl der sich aufhebenden 2r, so ist 


w-+2r = 2(n—1)m. 


Nimmt man an, dass die Verzweigungspunkte nur paarweise und sich 
aufhebend zusammenfallen, so ist für r Werthenpaare (s=y,, 2=d,) 


* 
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a PN? 
ad Zr ar — (m) 
nicht Null und für w Werthenpaare von sundz F=(0, = = (0), = 


Dahl Ne und G EEE N 


Wir beschränken uns meistens auf die Behandlung dieses Falles, 
da sich die Resultate auf die übrigen als Grenzfülle desselben leicht 
ausdehnen lassen, und wir können dies hier um so mehr thun, da 
wir die Theorie dieser Funetionen auf eine von der Ausdrucksform 
unabhängige, keinen Ausnahmefällen unterworfene Grundlage gestützt 


haben. 
T. 


Es findet nun bei einer einfach zusammenhängenden, über einen 
endlichen Theil der z-Ebene ausgebreiteten Fläche zwischen der An- 
zahl ihrer einfachen Verzweigungspunkte und der Anzahl der Um- 
drehungen, welche die Richtung ihrer Begrenzungslinie macht, die 
Relation statt, dass die letztere um eine Einheit grösser ist, als die 
erstere; und aus dieser ergiebt sich für eine mehrfach zusammen- 
hängende Fläche eine Relation zwischen diesen Anzahlen und der An- 
zahl der Querschnitte, welche sie in eine einfach zusammenhängende 
verwandeln. Wir können diese Relation, welche im Grunde von Mass- 
verhältnissen unabhängig ist und der analysis situs angehört, hier für 
die Fläche 7 so ableiten. 

Nach dem Dirichlet’schen Prineip lässt sich in der einfach zu- 
sammenhängenden Fläche 7’ die Function log & von 2, so bestimmen, 
dass & für einen beliebigen Punkt im Innern derselben unendlich klein 
von der ersten Ordnung wird, und log & lüngs einer beliebigen sich 
nicht schneidenden, von dort nach der Begrenzung führenden Linie 
auf der positiven Seite um — 2=i grösser, als auf der negativen, 
übrigens aber allenthalben stetig und längs der Begrenzung von 7’ 
rein imaginär ist. Es nimmt dann die Function & jeden Werth, dessen 
Modul < 1, einmal an; die Gesammtheit ihrer Werthe wird folglich 
durch eine über einen Kreis in der $-Ebene einfach ausgebreitete 
Fläche vertreten. Jedem Punkte von 7’ entspricht ein Punkt des 
Kreises, und umgekehrt. Es wird daher für einen beliebigen Punkt 
der Fläche, wo z=2', &={', die Function & — € unendlich klein von 
der ersten Ordnung, und folglich bleibt dort, wenn die Fläche T’ sich 
(u-+1)mal um ihn windet, bei endlichem 2’ 

2: dz 


1 aa ’ 
url) mr Teer 





ER 
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bei unendlichem 2’ aber 


Sr d2: 


Beer. Wer, 
a rare zrdee—g“ 


dz i Fr 
z um den ganzen Kreis positiv herum- 


endlich. Das Integral f log 7r 
genommen, ist gleich der Summe der Integrale um die Punkte, wo 
Ge unendlich oder Null wird, und also —= 2zi(w—2n). Bezeichnet s 
ein Stück der Begrenzung von 7” von einem und demselben bestimmten 
Punkte bis zu einem veränderlichen Punkte der Begrenzung, und o das 
entsprechende Stück auf dem Kreisumfange, so ist 


d d d l 
log 75 —= log Te + log S. — log En, 


und, durch die ganze Begrenzung ausgedehnt, 
je — (2p - 1) 2mi, Wer 0 — [a ge — — Mi, 


also 


I KArr = 2p— 2) mi. 


Es ergiebt sich demnach w— 2n=2(p— 1). Da nun 


w=2(n—1)m-—r), 
so ist 
»=(n—-)m—- 1) —r. 


8. 


Der allgemeine Ausdruck der wie 7 verzweigten Functionen s 
von 2, die für m’ beliebig gegebene Punkte von 7 unendlich von der 
ersten Ordnung werden und übrigens stetig bleiben, enthält nach dem 
Obigen m’ — p + 1 willkürliche Constanten und ist eine lineäre 
Function derselben ($. 5). Lassen sich also, wie jetzt gezeigt werden 
soll, rationale Ausdrücke von s und z bilden, die für m’ beliebig ge- 
gebene, der Gleichung F= 0 genügende Werthenpaare von s und 2 
unendlich von der ersten Ordnung werden und lineare Functionen von 
m — pP 1 willkürlichen Constanten sind, so kann ae diese Aus- 
drücke jede Function s’ dargestellt werden. 

Damit der Quotient zweier ganzen Functionen y(s,2) und Y (s, 2) 
für s=oo und 2= oo beliebige endliche Werthe annehmen kann, 
müssen beide von gleichem Grade sein; der Ausdruck, durch welchen 
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u 
s’ dargestellt werden soll, sei daher von der Form A; und über- 
x (8%) 
dies si v>n— 1, u>m— 1. Wenn zwei Zweige der Function s 
ohne zusainmenzuhängen einander gleich werden, also für zwei ver- 
schiedene Punkte der Fläche 7 2=y und s= wird, so wird s all- 
gemein zu reden in diesen beiden Punkten verschiedene Werthe an- 
nehmen; soll also % — s’y allenthalben — 0 sein, so muss für zwei 
verschiedene Werthe von $ 4 (,9)—8x4(y,0)= (0 sein, folglich 
1,9) = 0 und y(y,6)—= 0. Es müssen also die Functionen x und 
% für die r Werthenpaare s= y,, 2= d, (8. 105) verschwinden ®). 
Die Function y verschwindet für einen Werth von 2, für welchen 
die einwerthige und für ein endliches z endliche Function von 2 


K (2) = a’ 4(81)4(82) - - - 2(5n) — 0 
ist; diese Function wird für ein unendliches z unendlich von der Ord- 


nung mv + nu und ist also eine ganze Function (mv + nu)ten Grades. 
Da für die Werthenpaare (y, 0) zwei Factoren des Products ITx(s;) 


unendlich klein von der ersten Ordnung werden, also K(z) unendlich 
klein von der zweiten Ordnung, so wird x ausserdem noch unendlich 
klein von der ersten Ordnung für 


i= mv + nu — 2r 
Werthenpaare von s und 2 oder Punkte von T. 


It v>n— 1, u>m-—.1, so bleibt der Werth der Function % 
ungeändert, wenn man 


’ 
vn u—m n m 


v u ni 
5, )te(s a )F(s, 2)  * 
rm 
worin g beliebig ist, für x (s, 2) setzt; es können also 


—nr+D)w—m+]) 
von den Coeffieienten dieses Ausdrucks willkürlich angenommen wer- 
den. Werden nun von den 


*) Es ist hier, wie gesagt, nur der Fall berücksichtigt, wo die Verzweigungs- 
punkte der Function s nur paarweise und sich aufhebend zusammenfallen. Im 
Allgemeinen müssen in einem Punkte von T, wo nach der Auffassung im $. 6 


sich aufhebende Verzweigungspunkte zusammenfallen, x und %, wenn 7 sich um 
; 1 


diesen Punkt emal windet, unendlich klein werden, wie F’(s)dz® , damit die 
ersten Glieder in der Entwicklung der darzustellenden Function nach ganzen 
1 


Potenzen von (4 PL beliebige Werthe annehmen können. 
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+ D@+D-W—n+D)(u—m+1) 
noch übrigen r als lineare Functionen der übrigen so bestimmt, dass 
4 für die r Werthenpaare (y, ö) verschwindet, so enthält die Funetion 
x noch 
e=k+)e+)- Wr +)u—-m+l)—r 
=enu+tm—- n-—))m— )—r-+]1 


willkürliche Constanten. Es ist also 
i—e=(n—-)m— )—-r—1=p-1. 


Nimmt man uw und v so an, dass &> m’ ist, so kann man x so 
bestimmen, dass es für m’ beliebig gegebene Werthenpaare unendlich 
klein von der ersten Ordnung wird, und dann, wenn m >p, v so ein- 


richten, dass = für alle übrigen Werthe endlich bleibt. In der That 


ist » ebenfalls eine lineare homogene Function von & willkürlichen 
Constanten, und es lassen sich also, wenn e—_ it mw>1 ist, i— m 
von ihnen als lineare Functionen der übrigen so bestimmen, dass % 
für die ©— m’ Werthenpaare von s und z, für welche y noch unend- 
lich klein von der ersten Ordnung wird, ebenfalls verschwindet. Die 
Function % enthält demnach &— i+ m" =m —p-+ 1 willkürliche 


Constanten, und = kann also jede Funetion s’ darstellen. 


9. 
’ b do } . ; ; 

Da die Functionen —, algebraische wie s verzweigte Functionen 
von 2 sind ($. 5), so lassen sie sich zufolge des eben bewiesenen 
Satzes rational in s und z ausdrücken, und sämmtliche Functionen ® 
als Integrale rationaler Functionen von s und 2. 


Ist w eine allenthalben endliche Function ®, so wird = unend- 


lich von der ersten Ordnung für jeden einfachen Verzweigungspunkt 


der Fläche 7, da dw und (dz)* dort unendlich klein von der ersten 
Ordnung sind, bleibt aber sonst allenthalben stetig und wird für 
2—= © unendlich klein von der zweiten Ordnung. Umgekehrt bleibt 
das Integral einer Function, die sich so verhält, allenthalben endlich. 


\ Br; a : : 
Um diese Funetion —, als Quotient zweier ganzen Functionen von 


s und 2 auszudrücken, muss man (nach $. 8) zum Nenner eine Function 
nehmen, die verschwindet in den Verzweigungspunkten und für die 
r Werthenpaare (y, 0). Dieser Bedingung genügt man am einfachsten 
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durch eine Function, die nur für diese Werthe O0 wird. Eine solche ist 


a 


öF a 
IT ns" tan — 17? +... -+0,-ı. 


Diese wird für ein unendliches s unendlich von der n — 2ten Ord- 
nung (da a, dann unendlich klein von der ersten Ordnung wird) und 


für ein unendliches z unendlich von der mten Ordnung. Damit = 


ausser den Verzweigungspunkten endlich und für ein unendliches z 
unendlich klein von der zweiten Ordnung ist, muss also der Zähler 


n—2 m—2 
eine ganze Function 9( s” 2) sein, die für die » Werthenpaare 
(7, 9) (8. 105) verschwindet. Demnach ist 
n—2 m—2 n—2 m—2 


ar Le et — "(5 _z)ds 
w F; = or y 


2 
2 





worin g=( für sy ey ae Bi Re 

Die Function 9 enthält (n — 1) (m — 1) constante Coeffieienten, 
und wenn r von ihnen als lineare Functionen der übrigen so bestimmt 
werden, dass = für die r Werthenpaare s=y, 2= ö, so bleiben 
noch (m — 1) (n — 1) — r oder p willkürlich, und es erhält @ die Form 


pt %Pp ++ pp, 
worin @,, Ps, »- +, 9» besondere Functionen 9, von denen keine eine 
lineare Function der übrigen ist, und &,, &, ..., @, beliebige Con- 
stanten sind. Als allgemeiner Ausdruck von w ergiebt sich, wie oben 
auf anderem Wege * 
rw + RW + + pw, + const. 

Die nicht allenthalben endlich bleibenden Funetiönen @ und also 
| die Integrale zweiter und dritter Gattung lassen sich nach denselben 
‘ Prineipien rational in s und z ausdrücken, wobei wir indess hier nicht 
verweilen, da die allgemeinen Regeln des vorigen Paragraphen keiner 
weitern Erläuterung bedürfen und zur Betrachtung bestimmter Formen 
dieser Integrale erst die Theorie der #-Functionen Anlass giebt. 


10. 
* Die Funetion p wird ausser für die r Werthenpaare (y, 0) noch 
für m(n — 2) + n(m — 2) — 2r oder 2(p — 1) der Gleichung F — 0 
genügende Werthenpaare von s und z unendlich klein von der ersten 
Ordnung. Sind nun 
gap +a'p+::: +00 


und 2 
gap +9 ++, 
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RER (2) 
zwei beliebige Functionen p, so kann man in dem Ausdrucke "5 den 


Nenner so bestimmen, dass er für p — 1 beliebig gegebene der Glei-. 
chung F== (0 genügende Werthenpaare von s und z gleich Null wird, 
und dann den Zähler so, dass er für p — 2 von den übrigen Werthen- 
paaren, für welche g® noch gleich O0 wird, gleichfalls verschwindet. 
Er ist dann noch eine lineare Function von zwei willkürlichen Con- 
stanten und folglich ein allgemeiner Ausdruck einer Function, die nur 
für p Punkte der Fläche 7’ unendlich von der ersten Ordnung wird. 
Eine Function, die für weniger als p Punkte unendlich wird, bildet 
einen speciellen Fall dieser Funttion; es lassen sich daher alle Functionen, 
die für weniger als p-+ 1 Punkte der Fläche 7’ unendlich von der 


; (2) . dw(2) 
ersten Ordnung werden, in der Form 2 oder in der Form © — wenn 
pa) dw)? 


w® und w®) zwei allenthalben endliche Integrale rationaler Funetionen 
von s und z sind, darstellen. 
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Eine wie 7 verzweigte Function z, von z, die für n, Punkte 
dieser Fläche unendlich von der ersten Ordnung wird, ist nach dem 
Früheren (S. 101) die Wurzel einer Gleichung von der Form 

Ga, 2) —0 

und nimmt daher jeden Werth für », Punkte der Fläche 7 an. Wenn 
man sich also jeden Punkt von 7’ durch einen den Werth von z, in 
diesem Punkte geometrisch repräsentirenden Punkt einer Ebene ab- 
gebildet denkt, so bildet die Gesammtheit dieser Punkte eine in der 
2,-Ebene allenthalben 'n, fach ausgebreitete und die Fläche 7 — be- 
kanntlich in den kleinsten Theilen ähnlich — abbildende Fläche 7.. 
Jedem Punkt in der einen Fläche entspricht dann ein Punkt in der 
andern. Die Functionen ® oder die Integrale wie 7’ verzweigter 
Funetionen von 2 gehen daher, wenn man für 2 als unabhängig ver- 
änderliche Grösse z, einführt, in Functionen über, welche in der Fläche 
T, allenthalben einen bestimmten Werth und dieselben Unstetigkeiten 
haben, wie die Functionen ® in den entsprechenden Punkten von Z, 
und welche folglich Integrale wie 7, verzweigter Functionen von 
2, Sind. 

Bezeichnet s, irgend eine andere wie 7’ verzweigte Function von 
2, die für m, Punkte von 7’ und also auch von 7‘, unendlich von der 
ersten Ordnung wird, so findet ($. 5) zwischen s, und z, eine Gleichung 
von der Form 
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" mı 
F, (& 4) —(0 
‚statt, worin F', eine Potenz einer unzerfällbaren ganzen Function von 
s; und 2, ist, und es lassen sich, wenn diese Potenz die erste ist, alle 
wie 7, verzweigten Functionen von 2,, folglich alle rationalen Funcetionen 
' von s und 2 rational in Si und z, ausdrücken ($. 8). 


Die ‚Gleichung F (s, D 0 kann also durch eine rationale _Sub- 


stitution in F\ (S,, 2) — () und diese in jene transformirt werden. 

Die Grössengebiete (s, 2) und (s,, 2,) sind gleichvielfach zu- 
sammenhängend, da jedem Punkte des einen ein Punkt des andern 
entspricht. Bezeichnet daher r, die Anzahl der Fälle, in welchen 
s; und z, für zwei verschiedene Punkte des Grössengebiets (s,, z,) beide 
OF, 


denselben Werth annehmen und folglich gleichzeitig F\, 5 und 7," 


FF er, \® 
Os? 02° (3% =) 
nicht Null ist, so muss 
nn —-D)m - DD n=r=n-Dm—-)—r 


gleich O und 


sein. 


12. 


Man betrachte nun als zu Einer Klasse gehörend alle irreductiblen 
algebraischen Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Grössen, welche 
‘sich durch rationale Substitutionen in einander transformiren lassen, so 
‚dass F(s, 2) = 0 und F, (s,,2,) = 0 zu derselben Klasse gehören, wenn 
'sich für s und z solche rationale Funetionen von s, und 2, setzen 
‚lassen, dass F(s,2)=0 in F,(s,,2,) —0 übergeht und zugleich s, 
und z, rationale Funetionen von s und z sind. 

Die rationalen Funetionen von s.und z bilden, als Funetionen von 
irgend einer von ihnen & betrachtet, ein System gleichverzweigter 
‚algebraischer Funetionen. Auf ds Weise führt jede Gleichung 
‚offenbar zu einer Klasse von Systemen gleichverzweigter algebraischer 
'Functionen, welche sich durch Einführung einer Function des Systems 
'als unabhängig veränderlicher Grösse in einander transformiren lassen 

und zwar alle Gleichungen Einer Klasse zu derselben Klasse von 
Systemen algebraischer Funetionen, und umgekehrt führt ($. 11) jede 
"Klasse von solchen Systemen zu Einer Klasse von Gleichungen. 


Ist das "Grössengebiet (s, z) 2p + lfach zusammenhängend und 
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die Function & in u Punkten desselben unendlich von der ersten 
Ordnung, so ist die Anzahl der Verzweigungswerthe der gleichver- 
zweigten Functionen von $&, welche durch die übrigen rationalen 
Funetionen von s und z gebildet werden, 2(u + p — 1), und die An- 
zahl der willkürlichen Constanten in der Function & 2u -—p-+1 (85). 
Diese lassen sich so bestimmen, dass 2u — p + 1 Verzweigungswerthe 
gegebene Werthe annehmen, wenn diese Verzweigungswerthe von 
einander unabhängige Functionen von ihnen sind, und zwar nur auf 
eine endliche Anzahl Arten, da die Bedingungsgleichungen algebraisch 


sind. In jeder Klasse von Systemen gleichverzweigter 2p + 1 fach 
zusammenhängender Functionen giebt es daher eine endliche Anzahl 
von Systemen wwerthiger Functionen, in welchen 2u—p-+1 Ver- 
zweigungswerthe gegebene Werthe annehmen. Wenn andererseits die 


2(w+»— 1) Verzweigungspunkte einer die $-Ebene allenthalben 


wfach bedeekenden 2p -+ 1fach zusammenhängenden Fläche beliebig 
gegeben sind, so giebt es ($$. 3—5) immer ein System wie diese 
Fläche verzweigter algebraischer Funetionen von & Die 3p — 3 
übrigen Verzweigungswerthe in jenen Systemen gleichverzweigter 
#werthiger Functionen können daher beliebige Werthe annehmen; 


und es hängt also eine Klasse von Systemen gleichverzweigter 2p + 1 
fach zusammenhängender Functionen und die zu ihr gehörende Klasse 
algebraischer Gleichungen von 3p — 3 stetig veränderlichen Grössen 
ab, welche die Moduln dieser Klasse genannt werden sollen. 


Diese Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse 2p +1 
fach zusammenhängender algebraischer Functionen gilt jedoch nur 
unter der Voraussetzung, dass es 2u —p- 1 Verzweigungswerthe 
giebt, welche von einander unabhängige Functionen der willkürlichen 
Constanten in der Function & sind. Diese Voraussetzung trifft nur zu, 
wenn p> 1, und die Anzahl der Moduln ist nur dann = 3p — 35, für 


schwierig durch die Art und Weise, wie die willkürlichen Constanten 
in & enthalten sind. Man führe deshalb in einem Systeme gleichver- 
zweigter 2» + 1fach zusammenhängender Funetionen, um die Anzahl 
der Moduln zu bestimmen, als unabhängig veränderliche Grösse nicht 
eine dieser Functionen, sondern ein allenthalben endliches Integral 


einer solchen Function ein. 


Die Werthe, welche die Function w von z innerhalb der Fläche 
T' annimmt, werden geometrisch repräsentirt durch eine einen end- 
lichen Theil der w-Ebene einfach oder mehrfach bedeckende und die 
Fläche 7° (in den kleinsten Theilen ähnlich) abbildende Fläche, welche 


RıEMANN’s gesammelte mathematische Werke. I. 8 


 p=1 aber =1. Die directe Untersuchung derselben wird indess 
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durch $ bezeichnet werden soll. Da w auf der positiven Seite des 
vten Querschnitts um die Constante %k) grösser ist, als auf der nega- 
tiven, so besteht die Begrenzung von S aus Paaren von parallelen 
Curven, welche denselben Theil des 7” begrenzenden Schnittsystems 
abbilden, und es wird die Örtsverschiedenheit der entsprechenden 
Punkte in den parallelen, den vten Querschnitt abbildenden Begren- 
zungstheilen von $ durch die complexe Grösse k") ausgedrückt. Die _ 
Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Fläche $ ist 2p — 2, 
da dw in 2p— 2 Punkten der Fläche 7 unendlich klein von der 
zweiten Ordnung wird. Die rationalen Functionen von s und 2 sind 
dann Functionen von w, welche für jeden Punkt von $ Einen be- 
stimmten, wo sie nicht unendlich werden, stetig sich ändernden Werth 
haben und in den entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile 
denselben Werth annehmen. Sie bilden daher ein System gleichver- 
zweigter und 2pfach periodischer Funetionen von w. Es lässt sich 
nun (auf ähnlichem Wege, wie in den $$. 3—5) zeigen, dass, die 
2» — 2 Verzweigungspunkte und die 2p Ortsverschiedenheiten paralleler 
Begrenzungstheile der Fläche $ als willkürlich gegeben vorausgesetzt, 
immer ein System wie diese Fläche verzweigter Functionen existirt, 
welche in den entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile 
denselben Werth annehmen und also 2pfach periodisch sind, und die, 
als Functionen von einer von ihnen betrachtet, ein System gleichver- 
zweigter 2p + lfach zusammenhängender algebraischer Functionen 


bilden, folglich zu einer Klasse von 2p + 1fach zusammenhängenden 
algebraischen Functionen führen. In der That ergiebt sich nach dem 
Dirichlet’schen Prineip, dass in der Fläche $S eine Function von w 
bis auf eine additive Constante bestimmt ist durch die Bedingungen, 
im Innern von $ beliebig gegebene Unstetigkeiten von der Form wie 
o in T’ anzunehmen und in den entsprechenden Punkten paralleler 
Begrenzungstheile um Constanten, deren reeller Theil gegeben ist, ver- 
schiedene Werthe zu erhalten. Hieraus schliesst man ähnlich, wie im 
$. 5, die Möglichkeit von Functionen, welche nur in einzelnen Punkten 
von $ unstetig werden und in den entsprechenden Punkten paralleler 
Begrenzungstheile denselben Werth annebmen. Wird eine solche 
Function z in nPunkten von S unendlich von der ersten Ordnung 
und sonst nicht unstetig, so nimmt sie jeden complexen Werth in 
nPunkten von S an; denn wenn a eine beliebige Constante ist, so ist 
Sdlog (z— a), um $ erstreckt, — 0, da die Integration durch parallele 
Begrenzungstheile sich aufhebt, und es wird daher 2 — a in $ ebenso 
oft unendlich klein, als unendlich von der ersten Ordnung. Die Werthe, 
welche z annimmt, werden folglich durch eine über die 2-Ebene allent- 





2 
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halben nfach ausgebreitete Fläche repräsentirt, und die übrigen ebenso 
verzweigten und periodischen Functionen von « bilden daher ein 


System wie diese Fläche verzweigter 2» + lfach zusammenhängender 
algebraischer Functionen von 2, w. z. b. w. 


Für eine beliebig gegebene Klasse 2p + 1 fach zusammenhängender 
algebraischer Functionen kann man nun in dem als unabhängig ver- 
änderliche Grösse einzuführenden 


vw + wW+ +,w-e. 
die Grössen @ so bestimmen, dass » von den 2p Periodieitätsmoduln 
gegebene Werthe annehmen, und ce wenn 5 > 1 so, dass einer von den 
2p — 2 Verzweigungswerthen der periodischen Functionen von w einen 
gegebenen Werth erhält. Dadurch ist w völlig bestimmt, und also 
sind es auch die 3p — 3 übrigen Grössen, von denen die Verzwei- 
gungsart und Periodieität jener Functionen von w abhängt; und da 
jedweden Werthen dieser 3p — 3 Grössen eine Klasse von 2 pP + 1fach 
zusammenhängenden algebraischen Functionen entspricht, so hängt eine 
solche von 39 — 3 unabhängig veränderlichen Grössen ab. 
Wenp=1 ist, so ist kein Verzweigungspunkt vorhanden, und 

es lässt sich in 

w=auw + c 

die Grösse &, so bestimmen, dass ein Periodieitätsmodul einen ge- 
gebenen Werth erhält, und dadurch ist der andere Periodieitätsmodul 
bestimmt. Die Anzahl der Moduln einer Klasse ist also dann —1. 


13. 


Nach den obigen (im $. 11 entwickelten) Prineipien der Trans- 
formation muss man, um eine beliebig gegebene Gleichung F(s, z) = 0 
durch eine rationale Substitution in eine Gleichung derselben Klasse 


nn m 
F,(s, 4)=0 
von möglichst niedrigem Grade zu transformiren, zuerst für 2, einen 
rationalen Ausdruck in s und z, r(s, z), so bestimmen, dass N, mög- 
lichst klein wird, und dann s, gleich einem andern rationalen Aus- 


drucke r'(s, 2) so, dass m, möglichst klein wird und zugleich die zu 
einem beliebigen Werthe von z, gehörigen Werthe von s; nicht in 


- nm 
Gruppen unter einander gleicher zerfallen, so dass F,(s, 2) nicht 
eine höhere Potenz einer unzerfällbaren Function sein kann. 


Wenn das Grössengebiet (s, 2) 2p + 1fach zusammenhängend ist, 
g* 
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so ist der kleinste Werth, den n, annehmen kann, allgemein zu reden, 
Be 2 +1 (8. 5) und die Anzahl der Fälle, in denen s, und z, für 


zwei verschiedene Punkte des Grössengebiets beide denselben Werth 
annehmen, 
-m-Dm -D—p 
In einer Klasse von algebraischen Gleichungen zwischen zwei ver- 
änderlichen Grössen haben demnach, wenn ihre Moduln nicht beson- 
deren Bedingungsgleichungen genügen, die Gleichungen niedrigsten 
Grades folgende Form: 


2.2 

für  pe=il, Fi, =0, r=0 
2 3 

22, F6,2)=0, r—=0 


p=-2u—3, F,D)-0, r=-— 2% 
»>2 
. IE a ; 
p=2u—2, F(s, :)—=0, r= (u — 1)(u—3). 


Von den Üoefficienten der Potenzen von s und z in den ganzen 
Functionen F' müssen r als lineare homogene Functionen der übrigen 
oF 


so bestimmt werden, dass re und 5, für r der Gleichung F = 0 


genügende Werthenpaare gleichzeitig verschwinden. Die rationalen 
Functionen von s und z, als Funetionen von einer von ihnen betrachtet, 


stellen dann alle Systeme 2p + lfach zusammenhängender algebrai- 
scher Functionen dar. 


14. 


Ich benutze nun nach Jacobi (Journ. f. Math. Bd. 9 Nr. 32 
$. 8) das Abel’sche Additionstheorem zur Integration eines Systems 
von Differentialgleichungen; ich werde mich dabei auf das beschränken, 
was in dieser Abhandlung später nöthig ist. 

Führt man in einem allenthalben endlichen Integrale w einer 
rationalen Function von s und z als unabhängig veränderliche Grösse 
eine rationale Function von s und z, &, ein, die für m Werthenpaare 


; . RE 1 Ah 
von s und z unendlich von der ersten Ordnung wird, so ist 7, eine 
m werthige Function von &. Bezeichnet man die m Werthe von w für 
dasselbe & durch w®, w®,..., w®, so ist 

dw) dw(@) dw (m) 


a Tr 








$ 
h 
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eine einwerthige Function von &, deren Integral allenthalben endlich 
bleibt, und folglich ist auch Sd(w® + w'® +» + w”) allenthalben 
einwerthig und endlich, mithin constant. Auf ähnliche Weise findet 
sich, wenn @®, @®%, ..., @) die demselben & entsprechenden Werthe 
eines beliebigen Integrals ® einer rationalen Function von s und 2 
bezeichnen, [ d(o®) + @® + .--+ 0) bis auf eine additive Con- 
stante aus den Unstetigkeiten von ® und zwar als Summe von einer 
rationalen Function und mit constanten Coefficienten versehenen Loga- 
rithmen rationaler Functionen von £. 

Mittelst dieses Satzes lassen sich, wie jetzt gezeigt werden soll, 
folgende p gleichzeitige Differentialgleichungen zwischen den p +1 
der Gleichung F(s, 2) = 0 genügenden Werthenpaaren von s und 2, 


(S, 2); (85; 23) RE, (+15 2p+1) 


Ypx(S,; 2,) dz, Pr(S,, 23) d2, ER Px(Sp-+1, 2p+1) dzp+1 PREr 
DE eine. 
08, 08, Ösp+1 











für a=1,2,..., p, allgemein oder vollständig (complete) integriren. 
Durch diese Differentialgleichungen sind p von den Grössenpaaren 
(Su, 2u) als Functionen des einen noch übrigen völlig bestimmt, wenn 


für einen beliebigen Werth des letzteren die Werthe der übrigen 


gegeben werden. Wenn man also diese p + 1 Grössenpaare als 
Funetionen einer veränderlichen Grösse & so bestimmt, dass sie für 
denselben Werth O0 dieser Grösse beliebig gegebene Anfangswerthe 
(59,20), (8%; 2%), -.., ($%p+1, 2'p +1) annehmen und den Differential- 
gleichungen genügen, so hat man dadurch die Differentialgleichungen 
allgemein integrirt. Nun lässt sich die Grösse E als einwerthige und 
folglich rationale Function von (s, 2) immer so bestimmen, dass sie 
nur für alle oder einige von den p + 1 Werthenpaaren (s,°, 2.) un- 
endlich und für diese nur unendlich von der ersten Ordnung wird, da 
sich in dem Ausdrucke 


u=p-+1 u=p 
> But(s,", 2%) + Re AuWu + const. 
n=1 ul J 


die Verhältnisse der Grössen « und ß immer so bestimmen lassen, 
dass die Periodieitätsmoduln sämmtlich 0 werden. Es genügen dann, 
wenn ken ß=0 ist, den zu lösenden Differentialgleichungen die 


p-+ 1 Zweige der p + 1 werthigen gleichverzweigten Funetionen sund 


2 von &, (5, 2)» (So 2)s ++ (+1, 2-+ı), welche für &=0 die 


Werthe (s,?, 29), (39, 29), --., (p+1, 2%» +ı) annehmen. Wenn aber 
von den Grössen ß einige, etwa die p + 1 — m letzten gleich O 
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werden, so werden die zu lösenden Differentialgleichungen befriedigt 
durch die m Zweige der m werthigen Functionen s und z von MEER 
($, 2), -.-, (Sm, 2m), welche für &—=0 gleich (s,’, 2,9), (5, a ae 
(Sn°, 2°) werden, und durch constante also ihren Anfangswerthen 
Sn+1 +, 2%» +1 gleiche Werthe der Grössen Sn41, Zmtıj: +. Sp+1, p+ı- 
Im letzteren Falle sind von den p linearen homogenen Gleichungen 


um 
Pr (Su, Zu)dau _ 0. 
OF (Su, Zu) 
u=l. IE 3587 
O8u 


a i = dz , 
für —=1,2,...,p zwischen den Grössen re) p+t1-m 


Osu 
eine Folge der übrigen; es ergeben sich hieraus P + 1 — m Bedingungs- 
gleichungen, welche, damit dieser Fall eintritt, zwischen den Functionen 
(S1> 2)» - ++» (Sm, 2m) und also auch zwischen ihren Anfangswerthen 
(SAN, 2.5 (Sm, 2m) erfüllt sein müssen, und es können daher von 
diesen, wie oben (8. 5) gefunden, nur 2m — pP — 1 beliebig gegeben 
werden. 


15. 


’ N 
J u —+- const., 
08:3 


durch das Innere von 7’ integrirt, gleich w, und der Periodicitäts- 
modul von w, für den vten Querschnitt gleich E so dass sich die 
Funetionen w,, %,, ..., w, des Grössenpaars (s, 2) beih Uebertritt des 
Punkts (s, 2) von der negativen auf die positive Seite des vten Quer- 
schnitts gleichzeitig um %k,”, k9, ..., k® ändern. Zur Abkürzung 


Es sei nun 





mag ein System von p Grössen (b,, by, ». ., b,) einem andern - 


(@, Ay, ».., Ay) congruent nach 2p Systemen zusammengehöriger Moduln 
genannt werden, wenn es aus ihm durch gleichzeitige Aenderungen 
sämmtlicher Grössen um zusammengehörige Moduln erhalten werden 
kann. Ist der Modul der zten Grösse im vten Systeme ik”, so 
heisst demnach 
(b,, b,, ee, b,) = (Q,, Gy, ee, Ay), 
wenn : 
ba = 4a, + Dim, 
v=1 


für m=1,2,...,p und m, m,,.. ., Mg, ganze Zahlen sind. 


ine Fi 
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Da sich p beliebige Grössen @,, @, ..., 4, immer und nur auf 
# 


=2p 
eine Weise in die Form a, = & &,K setzen lassen, so dass die 2p 


v1 

Grössen & reell sind, und durch Aenderung dieser Grössen & um ganze 
Zahlen alle congruenten Systeme und nur diese sich ergeben, so erhält 
man aus jeder Reihe congruenter Systeme eins und nur eins, wenn 
man in diesen Ausdrücken jede Grösse & alle Werthe von einem be- 
liebigen Werthe bis zu einem um 1 grösseren, einen der beiden Grenz- 
werthe eingeschlossen, stetig durchlaufen lässt. 

Dieses festgesetzt, folgt aus den obigen Differentialgleichungen 
oder aus den p Gleichungen 


u=rp-1 
dw =D für. ar = 1,2, 2 


u=l 
durch Integration 


(309, 2,9. ZN) Ele, 6.5, 
worin €, C++ ., C» constante von den Werthen (s°, 2’) abhängige 
Grössen sind. ; 


16. 
Drückt man & als Quotienten .zweier ganzen Functionen von s und 
y4 . . .. . . 
2, 7y, aUS, SO sind die Grössenpaare (S,, 2), - - -, (Sm, 2m) die gemein- 


schaftlichen Wurzeln der Gleichungen F=0 und -—£ Da die 


E 
Yo 
ganze Function 

; 2 w=f(s, 2) 
für alle Werthenpaare, für welche y und % gleichzeitig verschwinden, 
ebenfalls, was auch & sei, verschwindet, so können die Grössenpaare 
(S5 2) +: (Sn, 2m) auch definirt werden als gemeinschaftliche Wurzeln 
der Gleichung F= 0 und einer Gleichung (s, 2) — 0, deren Coeffi- 
cienten so sich ändern, dass alle übrigen gemeinschaftlichen Wurzeln 
constant bleiber. Wenn m <p- 1, kann & in der Form dar- 
gestellt werden ($. 10) und f in der Form ; | 

pg® — Ep9 — p®), 

Die allgemeinsten Werthe der den p Gleichungen 


u=p 
>, du — 0 ar a 1;2,.2,.,9 


u=1 
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genügenden Functionenpaare (s,, 2), ++, ($, %) werden daher ge- 
bildet durch p gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen F —= 0 und 
9=0(, welche so sich ändern, dass die übrigen gemeinschaftlichen 
Wurzeln constant bleiben. Hieraus folgt leicht der später nöthige 


Satz, dass die Aufgabe, » — 1 von den 2P — 2 Grössenpaaren 
(6, > Tania 22p—2) als Functionen der p—1 übrigen so zu 
bestimmen, dass die p Gleichungen 
u=2p—2 
dw) = 0 für —=1,2,.. BE 
ul 


erfüllt werden, völlig allgemein gelöst wird, wenn man für diese 
2p — 2 Grössenpaare die von den r Wurzeln s — 9, 2= 6, ($. 6) 
verschiedenen gemeinschaftlichen Wurzeln der Gleichungen F—= 0 und 
9=0 oder die 2p — 2 Werthenpaare nimmt, für welche dw unend- 
lich klein von der zweiten Ordnung wird, und dass diese Aufgabe 
daher nur eine Lösung zulässt. Solche Grössenpaare sollen durch die 
Gleichung 9 = 0 verknüpft heissen. In Folge der Gleichungen 


2p—2 2p—2 2p—2 2p—2 


>’ dw„@ — 0 wird (Dom, >" 100, ..., >) 1,0), 
2 1 1 1 


die Summen über solche Grössenpaare ausgedehnt, congruent einem 
constanten Grössensysteme (c, &%,... : Cp), worin cz nur von der 
additiven Constante in der Function %„ oder dem Anfangswerthe des 
sie ausdrückenden Integrals abhängt. 


Zweite Abtheilung. E 
17. 


Für die ferneren Untersuchungen über Integrale von algebraischen, 
2p + 1fach zusammenhängenden Functionen ist die Betrachtung einer 


pfach unendlichen $-Reihe von grossem Nutzen, d. h. einer pfach - 


unendlichen Reihe, in welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes 
eine ganze Function zweiten Grades der Stellenzeiger ist. Es sei in 
dieser Function für ein Glied, dessen Stellenzeiger m,, m,, ..., my 
sind, der Coeffieient des Quadrats m,” gleich a,,, des doppelten Pro- 
duets mm gleich a,,w = a,,., der doppelten Grösse m, gleich v,, 
und das constante Glied = 0. Die Summe der Reihe, über alle ganzen 
positiven oder negativen Werthe der Grössen m ausgedehnt, werde 
als Function der p Grössen v betrachtet und durch 90,0, 5, 
bezeichnet, so dass 


er 
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p\& 


4 » 
© (2) au, Mumu + FEN mu 
e 


(1.) (9, 0,0) (3 


—o 


’ 


worin die Summationen im Exponenten sich auf u und w, die äusseren 
Summationen auf m,, M;, ..., m, beziehen. Damit diese Reihe con- 


p\2 
vergirt, muss der reelle Theil von (2) Au,wMuMmw wesentlich negativ 
1 


sein oder, als eine Summe von positiven oder negativen Quadraten 
reeller linearer von einander unabhängiger Functionen der Grössen m 
dargestellt, aus p negativen Quadraten zusammengesetzt sein. 

Die Function ® hat die Eigenschaft, dass es Systeme von gleich- 
zeitigen Aenderungen der p Grössen v giebt, durch welche log ® nur 
um eine lineare Function der Grössen v geändert wird, und zwar 2p 
von einander unabhängige Systeme (d. h. von denen keins eine Folge 
der übrigen ist). Denn man hat, die ungeändert bleibenden Grössen 
v unter dem Functionszeichen # weglassend, für u=1,2,...,p 


2) $=d (m -+ ri) und 


2vu + Ay, : 
: (3.) 9$=e Hm -+ Au she a RETTET Yon sc p,u); 


wie sich sofort ergiebt, wenn man in der Reihe für # den Stellen- 
zeiger m. in mu + 1 verwandelt, wodurch sie, während ihr Werth 
ungeändert bleibt, in den Ausdruck zur Rechten übergeht. 

Die Function # ist durch diese Relationen und durch die Eigen- 
schaft, allenthalben endlich zu bleiben, bis auf einen constanten Factor 
bestimmt. Denn in Folge der letzteren Eigenschaft und der Rela- 


‘tionen (2.) ist sie eine einwerthige für endliche v endliche Function 


20, 2v, 2% . . . i ö 
vone ‘,e ’,...,„e ” und folglich in eine pfach unendliche Reihe 


von der Form 
»p 
o_\2 2 Zu Mu 
> Am, Ma5...:,Mp € 


mit den constanten Coefficienten A entwickelbar. Aus den Relationen 
(3.) ergiebt sich aber 
2 Fans + au,» 
1 


Du, Me 1, ., Mn u EEE SER 


folglich 
» 2 
(2) Ay, u Mu My 


1 
= const. e „W. 2b. w. 


My 5 ++. Mp 
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Man kann daher diese Eigenschaften der Function zu ihrer 
Definition verwenden. Die Systeme gleichzeitiger Aenderungen der 
Grössen v, durch welche sich log # nur um eine lineare Function von 
ihnen ändert, sollen Systeme zusammengehöriger Periodieitätsmoduln der 
unabhängig veränderlichen Grössen in dieser #-Function genannt werden. 


18. 


Ich substituire nun für die p Grössen ®,, %y, ..., % p immer end- 
lich bleibende Integrale «,, %,,..., %, rationaler Functionen einer 


veränderlichen Grösse z und einer 2p + lfach zusammenhängenden 
algebraischen Function s dieser Grösse, und für die zusammengehörigen 
Periodicitätsmoduln der Grössen v zusammengehörige (d. h. an dem- 
selben Querschnitte stattfindende) Periodieitätsmoduln dieser Integrale, 
so dass log ® in eine Function einer Veränderlichen 2 übergeht, 
welche sich, wenn s und z nach beliebiger stetiger Aenderung von 2 
den vorigen Werth wieder annehmen, um lineare Functionen der 
Grössen u ändert. 

Es soll zunächst gezeigt werden, dass eine solche Substitution für 


jede 2p + 1fach zusammenhängende Function s möglich ist. Die Zer- 
schneidung der Fläche 7’ muss zu diesem Zwecke so durch 2p in sich 
zurücklaufende Schnitte a,, @,..., @p, Bi, de, - - -, D» geschehen, dass 
folgende Bedingungen erfüllt werden. Wenn man 4,, Ug,..., Up SO 
wählt, dass der Periodieitätsmodul von «„ an dem Schnitte a. gleich 
zi, an den übrigen Schnitten a gleich O ist, und man den Periodieitäts- 
modul von a, an dem Schnitte 5b, durch a,,, bezeichnet, so muss 


A,» = 4, und der reelle Theil von Z a„wmumw fär alle reellen 
Au, u 
(ganzen) Werthe der p Grössen m negativ sein. 


19. 


Die Zerlegung der Fläche 7 werde nicht wie bisher nur durch in 
sich zurücklaufende Querschnitte, sondern folgendermassen ausgeführt. 
Man mache zuerst einen in sich zurücklaufenden die Fläche nicht zer- 
stückelnden Schnitt a, und führe dann einen Querschnitt b, von der 
positiven Seite von a, auf die negative zum Anfangspunkte zurück, 
worauf die Begrenzung aus einem Stücke bestehen wird. Einen dritten 
die Fläche nicht zerstückelnden Querschnitt kann man demzufolge 
(wenn die Fläche noch nicht einfach zusammenhängend ist) von einem 
beliebigen Punkte dieser Begrenzung bis zu einem beliebigen Begren- 
zungspunkte, also auch zu einem früheren Punkte dieses Querschnitts 
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führen. Man thue das Letztere, so dass dieser "Querschnitt aus einer 
in sich zurücklaufenden Linie a, und einem dieser Linie voraufgehen- 
den Theile c, besteht, welcher das frühere Schnittsystem mit ihr ver- 
bindet. Den folgenden Querschnitt b, ziehe man von der positiven 
Seite von a, auf die negative zum Anfangspunkte zurück, worauf die 
Begrenzung wieder aus einem Stücke besteht. Die weitere Zerschnei- 
dung kann daher, wenn nöthig, wieder durch zwei in demselben 
Punkte anfangende und endende Schnitte a, und b, und eine das 
System der Linien a, und b, mit ihnen verbindende Linie c, geschehen. 
Wird dieses Verfahren fortgesetzt, bis die Fläche einfach zusammen- 
hängend ist, so erhält man ein Schnittnetz, welches aus p Paaren von 
zwei in einem und demselben Punkte anfangenden und endenden Linien 
a, und b,, a, und b,,...,a, und b, besteht und aus p— 1 Linien 
Cy € *+ +, Cp—ı, welche jedes Paar mit dem folgenden verbinden. Es 
möge c, von einem Punkte von b, nach einem Punkte von a, gehen. 


Das Schnittnetz wird als so entstanden betrachtet, dass der 2v — 1te 
Querschnitt aus c,_ı und der von dem Endpunkte von c,_ı zu diesem 
zurückgezogenen Linie a, besteht, und der 2vte durch die von der 
positiven auf die negative Seite von a, gezogene Linie b, gebildet wird. 
Die Begrenzung der Fläche besteht bei dieser Zerschneidung nach 
einer geraden Anzahl von Schnitten aus einem, nach einer ungeraden 
aus zwei Stücken. 

Ein allenthalben endliches Integral w einer rationalen Function 
von s und 2 nimmt dann zu beiden Seiten einer Linie ce denselben 
Werth an. Denn die ganze früher entstandene Begrenzung besteht, 
aus einem Stücke und bei der Integration längs derselben von der 
einen Seite der Linie ce bis auf die andere wird / dw durch jedes früher 
entstandene Schnittelement zweimal, in entgegengesetzter Richtung, 
erstreckt. Eine solche Function ist daher in 7 allenthalben ausser 
den Linien a und b stetig. Die durch diese Linien zerschnittene Fläche 
T möge durch 7” bezeichnet werden. 


20. 
Es seien nun w,, ws, ..., w, von einander unabhängige solche 


Junctionen, und der Periodieitätsmodul von w,„ an dem Querschnitte 
[0) 
u 
das Integral f w.dw,., um die Fläche 7” positiv herum ausgedehnt, 


—=0, da die Function unter dem Integralzeichen allenthalben endlich 
ist. Bei dieser Integration wird jede der Linien a und 5b zweimal, 
einmal in positiver und einmal in negativer Richtung durchlaufen, und 


a, gleich A,’ und an dem Querschnitte b, gleich -B/. Es ist dann 
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tiverseits weis (sebiets dient, für w, der Werth auf der positiven 
Seite oder „+, während dieser der Werth auf der negativen oder 
w.„ genommen werden. Es ist also dies Integral gleich der Summe 
aller Integrale f (w„t — w.) dw. durch die Linien a und b. Die 
Linien 5 führen von der positiven zur negativen Seite der Linien a, 
und folglich die Linien « von der negativen zur positiven Seite der 
Linien b. Das Integral durch die Linie a, ist daher 


J Am dw. = Ar le = AB, 
und das Integral durch die Linie b, 
—_ [ 209 Re URN) 
= B,dwe = — BA, 


Das Integral / w.dw,, um die Fläche 7” positiv herum erstreckt, 


ist also 
Ss (49 B9 — B% An, 


und diese Summe folglich = 0. Diese Gleichung gilt für je zwei von 


PR 


1 ß 
den Functionen w,, %,,..., w, und liefert also — —, ) Relationen 


zwischen deren Periodieitätsmoduln. 
Nimmt man für die Functionen w die Funetionen « oder wählt 
man sie so, dass AN für ein von w verschiedenes v gleich O0 und 


A” —= mi ist, so at diese Relationen über in Be mi — Bi ni =0 


oder in Qu,’ = Ay’, u 2 


21. 


Es bleibt noch zu zeigen, dass die Grössen a die zweite oben 
nöthig gefundene Eigenschaft besitzen. 

Man setze w = u + vi und den Periodieitätsmodul dieser Function 
an dem Schnitte a, gleich Am = «,—+ y,i und an dem Schnitte b, 
gleich Be) —= ß, + Öö,i. Es ist dann das Integral 


(+ @y) ar 
[es wear 


*) Dies Integral drückt den Inhalt der Fläche aus, welche die Gesammtheit 
der Werthe, die w innerhalb 7” annimmt, auf der w-Ebene repräsentirt. 


“, 


oder 
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durch die Fläche 7” gleich dem Begrenzungsintegral fudv um 7” 
positiv herum erstreckt, also gleich der Summe der Integrale (ut — u”)dv 
durch die Linien @ und 5b. Das Integral durch die Linie a, ist 
= «, [dv = a,ö,, das Integral durch die Linie b, gleich B,fdv = — B,y, 
und folglich ’ 


Era RN 
Fa) +9) or Zaun -en 
e v‚=1 
Diese Summe ist. daher stets positiv. 
Hieraus ergiebt sich die zu beweisende Eigenschaft der Grössen a, 


wenn man für w setzt um, + WM; + + U,m,. Denn es ist dann 
Am = m,rzi, B = Zay, Ms folglich «, stets = 0 und 


Sl + 1) er- ann -—umm 


oder gleich dem reellen Theile von — z&a,,mum,, welcher also für 


u,v 


alle reellen Werthe der Grössen m positiv ist. 


22. 


Setzt man nun in der #-Reihe (1.) $. 17 für a, den Periodi- 
citätsmodul der Function «„ an dem Schnitt b. und, durch e,, &,...., €» 
beliebige Constanten bezeichnend, «1. — e. für v„, so erhält man eine 
in jedem Punkte von 7’ eindeutig bestimmte Function von z, 


9 — &, U — &; --, Up — Ep), 
welche ausser den Linien b stetig und endlich und auf der positiven 


Seite der Linie b, (e” ?%%)) mal so gross als auf der negativen 
ist, wenn man den Functionen « in den Linien b selbst den Mittel- 
werth von den Werthen zu beiden Seiten beilegt. Für wie viele 
Punkte von 7’ oder Werthenpaare von s und 2 diese Function un- 
endlich klein von der ersten Ordnung wird, kann durch Betrachtung 
des Begrenzungsintegrals /dlog®, um 7’ positiv herum erstreckt, 
gefunden werden; denn dieses Integral ist gleich der Anzahl dieser 
Punkte multiplieirt mit 2#:. Andererseits ist dies Integral gleich der 
Summe der Integrale /(d log®+ — d log 97) durch sämmtliche Schnitt- 
linien a, b und ec. Die Integrale durch die Linien @ und ce sind =(, 
das Integral durch b, aber gleich — 2 fdu, = 2ri, die Summe aller 
also = p2ri. Die Function #® wird daher unendlich klein von der 
ersten Ordnung in p Punkten der Fläche T', welche durch ER RE 
bezeichnet werden mögen. 
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Durch einen positiven Umlauf des Punktes (s, 2) um einen dieser 
Punkte wächst log um 2#i, durch einen positiven Umlauf um das 
Schnittepaar a, und b, um — 2xi. Um daher die Function log # 
allenthalben eindeutig zu bestimmen, führe man von jedem Punkte 7 
einen Schnitt durch das Innere nach je einem Linienpaar, von n, den 
Schnitt /, nach a, und b,, und zwar nach ihrem gemeinschaftlichen 
Anfangs- und Endpunkte, und nehme in der dadurch entstandenen 
Fläche 7* die Function allenthalben stetig an. Sie ist dann auf der 
positiven Seite der Linien 7 um — 2zi, auf der positiven Seite der 
Linie a, um 9,2xi und auf der positiven Seite der Linie b, um 
— 2 (u, — e,) — h,2mi grösser, als auf der negativen, wenn g, und h, 
ganze Zahlen bezeichnen. 


Die Lage der Punkte 7 und die Werthe der Zahlen g und h 
hängen von den Grössen e ab, und diese Abhängigkeit lässt sich auf 
folgendem Wege nüher bestimmen. Das Integral flog® du,, um 7* 
positiv herum erstreckt, ist — 0, da die Function log® in 7* stetig 
bleibt. Dieses Integral ist aber auch gleich der Summe der Integrale 
Sog #+ — log97) du, durch sämmtliche Schnittlinien I, a, b und e 
und findet sich, wenn man den Werth von «„ im Punkte n, durch 
&.'”) bezeichnet, 


i 
== 271 es u) + huri + Da — &u+ hu), 


worin k, von den Grössen e, g, h und der Lage der Punkte 7 unab- 
hängig ist. Dieser Ausdruck ist also = 0. 

Die Grösse k, hängt von der Wahl der Function #,„ ab, welche 
durch die Bedingung, an dem Schnitte a„ den Periodieitätsmodul zi, 
an den übrigen Schnitten « den Periodieitätsmodul O0 anzunehmen, nur 
bis auf’ eine additive Constante bestimmt ist. Nimmt man für «„ eine 
um die Constante c,„ grössere Function und zugleich e„ um c„ grösser, 
so bleiben die Function # und folglich die Punkte n und die Grössen 
9, h ungeändert, der Werth von «,„ im Punkte n, aber wird «u + cu. 
Es geht daher k, in ku — (p— 1)e„ über und verschwindet, wenn 
er ee genommen wird. 

Man kann folglich, wie für die Folge geschehen soll, die addi- 
tiven Constanten in den Funetionen « oder die Anfangswerthe in den 
sie ausdrückenden Integralen so bestimmen, dass man durch die Sub- 
stitution von u. — Za,”) für v„ in log (v,,...,v,) eine Function er- 
hält, welche in den Punkten n logarithmisch unendlich wird und, durch 
T* stetig fortgesetzt, auf der positiven Seite der Linien ! um — 2zi, 


u 0 nd US 22 al 


ER 
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p 
der Linien « um O0 und der Linie b, um — 2 (u, — Za,)) grösser 
; 1 


wird, als auf der negativen. Zur Bestimmung dieser Anfangswerthe 
werden sich später leichtere Mittel darbieten, als der obige Integral- 
ausdruck für Ay. 


23. 


Setzt man (4, %, ...,) = (aM, a, P,...,a,(P) nach den 2p 
Modulsystemen der Functionen « ($. 15), also 


p—1 2—1 p—1 
Re 0) (- 5 Me 3 ne > ”), 
T T 1 


so wird ® = 0. Wird umgekehrt # = 0 für u. = r., 80 ist (N, 73, -., 77) 
einem Grössensysteme von der Form 


p—1 p—1 p—1 
E S ur Sy ET > “ 
1 1 
congruent. Denn setzt man v, = u. — RN —+ r„, Indem man n, be- 


liebig wählt, so wird die Function ® ausser in n, noch in p— 1 
andern Punkten unendlich klein von der ersten Ordnung, und be- 
zeichnet man diese durch 7), N; -- -, Np—ı, So ist 


—1 


» — 2» 01 
= > en, we > 0, ...y BEE > ”) ee N; Yg, RE v3) 
1 1 1 


Die Function # bleibt ungeändert, wenn man sämmtliche Grössen 
v in's Entgegengesetzte verwandelt; denn verwandelt man in der Reihe 
für 9 (®,, %, ..., 9%) sämmtliche Indices m in’s Entgegengesetzte, wo- 
durch der Werth der Reihe ungeändert bleibt, da — m, dieselben Werthe 
wie m, durchläuft, so geht & (v,, %,, ...,v)) über in 9 (— 9, — vy,...,— %p). 
Nimmt man nun die Punkte n,, N, ..-,9»-—ı beliebig an, so 


p—1i 


p—1i 
wird ® Eu 2 amN,...,— 20,”) = 0 und folglich, da die Function $ 
1 


p—1 r—1 
wie eben bemerkt gerade ist, auch $ (Za&,”,..., 2«,”) = 0. Es lassen 
1 1 


sich also die » — 1 Punkte n,, N»+1, -.., Ne»—2 so bestimmen, dass 


Dan... a Day er ale Sam SR er) 


und folglich 
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2p—2 2p—2 | 
( Dia”, ER I”) =((),...... ‚o) 
1 n 


ist. Die Lage der p — 1 letzten Punkte hängt dann von der Lage 


der » — l ersten so ab, dass bei beliebiger stetiger Aenderung der- 
2p—2 


selben z de,” = 0 füra—1,2,...,p, und folglich sind ($. 16) die 
Punkte n solche 2p — 2 Punkte, für welche ein dw unendlich klein 
von der zweiten Ordnung wird, oder wenn man den Werth des 
Grössenpaars (s, 2) im Punkte n, durch (6,, &,), bezeichnet, so sind 
(6, &)y +, (Gap —2, &p—2) durch die Gleichung g = 0 verknüpfte 
Werthenpaare ($. 16). 

Bei den hier gewählten Anfangswerthen der Integrale u wird also 

2p—2 2p2—2 


N u PER wi) 
Bi ? ’ = p ’ ’ 


wenn die Summationen über sümmtliche von den Grössenpaaren (Yo, ©,) 
($. 6) verschiedene gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F = 0 und 
der Gleichung 9 + %9, + + 6,9» = 0 erstreckt werden, wobei 
die Oonstanten Grössen c beliebig sind. 

Sind &,, &, ---, &, m Punkte, für welche eine rationale Function & 
von s und z, die m mal unendlich von der ersten Ordnung wird, den- 
selben Werth annimmt, und u, s., Zu die Werthe von ur, s, 2 im 


m m m 
Punkte &,, so ist ($. 15) Zu, zu, Zug Zu) congruent einem 


constanten, d. h. vom Werthe der Grösse & unabhängigen Grössen- 
systeme (b,, b,,..., d,), und es kann dann für jede beliebige Lage 
eines Punktes e die Lage der übrigen so bestimmt werden, dass 


(Du, Eng Dr) nt 
1 1 


Man kann daher, wenn m = p, (u, — b,,. ., t%p — b,) und, wenn m <p, 


p—m 2—m 


(a, we: > 0,” Bar b,, 0.9 Up ch > 6, ng b,) 
1 


1 
für jede beliebige Lage des Punkts (s, 2) und der p — m Punkte 7 
it 1 
auf die Form IE RARTTET =: «,®)) bringen, indem man einen 
1 1 


der Punkte & mit (s, 2) zusammenfallen lässt, und folglich ist 


»—m 


»p— m 
1 


1 
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für jedwede Werthe des Grössenpaars (s, 2) und der p — m Grössen- 
paare (6,, &,) gleich 0. 


24. 


Aus der Untersuchung des $. 22 folgt als Corollar, dass ein be- 
liebig gegebenes Grössensystem (&,,...,€,) immer einem und nur 


einem Grössensysteme von der Form (Za,,..., Za,”) congruent 
1 1 


N 


ist, wenn die Function 9 (t, — &,:..., 4% — €,) nicht identisch ver- 
schwindet; denn es müssen dann die Punkte n die p Punkte sein, für 
welche diese Function 0 wird. Wenn aber (u, ® — &,,..., up — e,) 
für jeden Werth von (s,, 2,) verschwindet, so lässt sich 


»—1 .p—1 


UP — &,..., pP — ,) = (— UM, ..., — U,” 
1 13 p 429283 p 
- 


setzen ($. 23), und es lassen sich also für jeden Werth des Grössen- 
paars ($,, 2,) die Grössenpaare (S,, 2), -- +, (Sp—1, 2p—ı) So bestim- 


men, dass 
; 2 p 
( > u, . a 34, —/(,..:,0p) 
1 23% 


v 
und folglich, bei stetiger Aenderung von (S,, 2,), Zduz) = 0 ist für 
1 


z=1,2,...,2. Die p Grössenpaare (s,, 2,) sind daher p von den 
Grössenpaaren (Y,, $,) verschiedene Wurzeln einer Gleichung @ = 0, 
deren Coefficienten so sich ändern, dass die übrigen p — 2 Wurzeln 
constant bleiben. Bezeichnet man die Werthe von 4, für diese » — 2 
Werthenpaare von s und 2 durch u„(P FD, u PF2,..., UP, so ist 


29 —2 2p—2 
(u er re ‚o) 
und folglich 
; 2p—2 2p—2 
(JE 2 WW... — Du). 
1 Pe-+1 
Umgekehrt ist, wenn diese Congruenz stattfindet, 
‚29 —2 2p—2 
(UP — e,...,P) — &,)=H (Du, Sag 49) ie 
? ? 


‚Ein beliebig gegebenes Grössensystem (e,, .. ., €») ist also nur Einem 


» 2» 
Grössensysteme von der Form (Za,”,..., Za,)) congruent, wenn es 
1 1 


Rıemann’s gesammelte mathematische Werke. I. 9 
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. . .. Dar 23 
nicht einem Grössensysteme von der Form (— Za,”,..., — a „)) con- 
® 1 1 
gruent ist, und unendlich vielen, wenn dieses stattfindet. 
D » u p BT . » 
ad (u — u er Up Be So braeh rieDes a SE Zapt — %p), 


so ist ® eine ganz ähnliche Function wie von (s, 2) auch von jedem 

der p Grössenpaare (6,, $&.). Diese Function von (6, &.) wird = 0 für das 

Werthenpaar (s, 2) und für die den übrigen p — 1 Grössenpaaren (0, 8) 

durch die Gleichung p = 0 verknüpften p — 1 Punkte. Denn bezeichnet 

man den Werth von %, in diesen Punkten mit Ba, Ba", ..:, BrP», so ist 
D 


p »—1 p—1 
( >, ar! 6 0) = (a, gr Dr ER 0, RE > B,®) 
1 1 1 i 1 


und folglich $ = 0, wenn n,. mit einem dieser Punkte oder mit dem 
Punkte (s, z)*zusammenfällt. 


25. 


Aus den bisher entwickelten Eigenschaften der Function ® ergiebt 
sich der Ausdruck von log ® durch Integrale algebraischer Funetionen 


von (8, 2), (6, 8)» +++» (9 &)- 
p pP 
Die Grösse log $ (u,® — Za,®,...) — log ® (u® — Za,W), ...) 
1 1 


ist, als Function von (6, &.) betrachtet, eine Function von der Lage 
des Punkts n., welche im Punkte &;, wie — log (&u — 2,), im Punkte z,, 
wie log (&, — 2,) unstetig wird und auf der positiven Seite einer von 
&, nach &, zu ziehenden Linie um 2xi, auf der positiven »eite der 
Linie b, um 2 (u® — u,®) grösser ist, als auf der negativen, ausser 
den Linien b und der Verbindungslinie von & und &, aber allenthalben 
stetig bleibt. Bezeichnet nun ® w(g,, &,) irgend eine Funetion von 
(6, &u), welche ausser den Linien b ebenso unstetig ist uud auf der 
einen Seite einer solchen Linie ebenfalls um eine Constante grösser 
ist, als auf der andern, so unterscheidet sie sich ($. 3) von dieser nur 
um eine von (6,, &) unabhängige Grösse, und folglich ist sie von 


P . 
E0W(e,, &,) nur um eine von sämmtlichen Grössen (6, &) unabhängige 
1 


und also bloss von (s,, 2,) und (8, 23) abhängende Grösse verschieden. 
© (&,, &,) drückt den Werth einer Function ® (&,, &) des $. 4 für 
(s, 2) = (6,, &u) aus, deren Periodieitätsmoduln an den Schnitten a 
gleich O sind. Aendert man diese Function um die Constante c, so 


2 . .. L 
ändert sich Z°W(e,, &,) um pc; man kann daher, wie für die Folge 
1 














a 
a 
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geschehen soll, die additive Constante in der Function ® (&,, &) oder 
den Anfangswerth in dem sie darstellenden Integrale dritter Gattung 


» 
so bestimmen, dass log 9% — log 9) = 9“) (&,, &). Da 9 von jedem 
1 


der Grössenpaare (0, &) auf ähnliche Art, wie von (s, 2) abhängt, so 
kann die Aenderung von log $, wenn irgend eins der Grössenpaare 
(s, 2), (01, &) ---» (6, $,) eine endliche Aenderung erleidet, während 
die übrigen constant bleiben, durch eine Summe von Functionen © 
ausgedrückt werden. Offenbar kann man also, indem man nach und 
nach die einzelnen Grössenpaare (s, 2), (6, &) --., (0, &,) ändert, 
log $® ausdrücken durch eine Summe von Funetionen & und 
log®(0,0,..., 0) 

oder dem Werth von log ® für ein beliebiges anderes Werthen- 
system. Die Bestimmung von log®(0,0,..., 0) als Function der 
3p —3 Moduln des Systems rationaler Functionen von s und 2 
($. 12) erfordert ähnliche Betrachtungen, wie sie von Jacobi in seinen 
Arbeiten über elliptische Functionen zur Bestimmung von © (0) ange- 
wandt worden sind. Man kann dazu gelangen, indem man mit Hülfe 
der Gleichungen 

er 00005 0° 


Odu,w vu? HR We; Ovudvu 





’ 


wenn u von u’ verschieden ist, die Differentialquotienten von log ® 
nach den Grössen a in 


log ®# 


d log = Fa Au, w' 


durch Integrale algebraischer Funetionen ausdrückt. Für die Aus-\ 
führung dieser Rechnung scheint jedoch eine ausführlichere Theorie 


der Functionen, welche einer linearen Differentialgleichung mit alge- | 


braischen Üoefficienten genügen, nöthig, die ich nach den hier ange- 
wandten Prineipien nächstens zu liefern beabsichtige. 

Ist (s,, 2) unendlich wenig von (s,, 2,) verschieden, so geht 
© (&, &) über in dz,t(s,), worin t(e,) ein Integral zweiter Gattung 





einer rationalen Function von s und 2 ist, welches in &, wie un- 


2— 2 

stetig wird und an den Schnitten a den Periodieitätsmodul O hat; und 

es ergiebt sich, dass der Periodieitätsmodul eines solchen Integrals an 
u® 

dem Schnitte b, gleich 2 F 


so bestimmen lässt, dass die Summe der Werthe von £(&,) für die 
0 = 9) 





ist und die Integrationsconstante sich 


p Werthenpaare (o,, &), - - -, (0, & wird. Es ist dann 











1 9*# 


\ 


IA. 
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d log 9 
P% Eu 
von (6,, &.) verschiedenen Grössenpaaren (s, &) durch die Gleichung 
p= 0 verknüpften p — 1 Werthenpaare und für das Werthenpaar 

(s, 2), und man erhält für 


ö log 9 & ölog 9W 


gleich der Summe der Werthe von t (nu) für die den p — 1 








einen Ausdruck, welchen Weierstrass für den Fall, wenn s nur eine 
zweiwerthige Function von z ist, gegeben hat (Journ. für Mathem. 
Bd. 47 8. 300.Form. 35). 

Die Eigenschaften von ® (&,, &,) und t(&,) als Functionen von 
(s;, 2) und (8, 2,) ergeben sich aus den Gleichungen 


1 - 
© (&, &) = rs (log & (u,® — Pu...) — 108 9 (m — Pin» - )) 
und 
1 2loee9 (ud — PU ;:-- R 
t()= — 8 ne Par I 


p 
welche in den obigen Ausdrücken für log #® — log 9 und DENT en 
1 





als specielle Fälle enthalten sind. 


26. 


Es soll jetzt die Aufgabe behandelt werden, algebraische Funetionen 
von 2 als Quotienten zweier Producte von gleichvielen Funetionen 
9 (u — &,...) und Potenzen der Grössen e“ darzustellen. 

Ein solcher Ausdruck erlangt bei den Uebergängen von (s, 2) über 
die Querschnitte constante Factoren, und diese müssen ‚Wurzeln der 
Einheit sein, wenn er algebraisch von 2 abhängen und älso bei stetiger 
Fortsetzung für dasselbe z nur eine endliche Anzahl von Werthen an- 
nehmen soll. Sind alle diese Factoren ute Wurzeln der Einheit, so 
ist die ute Potenz des Ausdrucks eine einwerthige und folglich ratio- 
nale Function von s und 2. 

Umgekehrt lässt sich leicht zeigen, dass jede algebraische Function 
r von z, die innerhalb der ganzen Fläche 7’ stetig fortgesetzt, allent- 
halben nur einen bestimmten Werth annimmt und beim Ueberschrei- 
ten eines Querschnitts einen constanten Factor erlangt, sich auf man- 
nigfaltige Art als Quotient zweier Produete von #-Functionen und 
Potenzen der Grössen e“ ausdrücken lässt. Man bezeichne einen 
Werth von u, für r = ®o durch Pu und fürr —= 0 durch y. und 
nehme log r, indem man von jedem Punkte, wo r unendlich von der 
ersten Ordnung wird, nach je einem Punkte, wo r unendlich klein 
von der ersten Ordnung wird, eine Linie durch das Innere von 7’ 


5 "ak a ai Be nd il in 
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zieht, ausser diesen Linien in 7’ allenthalben stetig an. Ist dann 
logr auf der positiven Seite der Linie b, um 9,2ri und auf der posi- 


tiven Seite der Linie a, um — h,2zi grösser, als auf der negativen, 


so ergiebt sich durch die Betrachtung des Begrenzungsintegrals flogr du, 


für = 1,2,...,p, worin g und h, nach dem oben Bemerkten 
rationale Zahlen sein müssen und die Summen auf der linken Seite 
der Gleichung über sämmtliche Punkte, wo r unendlich klein oder 
unendlich gross von der ersten Ordnung wird, auszudehnen sind, indem 
man einen Punkt, wo r unendlich klein oder unendlich gross von einer 
höheren Ordnung wird, als aus mehreren solchen Punkten bestehend 
betrachtet (8. 2). Wenn diese Punkte bis auf p gegeben sind, so 


lassen sich diese p immer und allgemein zu reden nur auf eine Weise 
pri — hh2ri 
; 


so bestimmen, dass die 2p Factoren e gegebene Werthe 
annehmen ($$. 15, 24). 
Wenn man nun in dem Ausdrucke 

» P -2Zhw 
2 : 
worin P und @ Producte von gleichvielen Functionen 9 (u, — Za,9,...) 
mit demselben (s, 2) und verschiedenen (6, &) sind, die Werthenpaare 
von s und 2, für welche r unendlich wird, für Grössenpaare (0, &) in 
den $-Functionen des Nenners und die Werthenpaare, für welche r 
verschwindet, für Grössenpaare (6, &) in den #-Functionen des Zählers 
substituirt und die übrigen Grössenpaare (6, &) im Nenner und im 
Zähler gleich annimmt, so stimmt der Logarithme dieses Ausdrucks 
in Bezug auf die Unstetigkeiten im Innern von T’ mit bog r überein 
und ändert sich beim Ueberschreiten der Linien a und b, wie log r, 
nur um rein imaginäre längs diesen Linien constante (rössen; er 
unterscheidet sich also von logr nach dem Dirichlet’schen Princip 
nur um eine Constante und der Ausdruck selbst von r nur durch 
einen eonstanten Factor. Bei dieser Substitution darf selbstredend - 
keine der $-Functionen identisch, für jeden Werth von z, verschwin- 
den. Dieses würde geschehen ($ 23.), wenn sämmtliche Werthenpaare, 
für welche eine einwerthige Function von (s, 2) verschwindet, für 
Grössenpaare (6, ©) in einer und derselben ®-Function substituirt 
würden. 


27. 


Als Quotient zweier ®-Functionen, multiplieirt mit Potenzen der 
Grössen e“, lässt sich demnach eine einwerthige oder rationale Function 
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von (s, 2) nicht darstellen. Alle Functionen r aber, die für dasselbe 
Werthenpaar von s und 2 mehrere Werthe annehmen und nur für p 
oder weniger Werthenpaare unendlich von der ersten Ordnung wer- 
den, sind in dieser Form darstellbar und umfassen alle in dieser Form 
darstellbaren algebraischen Functionen von 2. Man erhält, abgesehen 
von einem eonstanten Factor, jede und jede nur einmal, wenn man in 


9 (%, — Ri — IN: a RE 2Evhv 


— —— e v 
°(v,, ep) 





p 
für h, und g, rationale ächte Brüche und u, — Fa, für v, setzt. 
1 


Diese Grösse ist zugleich eine algebraische Funetion von jeder 
der Grössen & und die (im vor. $.) entwickelten Prineipien reichen 
völlig hin, um sie durch die Grössen 2, &,.+-, £, algebraisch aus- 
zudrücken. 

In der That: Als Function von (s, 2) nimmt sie, durch die 
ganze Fläche 7’ stetig fortgesetzt, allenthalben einen bestimmten 
Werth an, wird unendlich von der ersten Ordnung für die Werthen- 


paare (6, &), -- +, (0p, &%) und erlangt an dem Schnitte a, beim Ueber- 


lv2ri 


gange von der positiven zur negativen Seite den Factor e i 


dem Schnitte b, den Factor De und jede andere dieselben Be- 
dingungen erfüllende Function von (s, 2) unterscheidet sich von ihr 
nur durch einen von (s, z) unabhängigen Factor. Als Function von 
(6, &.) nimmt sie, durch die’ ganze Fläche 7’ stetig fortgesetzt, allent- 
halben einen bestimmten Werth an, wird unendlich von der ersten 
Ordnung für,das Werthenpaar (s,2) und für die den übrigen p—1 Grössen- 


paaren (6, £) durch die Gleichung 9 — 0 verknüpften p — 1 Werthen- 


paare (0,®, &®),..., (6° ,, &%ı) und erlangt an dem Schnitte a, 


den Factor e "?"" an dem Schnitte b, den Factor Mach und jede 


andere dieselben Bedingungen erfüllende Function von (0,, &.) unter- 
‘ scheidet sich von ihr nur durch einen von (6., &.) unabhängigen 
Factor. Bestimmt man also eine algebraische Function von 2, &,.. +, &p 


f((s 29; (6, 2 ( )) 
so, dass sie als Function von jeder dieser Grössen dieselben Eigen- 
schaften besitzt, so unterscheidet sie sich von dieser nur durch einen 
von sämmtlichen Grössen 2, &, ..., & unabhängigen Factor und wird 
also — Af, wenn A diesen Factor bezeichnet. Um diesen Factor zu 
bestimmen, drücke man in f die von (64, &u) verschiedenen Grössen- 


paare (6, &) durch (6,®, 8), ..-, (6, &%,) aus, wodurch er in 


ai 
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I (ou, &u)3 (8, 2), (0,, LM)... . ee: a5 


übergehe; offenbar erhält man dann den inversen Werth der darzu- 


; ; R 1 . 
stellenden Function und also einen Ausdruck,. welcher —= A sein muss, 


wenn man in Ag für (6,, $&.) das Grössenpaar (s, 2) und für die . 


Grössenpaare (s, 2), (0,9, 8), ..., (o,, &°,) die Werthenpaare 
von (s, 2) substituirt, für aalche die darzustellende Function und also 
f=0 wird. Hieraus ergiebt sich A? und also A bis auf das Vor- 
zeichen, welches durch direete Betrachtung der #-Reihen in dem dar- 
zustellenden Ausdrucke gefunden werden kann. *) 


*) Ueber die Form der algebraischen Function f mögen noch einige Bemer- 
kungen folgen. Ist n der kleinste gemeinschaftliche Nenner der. Grössen h, und 
gr, so ist die nte Potenz von f eine einwerthige Function sowohl von (s, 2) als 
von sämmtlichen Grössenpaaren (s, &) und folglich f die nte Wurzel aus einer 
rationalen Function. Diese rationale Function muss als Function von (s, 2) so be- 
stimmt werden, dass sie für die p Grössenpaare (o, $) unendlich von der nten 
Ordnung wird, und dass von den np Punkten, für welche sie unendlich klein 
wird, ebenfalls je n zusammenfallen. 

Ist 7 irgend eine Function von (s, 2) welche an den Querschnitten dieselben 
Factoren erlangt, wie / und bezeichnet A. den Werth dieser Function für das 
Werthenpaar (ou, &u), so ist . IA, A, ... A» eine rationale Function eg von 
s, 2 und sämmtlichen Grössen (o, 8); also: 

ol 
ER 


[Bemerkung aus den in Riemann’s Nachlass befindlichen Entwürfen zur vor- 
stehenden Abhandlung. ] 





VI. 


Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer 
gegebenen Grösse. | 
(Monatsberichte der Berliner Akademie, November 1859.) 


Meinen Dank für die Auszeichnung, welche mir die Akademie 
durch die Aufnahme unter ihre Correspondenten hat zu Theil werden 
lassen, glaube ich am besten dadurch zu erkennen zu geben, dass ich 
von der hierdurch erhaltenen Erlaubniss baldigst Gebrauch mache 
durch Mittheilung einer Untersuchung über die Häufigkeit der Prim- 


zahlen; ein Gegenstand, welcher durch das Interesse, welches Gauss 


und Dirichlet demselben längere Zeit geschenkt haben, einer solchen 
Mittheilung vielleicht nicht ganz unwerth erscheint. 
Bei dieser Untersuchung diente mir als Ausgangspunkt die von 

Euler gemachte Bemerkung, dass das Product 

1 1 

II ae £ 

p° 
wenn für p alle Primzahlen, für n alle ganzen Zahlen gesetzt werden. 
Die Funetion der complexen Veränderlichen s, welche durch diese 
beiden Ausdrücke, so lange sie convergiren, dargestellt wird, bezeichne 
ich durch £&(s). Beide convergiren nur, so lange der reelle Theil von 
s grösser als 1 ist; es lässt sich indess leicht ein immer gültig blei- 
bender Ausdruck der Function finden. Durch Anwendung der Gleichung 
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Betrachtet man nun das Integral 


”“ (— 2)s—1de 
ex — 1 





von + © bis + © positiv um ein Grössengebiet erstreckt, welches 
den Werth O0, aber keinen andern Unstetigkeitswerth der Function 
unter dem Integralzeichen im Innern enthält, so ergiebt sich dieses 


leicht gleich 
_asi 3 
ee f Er 


vorausgesetzt, dass in der vieldeutigen Function (— x)’ =! = e® los —2) 
der Logarithmus von — x so bestimmt worden ist, dass er für ein 
negatives x reell wird. Man hat daher 


2sinzs II(s— 1) = 


[0 +) 





(— z2)s—-1ide 
ex —1 ? 


das Integral in der eben angegebenen Bedeutung verstanden. 

Diese Gleichung giebt nun den Werth der Function & (s) für jedes 
beliebige complexe s und zeigt, dass sie einwerthig und für alle end- 
lichen Werthe von s, ausser 1, endlich ist, so wie auch, dass sie ver- 
schwindet, wenn .«s gleich einer negativen geraden Zahl ist. 

Wenn der reelle Theil von s negativ ist, kann das Integral, statt 
positiv um das angegebene Grössengebiet auch negativ um das Grössen- 
gebiet welches sämmtliche übrigen complexen Grössen enthält erstreckt 
werden, da das Integral durch Werthe mit unendlich grossem Modul 
dann unendlich klein ist. Im Innern dieses Grössengebiets aber wird 
die Function unter dem Integralzeichen nur unstetig, wenn x gleich einem 
ganzen Vielfachen von + 2=i wird und das Integral ist daher gleich 
der Summe der Integrale negativ um diese Werthe genommen. Das 


‘ Integral um den Werth n2x7 aber ist = (— n 2mi)' =! (— 2mi), 


man erhält daher 
2sinzs II(s — 1) &(s) = (2n)’ Zu’ -t((— 14071), 
also eine Relation zwischen &(s) und &(1— s), welche sich mit Be- 


nutzung bekannter Eigenschaften der Function I7 auch so ausdrücken 
lässt: 


Ay) a2 6(9) 
bleibt ungeändert, wenn s in 1 — s verwandelt wird. 
Diese Eigenschaft der Function veranlasste mich statt II (s — 1) 
das Integral 17 = — 1) in dem allgemeinen Gliede der Reihe > 
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einzuführen, wodurch man einen sehr bequemen Ausdruck der Function 
&(s) erhält. In der That hat man 


n 
1 S E ; nnnz —-—1 
a er Er Eger 
Hast 2 4 e x2 dx, 
v 


also, wenn man 


setzt, 


[ee] 
n(: 1) FR &(s) —l y(a)ar-! de, 
oder da k 


2y(@)+l=xT T (2v Es - 1), (Jacobi, Fund. S. 184) 


n(&-1) 7 Sa wre -) 2 FB 


Ich setze nun s= 4 + ti und 


(5) Dar), 


so dass 


1 


Eee) = 4 — (tt + fe (x) u cos (4 t log x) dx 


oder auch 
3 
2 
Ef) = f en. A; x 4 c08 (4tloge) d«. 


Diese Function ist für alle endlichen Werthe von t endlich, und £ 
lässt sich nach Potenzen von tt in eine sehr schnell RESET 
Reihe entwickeln. Da für einen Werth von s, dessen reeller Bestand- 
theil grösser als 1 ist, log &(s) = — Zlog(1 — p-°) endlich bleibt 
und von den Koaihinen der übrigen Factoren von & (t) dasselbe gilt, 
so kann die Function & (£) nur verschwinden, wenn der imaginäre 
Theil von # zwischen $i und — $i liegt. Die Anzahl der Wurzeln 
von &(f) = 0, deren reeller Theil zwischen 0 und T liegt, ist etwa 
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835 Im’ 
denn das Integral fdlog &(t) positiv um den Inbegriff der Werthe 


von t erstreckt, deren imaginärer Theil zwischen $% und — 4i und 
deren reeller Theil zwischen 0 und 7 liegt, ist (bis auf einen Bruch- 


theil von der Ordnung der Grösse = gleich (7 log; — r) i, dieses 


Integral aber ist gleich der Anzahl der in diesem Gebiet liegenden 
Wurzeln von &(f) = 0, multiplieirt mit 2i. Man findet nun in der That 
etwa so viel reelle Wurzeln innerhalb dieser Grenzen, und es ist sehr 
wahrscheinlich, dass alle Wurzeln reell sind. Hiervon wäre allerdings 
ein strenger Beweis zu wünschen; ich habe indess die Aufsuchung 
desselben nach einigen flüchtigen vergeblichen Versuchen vorläufig bei 
Seite gelassen, da er für den nächsten Zweck meiner Untersuchung 
entbehrlich schien. 


Bezeichnet man durch « jede Wurzel der Gleichung &(«) = 0, so 
kann man log &(t) durch 


Zlog (\ — =) + log &(0) 


ausdrücken; denn da die Dichtigkeit der Wurzeln von der* Grösse t 
mit £ nur wie log wächst, so convergirt dieser Ausdruck und wird 


für ein unendliches { nur unendlich wie tlogt; er unterscheidet sich 
also von log $&(f) um eine Function von tt, die für ein endliches t 
stetig und endlich bleibt und mit t# dividirt für ein unendliches i un- 
endlich klein wird. Dieser Unterschied ist folglich eine Constante, 
deren Werth durch Einsetzung von {= 0 bestimmt werden kann. 


Mit diesen Hülfsmitteln lässt sich nun die Anzahl der Primzahlen, 
die kleiner als x sind, bestimmen. 

Es sei F(«), wenn x nicht gerade einer Primzahl gleich ist, gleich 
dieser Anzahl, wenn aber x eine Primzahl ist, um $ grösser, so dass 
für ein x, bei welchem F(x) sich sprungweise ändert, 


F(«) F@+0) . F(x — R* 





Ersetzt man nun ın 


log &(s) = — Zlog (1 pp +42 "+H4E "+ 
p=° durch s (amınide, p?° durch s [arımtda.... 


p n° 
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. bs 
so erhält man 


a 2 Jr@e- a ide, 
wenn man | 
Fa) +3 F@) +4F@) + 


durch f(x) bezeichnet. 


Diese Gleichung ist gültig für jeden complexen Werth a + bi von 
s, wenn a> 1. Wenn aber in diesem Umfange die Gleichung 


9(s) = jr@ x°dlog & 
0 


gilt, so kann man mit Hülfe des Fourier’schen Satzes die Funetion h 
durch die Function g ausdrücken. Die Gleichung zerfällt, wenn h(«) 
reell ist und 


gla+bi)—=g(b) +19), 


in die beiden folgenden: 


9,(b) = (naa=« cos (b log x) d log x, 
5 


ig,(bd) = — i [Maya sin (b log x) d log «. 
0 


Wenn man beide Gleichungen mit 
(cos (blog y) + i sin (blogy))db  ° 
multiplieirt und von — bis + © integrirt, so erhält man in beiden 
auf der rechten Seite nach dem Fourier’schen Satze wh(y)y”“, also, 
wenn man beide Gleichungen addirt und mit öy“ multiplieirt 
a+tw»i 
2zih(y) — (sayras, 


a—m»i 


1 


worin die Integration so auszuführen ist, dass der reelle Theil von s 
constant bleibt. e 

Das Integral stellt für einen Werth von y, bei welchem eine 
sprungweise Aenderung der Function h(y) stattfindet, den Mittelwerth 
aus den Werthen der Function h zu beiden Seiten des Sprunges dar. 
Bei der hier vorausgesetzten Bestimmungsweise der Function f(x) 


besitzt diese dieselbe Eigenschaft, und man hat daher völlig allgemein 


unter einer gegebenen Grösse. 141 


a—+»i 
1 ” log &(s) , 
| EL) ung 


Für log & kann man nun den früher gefundenen Ausdruck 
&10gr— log (s—1) — log 21(3)+ + Ze Jog re -)-+10g &(0) 


‚substituiren; die Integrale der einzelnen Glieder dieses Ausdrucks 
würden aber dann ins Unendliche ausgedehnt nicht convergiren, wes- 
halb es zweckmässig ist, die Gleichung vorher durch partielle Inte- 
gration in 


a+»i 
log &() 
1 73 .d 
fe) = gi log& . ds nr 
umzuformen. 
Da 
— log n (2) — lim ($ log (1 ® S _ log m), 
n=1 


für m = ©, also 


1 8 1 8 
aan) & a 2108 (1 +.) 


ds ds ? 
1 








so erhalten dann sämmtliche Glieder des Ausdruckes für f(x) mit Aus- 
nahme von 
a+»i 











1.58 nd 
eh — log &(0)2° ds — log &(0) 
die Form 
a+w»i 
d (5108 (1 — - )) 
= a. x*ds 
rn Dt I ds 
Nun ist aber 
| 1 s Be 
Aa 
ap BE EUR 
und, wenn der reelle Theil von s grösser als der reelle Theil von ß ist, 
a+w»i z 


1 xsds af se 
 ımi nr)" Br 


a— @ı ao 
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oder 


o® 


je nachdem der reelle Theil von 8 negativ oder positiv ist. Man hat 
daher . 


at wi 
d (r log (1 -- “ 
Fe a ge a Rn p sd a e 
2 ni log x N FI ELTFER ER X4@s 
at+@i 
1 si 
a—»i 


und 


>= -f er dx + const. im zweiten Falle. 
08% 

Im ersten Falle bestimmt sich die Integrationsconstante, wenn 
man den reellen Theil von ß negativ unendlich werden lässt; im 
weiten Falle erhält das Integral von 0 bis x um 2z#i verschiedene 
Werthe, je nachdem die Integration durch complexe Werthe mit posi- 
tivem oder negativem Arcus geschieht, und wird, auf jenem Wege ge- 
nommen, unendlich klein, wenn der Coefficient von i in dem Werthe 
von ß positiv unendlich wird, auf letzterem aber, wenn dieser Üoef- 
fieient negativ unendlich wird. Hieraus ergiebt sich, wieauf der linken 


Seite log (1 — --) zu bestimmen ist, damit die Integrationsconstante 
8 “ 


ß 
wegfällt. 


Durch Einsetzung dieser Werthe in den Ausdruck von f(x) er- 
hält man | | 
fa) = Li (a) — Ze (Li (a+") + Lila?) 


r 1 d: 
+ aa—1 rg er log 50), 


wenn in 2“ für « sämmtliche positiven (oder einen positiven reellen 
Theil enthaltenden) Wurzeln der Gleichung & («) = 0, ihrer Grösse 
nach geordnet, gesetzt werden. Es lässt sich, mit Hülfe einer ge- 
naueren Discussion der Function &, leicht zeigen, dass bei dieser An- 
ordnung der Werth der Reihe 
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Z(Li(a?t°) + Lie?” 9) log a 
mit dem Grenzwerth, gegen welchen 
atbi 


Et 6? 
1 f a 210g (14 ao ) 
2 mi 


ds 


x°ds 





a—bi 
bei unaufhörlichem Wachsen der Grösse b convergirt, übereinstimmt; 
durch veränderte Anordnung aber würde sie jeden beliebigen reellen 
Werth erhalten können. “ 
Aus f(x) findet sich F(x) mittelst der durch Umkehrung der 
Relation 


1 
T — 
fa)=2-— F(x*) 
sich ergebenden Gleichung 
1 
1 jaer 
Fe) = 2(— 1% 4 far), 


worin für m der Reihe nach die durch kein Quadrat ausser 1 theil- 
baren Zahlen zu setzen sind und w die Anzahl der Primfaetoren von 
m bezeichnet. 

Beschränkt man &“ auf eine endliche Zahl von Gliedern, so giebt 
die Derivirte des Ausdrucks für f(x) oder, bis auf einen mit wachsen- 
dem x sehr schnell abnehmenden Theil, 

1 cos (@ log x). * 
een re 





einen angenäherten Ausdruck für die Dichtigkeit der Primzahlen + 
der halben Dichtigkeit der Primzahlquadrate + 4 von der Dichtigkeit 
der Primzahleuben u. s. w. von der Grösse «x. 


Die bekannte Näherungsformel F(x) = Li(x) ist also nur bis 
auf Grössen von der‘ Ordnung x% richtig und giebt einen etwas zu 
grossen Werth; denn die nicht periodischen Glieder in dem Ausdrucke 
von F'(x) sind, von Grössen, die mit « nicht in's Unendliche wachsen, 
abgesehen: x | 

Li(@) — 4. Li(e) — 4 Li(@t) — 4 Li(at) +4 LM@b) 
—4Li(ah)+--- 
In der That hat sich bei der von Gauss und Goldschmidt vor- 


‚genommenen und bis zu x = drei Millionen fortgesetzten Vergleichung 


von Li(x) mit der Anzahl der Primzahlen unter x diese Anzahl schon 
vom ersten Hunderttausend an stets kleiner als Li(x) ergeben, und 
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zwar wächst die Differenz unter manchen Schwankungen allmählich mit x. 
Aber auch die von den periodischen Gliedern abhängige stellenweise 
Verdichtung und Verdünnung der Primzahlen hat schon bei den Zäh- 
lungen die Aufmerksamkeit erregt, ohne dass jedoch hierin eine Ge- 
setzmässigkeit bemerkt worden wäre. Bei einer etwaigen neuen Zäh- 
lung würde es interessant sein, den Einfluss der einzelnen in dem 
Ausdrucke für die Dichtigkeit der Primzahlen enthaltenen periodischen 
Glieder zu verfolgen. Einen regelmässigeren Gang als F'(x) würde die 
Function f(x) zeigen, welche sich schon im ersten Hundert sehr deutlich 
als mit Li (x) + log &(o) im Mittel übereinstimmend erkennen lässt. 





VI. 


Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher 
Schwingungsweite. | 


(Aus dem achten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen. 1860.) 


Obwohl die Differentialgleichungen, nach welchen sich die Be- 
wegung der Gase bestimmt, längst aufgestellt worden sind, so ist 
doch ihre Integration fast nur für den Fall ausgeführt worden, wenn 
die Druckverschiedenheiten als unendlich kleine Bruchtheile des ganzen 
Drucks betrachtet werden können, und man hat sich bis auf die neueste 
Zeit begnügt, nur die ersten Potenzen dieser Bruchtheile zu berück- 
sichtigen. Erst ganz vor Kurzem hat Helmholtz auch die Glieder 
zweiter Ordnung mit in die Rechnung gezogen und daraus die objective 
Entstehung von Combinationstönen erklärt. Es lassen sich indess für 
den Fall, dass die anfängliche Bewegung allenthalben in gleicher 
Richtung stattfindet und in jeder auf dieser Richtung senkrechten Ebene 
Geschwindigkeit und Druck constant sind, die exacten Differential- 
gleichungen vollständig integriren; und wenn auch zur Erklärung der 
bis jetzt experimentell festgestellten Erscheinungen die bisherige Be- 
handlung vollkommen ausreicht, so könnten doch, bei den grossen 
Fortschritten, welche in neuester Zeit durch Helmholtz auch in der 
experimentellen Behandlung akustischer Fragen gemacht worden sind, 
die Resultate dieser genaueren Rechnung in nicht allzu ferner Zeit 
vielleicht der experimentellen Forschung einige Anhaltspunkte gewähren; 
und dies mag, abgesehen von dem theoretischen Interesse, welches die 
Behandlung: nicht linearer partieller Differentialgleichungen hat, die 
Mittheilung derselben rechtfertigen. 

Für die Abhängigkeit des Drucks von der Dichtigkeit würde das 
Boyle’sche Gesetz vorauszusetzen sein, wenn die durch die Druck- 
veränderungen bewirkten Temperaturverschiedenheiten sich so schnell 
ausglichen, dass die Temperatur des Gases als constant betrachtet 
werden dürfte. Es ist aber wahrscheinlich der Wärmeaustausch ganz 
zu vernachlässigen, und man muss daher für diese Abhängigkeit das 


RıEMANnN’s gesammelte mathematische Werke. I. 10 
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Gesetz zu Grunde legen, nach welchem sich der Druck des Gases mit 
der Dichtigkeit ändert, wenn es keine Wärme aufnimmt oder abgiebt. 

Nach dem Boyle’schen und Gay-Lussac’schen Gesetze ist, wenn 
v das Volumen der Gewichtseinheit, p den -Druck und 7 die Tem- 
peratur von — 273°C an gerechnet bezeichnet, 


log p + log v—= log T-+ const. 


Betrachten wir hier 7’ als Function von p und v und nennen die 
specifische Wärme bei constantem Drucke c, bei constantem Volumen d', 
beide auf die Gewichtseinheit bezogen, so wird von dieser Gewichts- 
einheit, wenn p und v sich um dp und dv ändern, die Wärmemenge 


oT ‚oT 
c 55 dv — C dp dp 
a BR EEE 
Ba Da 


T (edlogv + c dlogp) 
aufgenommen. Wenn daher keine Wärmeaufnahme stattfindet, so ist 


dlogp = — ri dlogv, und also, wenn man mit Poisson annimmt, 


dass das Verhältniss der beiden specifischen Wärmen = —= k von 
Temperatur und Druck unabhängig ist, 
log p = — klogv + const. 


Nach neueren Versuchen von Regnault, Joule und W. Thomson 
sind diese Gesetze für Sauerstoff, Stickstoff und Wasserstoff und deren 
(emenge unter allen darstellbaren Drucken und Temperaturen wahr- 
scheinlich sehr nahe gültig. 

Durch Regnault ist für diese Gase eine sehr nahe Anschmiegung 
an das Boyle’sche und Gay-Lussac’sche Gesetz und die Unabhängig- 
keit der specifischen Wärme c von Temperatur und Druck festgestellt 
worden. 

Für atmosphärische Luft fand Regnault 


r 


zwischen — 30°C und + 10°C ce = 0,2377 
n + 10°C „ + 1000C ce = 0,2379 
2 + 100C „ + 215°C c = 0,2376. 


Ebenso ergab sich für Drucke von 1 bis 10 Atmosphären kein merk- 
licher Unterschied der specifischen Wärme. 

Nach Versuchen von Regnault und Joule scheint ferner für 
diese Gase die von Clausius adoptirte Annahme Mayer’s sehr nahe 
richtig zu sein, dass ein bei constanter Temperatur sich ausdehnendes 
Gas nur so viel Wärme aufnimmt, als zur Erzeugung der, äusseren 


bu äh lun KEnb dl > 4, sam Etui alle „ad Zu 2 zur 


u ee Te a ek Ann nn na den Al U nn FE 
He; 

ar 

® 

Be 


' met. und, für die Temperatur 0°C oder 7 — 
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- Arbeit erforderlich ist. Wenn das Volumen des Gases sich um dv 


ändert, während die Temperatur constant bleibt, so ist dlogp = — d logv, 
die aufgenommene Wärmemenge 7 (c— ec‘) d log v, die geleistete Arbeit 
pdv. Diese Hypothese. giebt daher, wenn A das mechanische Aequi- 
valent der Wärme bezeichnet, 


AT (ce — €) dlogv = pdv 


oder 
—d- . 
also von Druck und Temperatur unabhängig. 
Hienach ist auch k = 7 von Druck und Temperatur unabhängig 
und ergiebt sich, wenn ce — 0,237733, A nach Joule — 424,55 Kilogr. 


100°C 
0,3665 
—= 7990”,267 angenommen wird, gleich 1,4101. Die Schallgeschwindig- 
keit in trockner Luft von 0°C beträgt in der Secunde 


V 1990”,267 .9m,8088 7 


und würde also mit diesem Werthe von % gleich 332m,440 gefunden 
werden, während die beiden vollständigsten Versuchsreihen von Moll 
und van Beek dafür, einzeln berechnet, 332=,528 und 331”,867, ver- 
einigt 332,271 geben und die Versuche von Martins und A. Bravais 
nach ihrer eignen Berechnung 332” 37. 


‚pv nach Regnault 





1: 


Für's erste ist es nicht nöthig über die Abhängigkeit des Drucks 
von der Dichtigkeit eine bestimmte Voraussetzung zu machen; wir 
nehmen daher an, dass bei der Dichtigkeit eg der Druck p(E) sei, und 
lassen die Function @ vorläufig noch unbestimmt. 

Man denke sich nun rechtwinklige Coordinaten x, y, 2 eingeführt, 
die x-Axe in der Richtung der Bewegung, und bezeichne durch o die 
Diehtigkeit, durch p den Druck, durch « die Geschwindigkeit für die 
Coordinate x zur Zeit t und durch » ein Element der Ebene, deren 
Coordinate & ist. 

Der Inhalt des auf dem Element ® stehenden geraden Cylinders 
von der Höhe dx ist dann odz, die in ihm enthaltene Masse vodı. 
Die Aenderung dieser Masse während des Zeitelements dt oder die 


Grösse o 2 dt dx bestimmt sich durch die in ihn einströmende Masse, 


welche = — o — dx dt gefunden wird. Ihre Beschleunigung ist 


10* 
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0 [) s gs s 
Er +u 5 und die Kraft, welche sie in der a der positiven 


x-Axe forttreibt, = — E oda=— op (0) 58 20 dx, wenn p'(g) die 


Derivirte von @(g) bezeichnet. Man hat ae für o und «u die beiden 
Differentialgleichungen 








0°; dou ou eu P do 
ee nd. p Kan) —= — 9 (e) z, oder 
ou ou __ ‚ 0 log e 
ot +4 RER 9 (0) Br; 
o log e ö log o eu 
d a. N BR. 


Wenn man die zweite Gleichung, mit + Y (eg) multiplieirt, zur ersteren 


addirt und zur Abkürzung 


(1) JVp (e) dloge = f(e) und 


(2) fo tuw=2r, fl) —u= 2s 
setzt, so erhalten diese Gleichungen die einfachere Gestalt 
Re Or Os 


(3) — (u+yyY(e)) Date — ®— yYp(e)) ae 


worin « und e durch die Gleichungen (2) bestimmte Functionen von 
r und s sind. Aus ihnen folgt 


(4) dr = I" (da — (u+ yp(e))dt) 
(5) ds = 5° (de — m—yY(o))dt). , 


Unter der in der Wirklichkeit immer zutreffenden Voraussetzung, 
dass g’'(e) positiv ist, besagen diese Gleichungen, dass r constant 
bleibt, wenn x sich mit # so ändert, dass dz = (u + yy(e))dt, 
und s constant bleibt, wenn z sich mit £ so ändert, dass 
de = (u — yy(e))dt ist. 

Ein bestimmter Werth von r oder von f(e) + u rückt daher zu 
grösseren Werthen von x mit der Geschwindigkeit Yp’(e) + u fort, 
ein bestimmter Werth von s oder von f(g) — u zu kleineren Werthen 
von x mit der Geschwindigkeit Y (eo) — u. 

Ein bestimmter Werth von r wird also nach und nach mit Faire 
vor ihm stattfindenden Werthe von s zusammentreffen, und die Ge- 
schwindigkeit seines Fortrückens wird in jedem küblicke von dem 
Werthe von s abhängen, mit welchem er zusammentrifft. 


TER 
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2. 


Die Analysis bietet nun zunächst die Mittel, die Frage zu be- 
antworten, wo und wann ein Werth r’ von r einem vor ihm befind- 
lichen Werthe s’ von s begegnet, d. h. x und it als Funetionen von r 
und s zu bestimmen. In der That wenn man in den Gleichungen (3) 
des vor. Art. r und s als unabhängige Variable einführt, so gehen 
diese Gleichungen in lineare Differentialgleichungen für & und Z über 
und lassen sich also nach bekannten Methoden integriren. Um die Zurück- 
führung der Differentialgleichungen auf eine lineare zu bewirken, ist 
es am zweekmässigsten, die Gleichungen (4) und (5) des vorigen Art. 
in die Form zu setzen: 


Dale +) 


+ tele — ı)]ı 





) d- la (vg (eo) ı) — [ds rn +1) 


Kae ee _ 1)]ı- 


Man erhält dann, wenn man s und r als unabhängige Variable 
betrachtet, für x und £ die beiden linearen Differentialgleichungen: 


oe -WM+vVP)dH ar ae 1) 
08 d log @ 


ea -Wm—-vy@)H _" en ER N) 
or d log e x 








In Folge derselben ist 

2 @-Wwt VE) Hydr — (#— (u vPLo)) ds 

ein vollständiges Differential, dessen Integral, w, der Gleichung 
Da: ©; d log y p'(e) = ow ow 
el dlog e -Y-nlat%) 

1 ( leyp@) _ | 





enügt, worin m = y 
Ban ayp(O \ dloge 


vonr + s ist. Setzt man fo)=r-+s= 0, so wird YyyY(e) — 
dlog 
folglich m = — 4 — x 
Bei der Poisson’schen Annahme „(e) = aaog* wird 


); also eine Function 


Bu 
dloge’ 





k—1 
2ayk 
fe) = —E : + const, 
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und, wenn man für die willkürliche Constante den Werth Null wählt, 


Votum tr tt, YVo--!r + s 


2 





ee ( Es ee) : Bi Een: 

Unter Voraussetzung des Boyle’schen Gesetzes p(e) = aag erhält man 
f(e) = aloge 
Vr(e)tu=r—s-ta, ER 

1 


m—=— — 
2a 
Werthe, die aus den obigen fliessen, wenn man f(g) um die Constante 
2ayk ayk 


-, also r und s um vermindert und dann k—=1 setzt. 





k— k—1 
| Die Einführung von r und s als unabhängig veränderlichen Grössen 


ist indess nur möglich, wenn die Determinante dieser Functionen von 


x und t, welche = 2 y (go) 5 = nicht verschwindet, also nur, wenn 
= und = beide von Null verschieden sind. 


Wenn - =ist,ergiebtsich aus(1)dr—0 undaus (2)e—(u—yg'(e))t 


= einer Function von s. Es ist folglich auch dann der Ausdruck (3) 
ein vollständiges Differential, und es wird w eine blosse Funetion 
von S. 


Aus ähnlichen Gründen werden, wenn 3, = 0 ist, s auch in 


Bezug auf # constant, 2— (u +ygy(o))t und w Funetionen von r. 
Wenn endlich = und a beide = () sind, so werden in Folge 


der Differentialgleichungen r, s und w Constanten. 


3. 


Um die Aufgabe zu lösen, muss nun zunächst w als Function von 

r und s so bestimmt werden, dass sie der Differentialgleichung 
0? w cw ew 

(1) EN (F = en, = 0 | 
und den Anfangsbedingungen genügt, wodurch sie bis auf eine Con- 
stante, die ihr offenbar willkürlich hinzugefügt werden kann, be- 
stimmt ist. 

Wo und wann ein bestimmter Werth von r mit einem bestimmten 
Werthe von s zusammentrifft, ergiebt sich dann aus der Gleichung 


an, in a din na mann Lu = 2 Bam a au © U Datteln ne TREERE WERBEN 
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2)  @— (ut VF)Ndar — («— (u— Vy(o))i)ds = dw; 
und hierauf findet man schliesslich « und e als Functionen von x m 
t durch Hinzuziehung der Gleichungen 


ee. flo) tu=2r, fo) -u—=2s. 
In der That folgen, wenn nicht etwa in einer endlichen Strecke 
dr oder ds Null und folglich r oder s constant ist, aus (2) die 


Gleichungen 


(4) 2 — (u + Vo) — , 


(5) 2 (Vo) — 


durch deren Verbindung mit (3) man « und oe in «x und £ ausgedrückt 
erhält. 

Wenn aber r anfangs in einer endlichen Strecke denselben Werth 
r' hat, so rückt diese Strecke allmählich zu grösseren Werthen von & 
fort. Innerhalb dieses Gebietes, wo r=r, kann man dann aus der 


Gleichung (2) den Werth von &— (u + Yy(e)) t nicht ableiten, da 
dr =0; und in der That lässt die Frage, wo und wann dieser Werth 
r einem bestimmten Werthe von s begegnet, dann keine bestimmte 
Antwort zu. Die Gleichung (4) gilt dann nur an den Grenzen dieses 
Gebietes und giebt an, zwischen welchen Werthen von x zu einer 
bestimmten Zeit der constante Werth r’ von r stattfindet, oder auch, 
während welches Zeitraums r an einer bestimmten Stelle diesen Werth 
behält. Zwischen diesen Grenzen bestimmen sich « und o als Func- 
tionen von « und t aus den Gleichungen (3) und (5). Auf ähnlichem 
Wege findet man diese Functionen, wenn s den Werth s’ in einem 
endlichen Gebiete besitzt, während r veränderlich ist, sowie auch wenn 
r und s beide constant sind. In letzterem Falle nehmen sie zwischen 
gewissen durch (4) und (5) bestimmten Grenzen constante aus (3) 
fliessende Werthe an. 


4. 


Bevor wir die Integration der Gleichung (1) des vor. Art. in An- 
griff nehmen, scheint es zweckmässig, einige Erörterungen vorauf- 
zuschicken, welche die Ausführung dieser Integration nicht voraus- 
setzen. Ueber die Function 9 (oe) ist dabei nur die Annahme nöthig, dass 
ihre Derivirte bei wachsendem @ nicht abnimmt, was in der Wirklich- 
keit gewiss immer der Fall ist; und wir bemerken gleich hier, was 
im folgenden Art. mehrfach angewandt werden wird, dass dann 
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1 
Ya) — Pla) _ fi, 
rer e. JP (ee, + (1a) 9) da,! 


wenn nur eine der Grössen g, und 0, sich ändert, entweder constant 
bleibt oder mit dieser Grösse zugleich wächst und abnimmt, woraus 
zugleich folgt, dass der Werth dieses Ausdrucks stets zwischen 9(9,) 
und 9'(g,) liegt. 

Wir betrachten zunächst den Fall, wo die anfängliche Gleich- 
gewichtsstörung auf ein endliches durch die Ungleichheiten a <x<b 
begrenztes Gebiet beschränkt ist, so dass ausserhalb desselben u und 
e und folglich auch r und s constant sind; die Werthe dieser Grössen 
für x <a mögen durch Anhängung des Index 1, für £>b durch den 
Index 2 bezeichnet werden. Das Gebiet, in welchem r veränderlich 
ist, bewegt sich nach Art. 1 allmählich vorwärts und zwar seine 
hintere Grenze mit der Geschwindigkeit Vy(e)-+ u, ‚ während die 
vordere Grenze des Gebiets, in welchem s veränderlich ist, mit der 
Geschwindigkeit Yg’(0;) — u, rückwärts geht. Nach Verlauf der Zeit 


b—a 





Vp (8) +Vr(a) + — % 

fallen daher beide Gebiete auseinander, und zwischen ihnen bildet sich 
ein Raum, in welchem s=s, und r—=r, ist und folglich die Gas- 
theilchen wieder im Gleichgewicht sind. Von der anfangs erschütterten 
Stelle gehen also zwei nach entgegengesetzten Richtungen fortschreitende 
Wellen aus. In der vorwärtsgehenden ist s=s,; es ist daher mit 
einem bestimmten Werthe og der Dichtigkeit stets die Geschwindigkeit 
“= f(g) — 2s, verbunden, und beide Werthe rücken „mit der con- 
stanten Geschwindigkeit ß 


vo tu=Vyo tr — 25 
vorwärts. In der rückwärtslaufenden ist dagegen mit der Dichtigkeit 
e die Geschwindigkeit — f(oe) + 2r, verbunden, und diese beiden 
Werthe bewegen sich mit der Geschwindigkeit Yp(g) + f (0) — 2r, 
rückwärts. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist für grössere Dichtig- 








keiten eine grössere, da sowohl Yp’(e), als f(g) mit e zugleich wächst. 


Denkt man sich g als Ordinate einer Curve für die Abseisse , 
so bewegt sich jeder Punkt dieser Curve parallel der Abscissenaxe mit 
constanter Geschwindigkeit fort und zwar mit desto grösserer, je grösser 
seine Ordinate ist. Man bemerkt leicht, dass bei diesem Gesetze Punkte 
mit grösseren Ordinaten schliesslich voraufgehende Punkte mit kleineren 
Ordinaten überholen würden, so dass zu einem Werthe von & mehr 
als ein Werth von g gehören würde. Da nun dieses in Wirklichkeit 


et 
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nicht stattfinden kann, so muss ein Umstand eintreten, wodurch dieses 
Gesetz ungültig wird. In der That liegt nun der Herleitung der 
Differentialgleichungen die Voraussetzung zu Grunde, dass « und o 
stetige Functionen von x sind und endliche Derivirten haben; diese 
Voraussetzung hört aber auf erfüllt zu sein, sobald in irgend einem 
Punkte die Dichtigkeitseurve senkrecht zur Abseissenaxe wird, und von 
diesem Augenblicke an tritt in dieser Curve eine Discontinuität ein, 
so dass ein grösserer Werth von g einem kleineren unmittelbar nach- 
folgt; ein Fall, der im nächsten Art. erörtert werden wird. 


Die Verdichtungswellen, d. h. die Theile der Welle, in welchen 
die Dichtigkeit in der Fortpflanzungsrichtung abnimmt, werden dem- 
nach bei ihrem Fortschreiten immer schmäler und gehen schliesslich 
in Verdichtungsstösse über; die Breite der Verdünnungswellen aber 
wächst beständig der Zeit proportional. 


Es lässt sich, wenigstens unter Voraussetzung des Poisson’schen 
(oder Boyle’schen) Gesetzes, leicht zeigen, dass auch dann, wenn die 
anfängliche Gleichgewichtsstörung nicht auf ein endliches Gebiet be- 
schränkt ist, sich stets, von ganz besonderen Fällen abgesehen, im Laufe 
der Bewegung Verdichtungsstösse bilden müssen. Die Geschwindigkeit, 
mit welcher ein Werth von r vorwärts rückt, ist bei dieser Annahme 

e ee 2 5; 
grössere Werthe werden sich also durchschnittlich mit grösserer Ge- 
schwindigkeit bewegen, und ein grösserer Werth r’ wird einen vorauf- 
gehenden kleineren Werth r” schliesslich einholen müssen, wenn nicht 
der mit »” zusammentreffende Werth von s durchschnittlich um 
ri 
kleiner ist, als der gleichzeitig mit r’ zusammentreffende. In diesem 
Falle würde s für ein positiv unendliches x negativ unendlich werden, 
und also für &—= + ® die Geschwindigkeit u= + ® (oder auch 
statt dessen beim Boyle’schen Gesetz die Dichtigkeit unendlich klein) 
werden. Von speciellen Fällen abgesehen wird also immer der Fall 
eintreten müssen, dass ein um eine endliche Grösse grösserer Werth 


von r einem kleineren unmittelbar nachfolgt; es werden folglich, durch 


ein Unendlichwerden von = ‚ die Differentialgleichungen ihre Gültig- 





keit verlieren und vorwärtslaufende Verdichtungsstösse entstehen müssen. 


Ebenso werden fast immer, indem 5 unendlich wird, rückwärtslaufende 


Verdichtungsstösse sich bilden. 
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Zur Bestimmung der Zeiten und Orte, für welche or oder 28 


0x 0% 
unendlich wird und plötzliche Verdiehtungen ihren Anfang nehmen, 


erhält man aus den Gleichungen (1) und 0) des Art. 2., wenn man 
darin die Function w einführt, 


or (&:w d log Y p (e) ) 5% 

2« (= .e a) +1) =1, 
ös 0? w d log V Ye) ) En 
2-8 -( WE +1))=1 


D. 


Wir müssen nun, da sich plötzliche Verdichtungen fast immer 
einstellen, auch wenn sich Dichtigkeit und Geilirin anfangs 
Kakhalken stetig ändern, die Gesetze für das Fortschreiten von Ver- 
dichtungsstössen u 


Wir nehmen an, dass zur Zeit £ für —=E£ eine sprungweise 
Aenderung von u und og stattfinde, und bezeichnen die Werthe dieser 
und der von ihnen abhängigen Erönsch für <= &8—0 durch An- 
hängung des Index 1 und für =&£-+0 durch den Index 2; die 
relativen Geschwindigkeiten, mit welchen das Gas sich gegen die Un- 


nn Ug — =, mögen durch v, und », 


bezeichnet werden. Die Masse, welche durch ein Element o der Ebene, 
wo «=, im Zeitelement dt in positiver Richtung hindurchgeht, ist 
dann =», 0, odt=v,9, odt; die ihr eingedrückte Kraft (p(g,)— Y(9,))wadt 
und der dadurch bewirkte Zuwachs an Geschwindigkeit, %—v,; man 
hat daher 


(PQ1) — 9g,)) wdt = (u —v,) 0,9, @dt und 9,0, = %@,, 


% PA) — 9 2) ] 
woraus folgt v, = + y® ne also 


d ı) = P(@ 91 Pl) — 99) 

(1) 47 ch le en =) m = Ye 91 — 

Für einen Verdichtungsstoss muss 0, —0_, dasselbe Zeichen, wie 
v, und ®,, haben und zwar für einen vorwärtslaufenden das nega- 
tive, für einen rückwärtslaufenden das positive. Im erstern Falle 
gelten die oberen Zeichen und 9, ist grösser, als 0,; es ist daher, bei 
der zu Anfang des vorigen Artikels gemachten Annahme über die 
Function (ge) 


2) u + VY (e,) er = >WHt Vy (8), 


stetigkeitsstelle bewegt, u, — 











in 
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und folglich rückt die Unstetigkeitsstelle langsamer fort als die nach- 
folgenden und schneller als die voraufgehenden Werthe von r; r, und 
r, sind also in jedem Augenblicke durch die zu beiden Seiten der Un- 
stetigkeitsstelle geltenden Differentialgleichungen bestimmt. Dasselbe 
gilt, da die Werthe von s sich mit der Geschwindigkeit Yy(e) — u 
rückwärts bewegen, auch für s, und folglich für 0, und «,, aber nicht 


_ für s.. Die Werthe von s, und 2 bestimmen sich aus »,, 0, und w, 


eindeutig durch die Gleichungen a) In der That genügt der Gleichung 
Ben 363 Er, (81 —@) (Pleı) — P(@,)) 
8) 2(n—n) = fl) — flo) + VER 


nur ein Werth von 9,; denn die rechte Seite nimmt, wenn go, von @, 
an in’s Unendliche wächst, jeden positiven Werth nur einmal an, da 
sowohl f(e,) als auch die beiden Factoren 


V* 52 V* Ze y% NEE: Tele), 


in welche sich das letzte Glied zerlegen lässt, beständig wachsen oder 
doch nur der letztere Factor constant bleibt. Wenn aber o, bestimmt 
ist, erhält man durch die Gleichungen (1) offenbar völlig bestimmte 


Werthe für «, und - en 


Ganz Aeknkiihes gilt für einen rückwärtslaufenden Verdichtungs- 
stoss. 








6. 


Wir haben eben gefunden, dass in einem fortschreitenden Ver- 
dichtungsstosse zwischen den Werthen von « und o zu beiden Seiten 
desselben stets die Gleichung 

— 8) (99) — PB) 

0,9% 

stattfindet. Es fragt sich nun, was eintritt, wenn zu einer gegebenen 
Zeit an einer gegebenen Stelle beliebig gegebene Unstetigkeiten vor- 
handen sind. Es können dann von dieser Stelle, je nach den Werthen 
von %,, 1, %,, Q,, entweder zwei nach entgegengesetzten Seiten laufende 
Verdichtungsstösse ausgehen, oder ein vorwärtslaufender, oder ein 
rückwärtslaufender, oder endlich kein Verdichtungsstoss, so dass die 
Bewegung nach den Differentialgleichungen erfolgt. 

Bezeichnet man die Werthe, welche « und o hinter oder zwischen 
den Verdichtungsstössen im ersten Augenblicke ihres Fortschreitens 
annehmen, durch Hinzufügung eines Accents, so ist im ersten Falle 
>a ar > @,, und man hat 
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ra EI — I) 
2 V % Qı 


(A) 




















- y* — 9) oz) 
( — 9) (pe) ) — P(eı)) 
uU — U = V 
= (e’ > = ( » 
e—®% gie — 9, 
7 E 03 


Es muss also, da beide Glieder der rechten Seite von (2) mit o° zu- 
gleich wachsen, «, — u, positiv sein und 


(u, je (&ı — 9) (Pe) — P()), 
01% 

und umgekehrt giebt es, wenn diese Bedingungen erfüllt sind, stets 

ein und nur ein den Gleichungen (1) genügendes Werthenpaar von « 

und @‘. 

Damit der letzte Fall eintritt und also die Bewegung sich den 
Differentialgleichungen gemäss bestimmen lässt, ist es nothwendig und 
hinreichend, dass r, < r, und s, > s, sei, a u, — U, negativ und 
(u, — u)” > (f(e,) — f(8)). Die Werthe r, und »,, s, und s, treten 
dann, da der voraufgehende Werth mit grösserer Geschwindigkeit 
fortrückt, im Fortschreiten auseinander, so dass die Unstetigkeit ver- 
schwindet. 

Wenn weder die ersteren, noch die letztern Bedingungen erfüllt 
sind, so genügt den Anfangswerthen Ein Verdichtungsstoss, und zwar 
ein vorwärts oder rückwärts laufender, je nachdem o, grösser oder 
kleiner als o, ist. 

In der That ist dann, wenn 0, > 9,, fr 


2(r, —r3) oder fl) — Flo) + U —% 
positiv, — weil (u, — u)” < (f(e,) — f(0,))’ —, und zugleich 


<HMe)flo)H- en 92) (P(9ı) — PR) 


01 @2 





, 








— weil 
(u, ee x x (8ı — ®) u) = Fer)) . 

es lässt sich also für die Dichtigkeit 0’ hinter dem Verdichtungsstoss 
ein der Bedingung (3) des vor. Art. genügender Werth finden und 
dieser ist <o,. Folglich wird,’ da !?=f(e)— rn, sı = f(e) — N, 
auch s <s,, so dass die Bewegung hinter dem Verdichtungsstosse 
nach den Differentialgleichungen erfolgen kann. 

Der andere Fall, wenn o, <o,, ist offenbar von diesem nicht 
wesentlich varsikipdin. 
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T. 


Um das Bisherige durch ein einfaches Beispiel zu erläutern, wo 
sich die Bewegung mit den bis jetzt gewonnenen Mitteln bestimmen 
lässt, wollen wir annehmen, dass Druck und Dichtigkeit von einander 
nach dem Boyle’schen Gesetz abhängen und anfangs Dichtigkeit und 
Geschwindigkeit sich bei «= (0 sprungweise ändern, aber zu beiden 
Seiten dieser Stelle constant sind. 

Es sind dann nach dem Obigen vier Fälle zu unterscheiden. 

I. Wenn u — w>0, also die beiden Gasmassen sich einander 
entgegen bewegen und er rn 2 N u Di 

& 0 9% 


gegengesetzt laufende Verdichtungsstösse. Nach Art. 6. (1) ist, wenn 


‚ so bilden sich zwei ent- 


4 > 
vr durch « und durch ® die positive Wurzel der Gleichung 
2 
uU, — U: 1 
A! 2 Eis (6) ae ee 
a (« + =) 8 
bezeichnet wird, die Dichtigkeit zwischen den Verdiehtungsstössen 


0 — 00 Yo,0,, und nach Art. 5. (1) hat man für den vorwärtslaufen- 
den Verdichtungsstoss 
= =wtadß)e-u-+ 3 


für den rückwärtslaufenden 


ei 





die Werthe der Geschwindigkeit und Dichtigkeit sind also nach Ver- 
lauf der Zeit {, wenn 


(" — 4a )t <a < (U + a«d)t, 
w und g', für ein kleineres x «, und o, und für ein grösseres u, und o,. 


II. Wenn «u, — u, <0, folglich die Gasmassen sich aus einander 
bewegen, und zugleich 


> eh) 


so gehen von der Grenze nach entgegengesetzten Richtungen zwei all- 
mählich breiter werdende Verdünnungswellen aus. Nach Art. 4. ist 
zwischen ihnen r=r,,s=s,,u=r, — s. In der vorwärtslaufenden 
ist s=s, und 2 — (u-+ a)t eine Function von r, deren Werth, aus 
den Anfangswerthen = 0,2 = 0, sich = 0 findet; für die rückwärts- 
laufende dagegen hat man r=r, undze— m—a)t=(0. Die eine 
Gleichung zur Bestimmung von u und o ist also, wenn 
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Mh at <a <w,+ta)t, uw=—a+- 
für kleinere Werthe von x r—=r, und für grössere r = r,; die andere 
Gleichung ist, wenn ; 


ww— Vt<e<n ss — Mt, u-a+, 
für ein kleineres x s=s, und für ein grösseres s = $,. 

II. Wenn keiner dieser beiden Fälle stattfindet und o, > 0, so 
entsteht eine rückwärtslaufende Verdünnungswelle und ein vorwärts- 
schreitender Verdichtungsstoss. Für letzteren findet sich aus Art. 5, (3), 
wenn ® die Wurzel der Gleichung 

2(r, —r,) 1 

ee ui 2 
bezeichnet, 0° = 080, und aus Art. 5, (1) 

d ‚ 

E-m+tao = u +5 
Nach Verlauf der Zeit t ist demnach vor dem Verdichtungsstosse, also 
wenn z> (u, + ad) t, = U,, @ = 9,, hinter dem Verdichtungsstosse 
aber hat man r=r, und ausserdem, wenn 


# x 
(u —a)t<e<wW— )b,u=a+7; 
für ein kleineres x u—= u, und für ein grösseres u = u‘. 


IV. Wenn endlich die beiden ersten Fälle nicht stattfinden und 
0, <0,, So ist der Verlauf ganz wie in III, nur der Richtung nach 
entgegengesetzt. 
8. ? 
Um unsere Aufgabe allgemein zu lösen, muss nach Art. 3. die 
Function ww so bestimmt werden, dass sie der Differentialgleichung 


’ 0?w dw 
(1) nett 
und den Anfangsbedingungen genügt. 


Schliessen wir den Fall aus, dass Unstetigkeiten eintreten, so sind 
offenbar nach Art. 1. Ort und Zeit oder die Werthe von x und t, für 
welche ein bestimmter Werth r’ von r mit einem bestimmten Werthe 
s’ von s zusammentrifft, völlig bestimmt, wenn die Anfangswerthe 
von r und s für die Strecke zwischen den beiden Werthen »" von r 
und 5 von s gegeben sind und überall in dem Grössengebiet ($), 
welches für jeden Werth von t die zwischen den beiden Werthen, wo 
r=r und s=Ss, liegenden Werthe von x umfasst, die Differential- 
gleichungen (3) den Art. 1. erfüllt sind. Es ist also auch der Werth 
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von w für r=r, s—=s völlig bestimmt, wenn « überall in dem 
Grössengebiet (8) der Differentialgleichung (1) genügt und für die 


Anfangswerthe von r und s die Werthe von e und - also, bis auf 


eine additive Constante, auch von w gegeben sind und diese Constante 


beliebig gewählt worden ist. Denn diese Bedingungen sind mit den 


obigen gleichbedeutend. Auch folgt aus Art. 3. noch, dass = zwar 


zu beiden Seiten eines Werthes »” von r, wenn dieser Werth in einer 
endlichen Strecke stattfindet, verschiedene Werthe annimmt, sich aber : 


allenthalben stetig mit s ändert; ebenso ändert sich ie mit r, die 
Function w selbst aber sowohl mit r, als mit s allenthalben stetig. 


Nach diesen Vorbereitungen können wir nun an die Lösung un- 
serer Aufgabe gehen, an die Bestimmung des Werthes von w für zwei 
beliebige Werthe, » und s’, von r und s. 


Zur Veranschaulichung denke man sich x und £ als Abseisse und 
Ordinate eines Punkts in eier Ebene und in dieser Ebene die Curven’ 
gezogen, wo r und wo s constante Werthe hat. Von’ diesen Curven 
mögen die ersteren durch (r), die letzteren durch (s) bezeichnet und 
in ihnen die Richtung, in welcher t wächst, als die positive betrachtet 
werden. Das Grössengebiet ($) wird dann repräsentirt durch ein Stück 
der Ebene, welches begrenzt ist durch die Curve (r), die Curve (5) 
und das zwischen beiden liegende Stück der Abseissenaxe, und es 
handelt sich darum, den Werth von w in dem Durchschnittspunkte 
der beiden ersteren aus den in letzterer Linie gegebenen Werthen zu 
bestimmen. Wir wollen die Aufgabe noch etwas verallgemeinern und 
annehmen, dass das Grössengebiet (S$), statt durch diese letztere Linie, 
durch eine beliebige Curve c begrenzt werde, welche keine der Curven 
_ (r) und (s) mehr als einmal schneidet, und dass für die dieser Curve 


angehörigen Werthenpaare von r und s die Werthe von = und e 


gegeben seien. Wie sich aus der Auflösung der Aufgabe ergeben wird, 


ow ow 


unterliegen auch dann diese Werthe von 7, wnd er nur der Bedingung, 


sich stetig mit dem Ort in der Curve zu ändern, können aber übrigens 
willkürlich angenommen werden, während diese Werthe nicht von 
einander unabhängig sein würden, wenn die Curve c eine der Curven 
(r) oder (s) mehr als einmal schnitte. 


Um Functionen zu bestimmen, welche linearen partiellen Differential- 
gleichungen und linearen Grenzbedingungen genügen sollen, kann man 
ein ganz ähnliches Verfahren anwenden, wie wenn man zur Auflösung 
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eines Systems von linearen Gleichungen sämmtliche Gleichungen, mit 
unbestimmten Faetoren multiplieirt, addirt und diese Faetoren dann so 
bestimmt, dass aus der Summe alle unbekannten Grössen bis auf eine 
herausfallen. 

Man denke sich das Stück ($) der Ebene durch die Curven (r) 
und (s) in unendlich kleine Parallelogramme zerschnitten und bezeichne 
durch ör und ös die Aenderungen, welche die Grössen r und s erlei- 
den, wenn die Curvenelemente, welche die Seiten dieser Parallelogramme 
bilden, in positiver Richtung durchlaufen werden; man bezeichne ferner 
durch v eine beliebige Function von r und s, welche allenthalben stetig 
ist und stetige Derivirten hat. In Folge der Gleichung (1) hat man 
dann 


(2) la (um lat ze) rd 


über das ganze Grössengebiet ($) ausgedehnt. Es muss nun die rechte 
Seite dieser Gleichung nach den Unbekannten geordnet, d. h. hier, das 
Integral durch partielle Integration so umgeformt werden, dass es 
ausser bekannten Grössen nur die gesuchte Function, nicht ihre Deri- 
virten enthält. Bei Ausführung dieser Operation geht das Integral 
zunächst über in das über ($) ausgedehnte Integral 


2 Omv Omv 
j® ( 08 H or +7 35) Ords 
dw 


und ein einfaches Integral, welches sich, weil sich = mit s, 7, mit 








r und ww mit beiden Grössen stetig ändert, nur über die Begrenzung 
von ($) erstrecken wird. Bedeuten dr und ds die Aenderungen von 
r und s in einem Begrenzungselemente, wenn die Begrenzung in der 
Riehtung durchlaufen wird, welche gegen die Richtung nach Innen 
ebenso liegt, wie die positive Richtung in den Öurven (r) gegen die 
positive Richtung in den Curven (s), so ist dies Begrenzungsintegral 


— SE Gr Er -— mi) ds + w ( + mv) ar). 


Das Integral durch die ganze Begrenzung von $ ist gleich der 
Summe der Integrale durch die Curven ec, (s’), (»), welche diese Be- 
grenzung bilden, also, wenn ihre Durchschnittspunkte durch (ec, r’), 
(e, 5), (r, 5) bezeichnet werden, 


FE BEN 1 I 

“ f- 

’ e ’ 2 
FRE 48 Nr: 


Von diesen drei Bestandtheilen enthält der erste ausser der Function ® 
nur bekannte Grössen, der zweite enthält, da in ihm ds = 0 ist, nur 


von.endlicher Schwingungsweite. 161 


die unbekannte Function w selbst, nicht ihre Derivirten; der dritte 
Bestandtheil aber kann durch partielle Integration in 


5 Eh ’ 
ww). , — (ww), . + fü ( -- mo) ds 


verwandelt werden, so dass in ihm ebenfalls nur die gesuchte Function 
w selbst vorkommt. 

Nach diesen Umformungen liefert die Gleichung (2) offenbar den 
Werth der Function w im Punkte (r’, 5’), durch bekannte Grössen aus- 
gedrückt, wenn man die Function v den folgenden Bedingungen ge- 
mäss bestimmt: 


’ 0? 0 0 
1) allenthalben in 8: 2, + 5, + 55 — 9 
2) fürr=r: 2 Lmw- 
8) . 
DE u tm=0 


4), frr=er,ses:y= 


Man hat dann 


4) w.„= vw), +/ß (= E— mi) ds + w ( + me) ar), 


; 
sr 


9. 


Durch das eben angewandte Verfahren wird die Aufgabe, eine 
Funetion w einer linearen Differentialgleichung und linearen Grenz- 
bedingungen gemäss zu bestimmen, auf die Lösung einer ähnlichen, 
aber viel einfacheren Aufgabe für eine andere Function v® zurück- 
geführt; die Bestimmung dieser Funetion erreicht man meistens am 
Leichtesten durch Behandlung eines speciellen Falls jener Aufgabe 
nach der Fourier’schen Methode. Wir müssen uns hier begnügen, 
diese Rechnung nur anzudeuten und das Resultat auf anderem Wege 
zu beweisen. 


Führt man in der Gleichung (1) des vor. Art. für r und s als 
unabhängig veränderliche Grössen o=r+s undu=r—s ein und 
wählt man für die Curve c eine Curve, in welcher 6 constant ist, so 
lässt sich die Aufgabe nach den Regeln Fourier’s behandeln, und 
man erhält durch Vergleichung des Resultats mit der Gleichung (4) 
des vor. Art, wann! +3=6,r —s‘ —=u gesetzt wird, 


RIEMAnN’s gesammelte mathematische Werke. I. 11 
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2 f nd 
v—— [eosu(u—u) 7, (dı(E) % (0) — %(0’) %,(0)) du, 
0 
worin %,(6) und %,(6) zwei solche partieulare Lösungen der Diffe- 
rentialgleichung %” — 2my’ + uuv = 0 bezeichnen, dass 


’ ‚ d 
dt, - uU, = Fre 
Bei Voraussetzung des Poisson’schen Gesetzes, nach welchem 
m = & _— ) —, kann man %, und %, durch bestimmte Integrale 


ausdrücken, so dass man für v ein Erlen rena Integral erhält, durch 


dessen een sich ergiebt 
1 1 


= es — ei nt r—r) («— 8) 
ar ) | Fanrern zogen) 





Man kann nun die Richtigkeit dieses Ausdrucks leicht beweisen, 
indem man zeigt, dass er wirklich den Bedingungen (3) des vor. Art. 
genügt. 





[02 
—['mao 
Setzt manv = e Y, so gehen diese für y über in 
0?y dm 
. Dr ds + (% — mm) y = (0 


und y=1 sowohl für r=r, als für s—=s. Bei der Poisson’schen 


Annahme kann man aber diesen Bedingungen genügen, wenn man an- 
Fer) 








nimmt, dass y eine Function von z= — en sei. Denn es 
wird dann, wenn man = — 2 durch A bezeichnet, m = also 
Zu mm = — Ta ud 
= En (auge ae 7) Hr Fir E23, 
Es ist folglich v = (Jr und y eine Lösung der Differentialgleichung 
1-2) Fler I ar TATEN 


oder nach der in meiner Abhandlung über die Gauss’sche Reihe ein- 
gmahrEn Bezeichnung eine Function 
0 .—20 
#: (o 1+20 :) 
und zwar diejenige particulare Lösung, welche für z= 0 gleich 1 wird. 
Nach den in jener Abhandlung entwickelten Transformationsprin- 
eipien lässt sich y nicht bloss durch die Funetionen P(0,22 +1,0), 
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sondern auch durch die Functionen P(4,0,2-+3), P(0,A+4, 4-4) 
ausdrücken; man erhält daher für y eine grosse Menge von Dar- 
stellungen durch hypergeometrische Reihen und bestimmte Integrale, 
von denen wir hier nur die folgenden 


y=F(l +4—4, 1,)=(1—2) Mr 1, 
- ae rlitnıez 1, lo) 


bemerken, mit denen man in allen Fällen ausreicht. 
Um aus diesen für das Poisson’sche Gesetz gefundenen Resultaten 
die für das Boyle’sche geltenden abzuleiten, muss man nach Art. 2. 
ayk 


die Grössen r, s, vr, s um „_— vermindern und dann k=1 werden 
“ 1 
lassen, wodurch man erhält m = — = und 
= (r —r' +s—s') 6) 
a GERREREN: 





n! n! (2a) 


10. 


Wenn man den im vor. Art. gefundenen Ausdruck für v in die 
Gleichung (4) des Art. 8. einsetzt, erhält man den Werth von w für 
Bu sr durch die Werthe von w, . und = in der Curve c aus- 
gedrückt; da aber bei unserm Problem in dieser Curve immer nur er 
und n unmittelbar gegeben sind und w erst durch eine Quadratur aus 


ihnen gefunden werden müsste, so ist es zweckmässig, den Ausdruck 
für w,,s so umzuformen, dass unter dem Integralzeichen nur die Deri- 
virten von w vorkommen. 


Man bezeichne die Integrale der Ausdrücke — mvds + ( -+ me) dr 
und 2 + mo) ds — mvdr, welche in Folge der Gleichung 





0? v Omv Omv 

ge Or zu De: 0. 
vollständige Differentiale sind, durch P und & und das Integral von 
Pdr + Eds, welcher Ausdruck wegen = =—- mw= = ebenfalls ein 


vollständiges Differential ist, durch o. 
Bestimmt man a die Integrationsconstanten in diesen Integralen 


so, dass o, = und ©@ = für r — r,s=s' verschwinden, so genügt ® 
u eo 0°@ us 
den Gleichungen är hi ra 2 Le %, 555 = — mv und sowohl für 


SR; 


14* 
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r=r, als für s= 5 der Gleichung © = 0 und ist, beiläufig bemerkt, 
-durch a Grenzbedingung und die Differentialgleichung 


tm (tt 1)—0 


völlig bestimmt. 

Führt man nun in dem Ausdrucke von w,,, für v die Function 
© ein, so kann man ihn durch partielle Integration in 
(1) wm (+) )»0- 55a) 
umwandeln. Ä 

Um die Bewegung des Gases aus dem Anfangszustande zu be- 


stimmen, muss man für c die Curve, in welcher t—= 0 ist, nehmen; 


En ew ow er 
in dieser Curve hat man dann FT 7; = —%, wnd man erhält 


durch abermalige partielle Integration 
Urs = Wer + [od — xds), 
folglich nach Art. 3, (4) und (5) 
73 0 
@- VO + War ar + | @ ar 
(@) # 


(x + (Vpoe) - Wir. = — a da. 
Lr' 
Diese Gleichungen (2) drücken Be die Bewegung nur aus, so lange 
0°? dl S 1 
2 (RE) ua Ey (ÜBTE 1) rm Mate 








schieden bleiben. Sobald eine Task Grössen verschwindet, entsteht 
ein Verdichtungsstoss, und die Gleichung (1) gilt dann nur innerhalb 
solcher Grössengebiete, welche ganz auf einer und derselben Seite dieses 
Verdichtungsstosses liegen. Die hier entwickelten Prineipien reichen 
dann, wenigstens im Allgemeinen, nicht aus, um aus dem Anfangszustande 
die EEE zu bestimmen; wohl aber Ka man mit Hülfe der Gleichung 
(1) und der Gleichungen, che nach Art. 5. für den Verdichtungsstoss 
gelten, die Bewegung bestimmen, wenn der Ort des Verdichtungsstosses 
zur Zeit t, also & als Function von t, gegeben ist. Wir wollen indess 
dies nicht weiter verfolgen und verzichten auch auf die Behandlung des 
Falles, wenn die Luft durch eine feste Wand begrenzt ist, da die 
Bodsig keine Schwierigkeiten hat und eine Vergleichung der Resultate 
mit der Erfahrung gegenwärtig noch nicht möglich ist. 
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IX. 


Selbstanzeige der vorstehenden Abhandlung. 


(Göttinger Nachrichten, 1859, Nr. 19.) 


Diese Untersuchung macht nicht darauf Anspruch, der experimen- 
tellen Forschung nützliche Ergebnisse zu liefern; der Verfasser wünscht 
sie nur als einen Beitrag zur Theorie der nicht linearen partiellen 
Differentialgleichungen betrachtet zu sehen. Wie für die Integration 
der linearen partiellen Differentialgleichungen die fruchtbarsten Me- 
thoden nicht durch Entwicklung des allgemeinen Begriffs dieser Auf- 
gabe gefunden worden, sondern vielmehr aus der Behandlung specieller 
physikalischer Probleme hervorgegangen sind, so scheint auch die 
Theorie der nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen durch eine 
eingehende, alle Nebenbedingungen berücksichtigende, Behandlung 
specieller physikalischer Probleme am meisten gefördert zu werden, und 
in der That hat die Lösung der ganz speciellen Aufgabe, welche den 
Gegenstand dieser Abhandlung bildet, neue Methoden und Auffassungen 
erfordert, und zu Ergebnissen geführt, welche wahrscheinlich auch bei 
allgemeineren Aufgaben eine Rolle spielen werden. 

Durch die vollständige Lösung dieser Aufgabe dürften die vor 
einiger Zeit zwischen den englischen Mathematikern Challis, Airy und 
Stokes lebhaft verhandelten Fragen*), soweit dies nicht schon durch 
Stokes**) geschehen ist, zu klarer Entscheidung gebracht worden sein, 
so wie auch der Streit, welcher über eine andre denselben Gegenstand 
betreffende Frage in der K. K. Ges. d. W. zu Wien zwischen den Herrn 
Petzval, Doppler und A. von Ettinghausen***) geführt wurde. 

Das einzige empirische Gesetz, welches ausser den allgemeinen 
Bewegungsgesetzen bei dieser Untersuchung vorausgesetzt werden 


*) Phil. mag. voll. 33. 34. und 35. 
**) Phil. mag. vol. 33. p. 349. 
*®*) Sitzungsberichte der K. K. Ges. d. W. vom 15. Jan., 21. Mai und 1. Juni 
1852. 
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musste, ist das Gesetz, nach welchem der Druck eines Gases sich mit 
der Dichtigkeit ändert, wenn es keine Wärme aufnimmt oder abgiebt. 
Die schon von Poisson gemachte, aber damals auf sehr unsicherer 
Grundlage ruhende Annahme, dass der Druck bei der Dichtigkeit o 
proportional g* sich ändere, wenn % das Verhältniss der specifischen 
Wärme bei constaffem Druck zu der bei constantem Volumen be- 
deutet, kann jetzt durch die Versuche von Regnault über die speci- 
fischen Wärmen der Gase und ein Prineip der mechanischen Wärme- 
theorie begründet werden, und es schien nöthig diese Begründung des 
Poisson’schen Gesetzes, da sie noch wenig bekannt zu sein scheint, 
in der Einleitung voranzuschicken. Der Werth von % findet sich dabei 
= 1,4101, während die Schallgeschwindigkeit bei 0° ©. und trockner 
Luft nach den Versuchen von Martins und A. Bravais*) — en 
sich ergeben und für % den Werth 1,4095 liefern würde. 

Obwohl die Vergleichung der Resultate unserer Untersuchung mit 
der Erfahrung durch Versuche und Beobachtungen grosse Schwierig- 
keiten hat und gegenwärtig kaum ausführbar sein wird, so mögen 
diese doch, soweit es ohne Weitläufigkeit möglich ist, hier mitgetheilt 
werden. 

Die Abhandlung behandelt die Bewegung der Luft oder eines 
Gases nur für den Fall, wenn anfangs und also auch in der Folge 
‚die Bewegung allenthalben gleich gerichtet ist, und in jeder auf ihrer 
Richtung senkrechten Ebene Geschwindigkeit und Dichtigkeit constant 
sind. Für den Fall, wo die anfängliche Gleichgewichtsstörung auf 
eine endliche Strecke beschränkt ist, ergiebt sich‘ bekanntlich bei der 
gewöhnlichen Voraussetzung, dass die Druckverschiedenheiten unendlich 
kleine Bruchtheile des ganzen Drucks sind, das Resultat, dass von der 
erschütterten Stelle zwei Wellen, in deren jeder die Geschwindigkeit 
eine bestimmte Function der Dichtigkeit ist, ausgehen und in entgegen- 
gesetzten Richtungen mit der bei dieser Voraussetzung constanten 


Geschwindigkeit Y g (e) fortschreiten, wenn p(g) den Druck bei der 
Dichtigkeit og und @'(e) die Derivirte dieser Function bezeichnet. Etwas 
ganz ähnliches gilt nun für diesen Fall auch, wenn die Druckver- 
schiedenheiten endlich sind. Die Stelle, wo das Gleichgewicht gestört 
ist, zerlegt sich ebenfalls nach Verlauf einer endlichen Zeit in zwei 
nach entgegengesetzten Richtungen fortschreitende Wellen. In diesen 
ist die Geschwindigkeit, in der Fortpflanzungsrichtung gemessen, eine 


bestimmte Function / Y g'(e) dloge der Dichtigkeit, wobei die 


*) Ann. de chim. et de phys. Ser. III, T. XII, p. 5. 
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Integrationsconstante in beiden verschieden sein kann; in jeder ist also 
mit einem und demselben Werthe der Dichtigkeit stets derselbe Werth 
der Geschwindigkeit verbunden, und zwar mit einem grösseren Werthe 
ein algebraisch grösserer Werth der Geschwindigkeit. Beide Werthe 
rücken mit constanter Geschwindigkeit fort. Ihre Fortpflanzungs- 


geschwindigkeit im Gase ist Y p (ge), im Raume aber um die in der 
Fortpflanzungsrichtung gemessene Geschwindigkeit des Gases grösser. 
Unter der in der Wirklichkeit zutreffenden Voraussetzung, dass 9 (e) 
bei wachsendem oe nicht abnimmt, rücken daher grössere Dichtigkeiten 
mit grösserer Geschwindigkeit fort, und hieraus folgt, dass die Ver- 
dünnungswellen, d. h. die Theile der Welle, in denen die Dichtigkeit 
in der Fortpflanzungsrichtung wächst, der Zeit proportional an Breite 
zunehmen, die Verdichtungswellen aber ebenso an Breite abnehmen, 
und schliesslich in Verdichtungsstösse übergehen müssen. Die Gesetze, 
welche vor der Scheidung beider Wellen oder bei einer über den ganzen 
Raum sich erstreckenden Gleichgewichtsstörung gelten, so wie die 
Gesetze für das Fortschreiten von Verdichtungsstössen, können hier, 
weil dazu grössere Formeln erforderlich wären, nicht angegeben werden. 

In akustischer Beziehung liefert demnach diese Untersuchung das 
Resultat, dass in den Fällen, wo die Druckverschiedenheiten nicht als 
unendlich klein betrachtet werden können, eine Aenderung der Form 
der Schallwellen, also des Klanges, während der Fortpflanzung eintritt. 
Eine Prüfung dieses Resultats durch Versuche scheint aber trotz der 
Fortschritte, welche in der Analyse des Klanges in neuester Zeit durch 
Helmholtz u. A. gemacht worden sind, sehr schwer zu sein; denn in 
geringeren Entfernungen ist eine Aenderung des Klanges nicht merk- 
lich, und bei grösseren Entfernungen wird es schwer sein, die mannig- 
fachen Ursachen, welche den Klang modifieiren können, zu sondern. 
An eine Anwendung auf die Meteorologie ist wohl nicht zu denken, 
da die hier untersuchten Bewegungen der Luft solche Bewegungen sind, 
die sich mit der Schallgeschwindigkeit fortpflanzen, die Strömungen in 
der Atmosphäre aber allem Anschein nach mit viel geringerer Ge- 
schwindigkeit fortschreiten. 





X. 


Ein Beitrag zu den Untersuchungen über die Bewegung eines 
flüssigen gleichartigen Ellipsoides. 


(Aus dem neunten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen. 1861.) 


Für die Untersuchungen über die Bewegung eines gleichartigen 
flüssigen Ellipsoides, dessen Elemente sich nach dem Gesetze der 
Schwere anziehen, hat Dirichlet durch seine letzte von Dedekind 
herausgegebene Arbeit auf überraschende Weise eine neue Bahn ge- 
brochen. Die Verfolgung dieser schönen Entdeckung hat für den 
Mathematiker ihren besondern Reiz, ganz abgesehen von der Frage 
nach den Gründen der Gestalt der Himmelskörper, durch welche diese 
Untersuchungen veranlasst worden sind. Dirichlet selbst hat die 
Lösung der von ihm behandelten Aufgabe nur in den einfachsten 
Fällen vollständig durchgeführt. Für die weitere Ausführung der Unter- 
suchung ist es zweckmässig, den Differentialgleichungen für die Be- 
wegung der flüssigen Masse eine von dem gewählten Anfangszeit- 
punkte unabhängige Form zu geben, was z. B. dadurch ‚geschehen kann, 
dass man die Gesetze aufsucht, nach. welchen die Grösse der Haupt- 
axen des Ellipsoides und die relative Bewegung der flüssigen Masse 
gegen dieselben sich ändert. Indem wir hier die Aufgabe in dieser 
Weise behandeln, werden wir zwar die Dirichlet’sche Abhandlung 
voraussetzen, müssen aber dabei zur Vermeidung von Irrungen &leich 
bevorworten, dass es nicht möglich gewesen ist, die dort gebrauchten 
Zeichen unverändert beizubehalten. 


5 


Wir bezeichnen durch a, b, c die Hauptaxen des Ellipsoides zur 

Zeit t, ferner durch x, y, z die Coordinaten eines Elements der flüssigen 
Masse zur Zeit t und die Anfangswerthe dieser Grössen durch An- 
hängung des Index O0 und nehmen an, dass für die Anfangszeit die 
» Hauptaxen des Ellipsoides mit den Coordinatenaxen zusammenfallen. 
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Den Ausgangspunkt für die Untersuchung Dirichlet’s bildet be- 
kanntlich die Bemerkung, dass man den Differentialgleichungen für. 
die Bewegung der Flüssigkeitstheile genügen kann, wenn man die 
Coordinaten &, y, 2 linearen Ausdrücken von ihren Anfangswerthen 
oleichsetzt, in denen die Coeffieienten blosse Functionen der Zeit sind. 
Diese Ausdrücke setzen wir in ‘die Form 


em tn 
(1) wi aEN 


&, 
, „ Ko [74 Yo [73 20 
== ea BR Beyer 
7 ! Ay = b, + er 


Bezeichnet man nun durch &, n, & die Coordinaten des Punktes (x, y, 2) 
in Bezug auf ein bewegliches Coordinatensystem, dessen Axen in jedem 
Augenblicke mit den Hauptaxen des Ellipsoides zusammenfallen, so 
sind bekanntlich &, n, & gleich linearen Ausdrücken von &, 9, 2 


5=eu +Py +Y2 
(2) n=ds+Pßy+r: 

dat hytr' 
worin die Coeffieienten die Cosinus der Winkel sind, welche die Axen 
des einen Systems mit den Axen des andern bilden, « = cos 8x, 

— cos &y ete., und zwischen diesen Coefficienten finden sechs Be- 
dingungsgleichungen statt, welche sich daraus herleiten lassen, dass 
durch die Substitution dieser Ausdrücke 
E+m+e=e+y+r 

werden muss. 


Da die Oberfläche stets von denselben Flüssigkeitstheilchen ge- 
bildet wird, so muss | 


2 2 2 2 2 2 
N & & Y 2, 
Era ont, 


sein; setzt man also 


kmas 4nk dns 

ni HE I 
Eoerätpkrgn 

d. h. bezeichnet man in den Ausdrücken von 2, Pe & durch m . 17 ; 2 


welche man durch Einsetzung der Werthe (1) in die ein (2) 
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‚erhält, die Coefficienten durch @,ß,-..,79,,-so bilden diese Grössen 
@,Pß,---,Y, ebenfalls die Coefficienten einer orthogonalen Coordinaten- 
transformation: sie können betrachtet werden als die Cosinus der 
Winkel, welche die Axen eines beweglichen Coordinatensystems der 
&, 9, & mit den Axen des festen Coordinatensystems der ey 


bilden, Drückt man die Grössen %, Y, z mit Hülfe der Gleichungen 
q 


(2) und (3) in : 5 : E aus, so ergiebt sich 
I =acu, + bee’ + ca” 
m =aaß, +beß/ + ca” ß,” 
n =aay, + bay’ + ca”y” 


apa, + ba’ +eßa 
(4) m = aßß, + bBB/-t cp” ß” 
Nn—= aß Y, + bBy/ + ch’ y” 


"=aya, +bya’+ ey’ a” 
m” — ayß, ar by’ ß/ ni ey" ß” 
A 


Wir können daher die Lage der Flüssigkeitstheilchen oder die Werthe 
der Grössen !, m, ....,n” zur Zeit t als abhängig betrachten von den 
Grössen a, b, c und der Lage zweier beweglichen Coordinatensysteme 
und können zugleich bemerken, dass durch Vertauschung dieser beiden 
Coordinatensysteme in dem Systeme der Grössen l, m, n die Horizontal- 
reihen mit den Vertikalreihen vertauscht werden, also /, m, n” un- 
geändert bleiben, während von den Grössen m und V,.m und 7”, w 
und m” jede in die andere übergeht. Es wird nun unser nächstes 
Geschäft sein, die Differentialgleichungen für die Veränderungen der 
Hauptaxen und die Bewegung dieser beiden Coordinatensysteme aus 
den in der Dirichlet’schen Abhandlung ($. 1,1) angegebenen Grund- 
gleichungen für die Bewegung der Flüssigkeitstheilchen abzuleiten. 


2. 


Offenbar ist es erlaubt, in jenen Gleichungen, statt der Derivirten 
nach den Anfangswerthen Mer Grössen %, Y, 2, welche dort durch 
a, b, c bezeichnet sind, die Derivirten nach den Grössen &,n,€& zu 
setzen; denn die hiedurch gebildeten Gleichungen lassen sich als Aggre- 
gate von jenen darstellem und umgekehrt. Wir erhalten dadurch, wenn 


02 09 = ihre Werthe einsetzen 


a ee ARE 4 
06 ’ön’ ’o 
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0°? 280 2 ev oP 
te tar En m 
03 0? 2 „ eV oP 
o te Font = In 
8 7% „ 0 4 y SL oV oP 
ee Tr 


worin V das Potential, P den Druck im Punkte x, y, 2 zur Zeit t und 
& die Constante bezeichnet, welche die Anziehung zwischen zwei Massen- 
einheiten in der Entfernungseinheit ausdrückt. 

Es handelt sich nun zunächst darum, die Grössen links vom Gleich- 
heitszeichen in die Form linearer Functionen von den Grössen &, n, & 
zu setzen, wozu einige Vorbereitungen nöthig sind. 

Durch Differentiation der Gleichungen 2) erhält man, wenn man 
zur Abkürzung 





0x ey 02 A 
0x ‚ GR ‚ 02 a 2 
Z tt 
08 m 0y 7 02. A 
” öt e, zu nr: =$ 
setzt, 
Be u aß dy ; 
RE 
3 on da d } 
Fe Re TH — y+® etn 
08 de «i ie 


und wenn man hierin , y, 2 wieder durch &, n, & ausdrückt 
re er rag 73 rm CHE Ger)" 
Kir ter )etE 
= (a Hat yet ++)" 
Heat trer)ihe 
Be oz Het)" 
ia tte REHE 


Nun giebt aber die Differentiation der bekannten Gleichungen 
e++relad+ßh+yy—I, etc. 
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dy ; 3 x 
th +r ra gs re Br re 





e Tr Pp er = 
a ee 
a errert et) 
Bere Bere 


und es wird folglich, wenn man diese letzteren drei Grössen durch 
P, 9, r bezeichnet, 


Are Korntas 
(4) v2 rE+ Spt 
= —-4mt+ 


| 


Durch ein ganz ähnliches Verfahren ergiebt sich aus den Glei- 
chungen (2) 














0° a 3 BB ( ER 0 2 
et ee et? Y Rs ot n +9 ” 
2 Do e?y 043 NUR: , 
(8) Zee te De ran 
FLp® 022 





Ten et et 


und aus En Gleichungen Art. 1. 3), wenn p,g,, r, die Grössen be- 


zeichnen, welche von den Functionen «, ß,...,7/ ebenso - abhängen, 
wie die Grössen p, q, r von den Panclaneer x .B, RN fa 
a 
ur T Er Ye 137 
3 
6 BE 
© EZ 
g 
3 
a BEE; 
Ta Fr 
. 0E On 8 ; ; i 
Setzt man die Werthe „,, 74, 7, aus (6) in.(4) ein, so erhält man 
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2 d £ 
& -T & + (ar, — br) + (cq — ag) < 
? db 
M 7=(ar— ir) + BFH en 
d 
= (ceq, — ag) 2 +(bp— op); er ne 
Was die geometrische Bedeutung dieser Grössen betrifft, so sind, wie 


leicht ersichtlich ist, 8, n’, &° die Geschwindigkeitseomponenten des 


Punktes x, %, z der flüssigen Masse parallel den Axen &, n, &; = = . 


die ebenso zerlegten relativen Geschwindigkeiten gegen das Coordi- 
natensystem der 8, n, &; ferner in den Gleichungen (1) die Grössen 
auf der linken Seite die Beschleunigungen und die auf der rechten 
die beschleunigenden Kräfte parallel diesen Axen; endlich sind », q, r 
die augenblicklichen Rotationen des Coordinatensystems der &, n, & um 
seine Axen und p,, o ‚r, haben Giesaibe Bedeutung für das Coordinaten- 
system der &, n, & 


. 
4 


3. 


Wenn man nun die Werthe der Grössen €, n', $ aus (7) in die 
Gleichungen (5) substituirt und mit Hülfe der Gleichungen (6) die 


Derivirten von a, 5 2 wieder durch die Grössen &, n, & ausdrückt, 


so nehmen die Grössen auf der linken Seite der Gleichungen (1) die 
Form linearer Ausdrücke von den Grössen &, n, & an. Auf der rechten 
Seite hat V die Form 


H— A&® — BB? — 0& 
worin H, A, B, C auf bekannte Weise von den Grössen a, b, ce ab- 


hängen; und man genügt ihnen daher, wenn an der Oberfläche der 
Druck den constanten Werth @ hat, indem man 


un ERS, £* 
Feten) 


‚setzt und die zehn Functionen der Zeit a,b, c; 9,4, r;p,q,r, und 
o so bestimmt, dass die neun Üoefficienten der Grössen &, n, & auf, 
beiden Seiten under gleich werden und zugleich die aus der Incom- 


pressibilität folgende Bedingungsgleichung abe = a,b,c, befriedigt wird. 
Durch Gleichsetzung der Üoeffiecienten von 2,4 er 
8 


von — in der zweiten Gleichung ergiebt sich 


‚in der ersten und 


174 X. Ein Beitrag zu den Untersuchungen 


2 
Eu} 2er, + 2ogg, — al tr! ++) = 2, — 2eaA 
dr... ; 8 d db 
an It Fern rap Te 2cpqg, = 
d dr d db 
rent ton + bma— 2opg—0 
Aus diesen Gleichungen erhält man die sechs übrigen durch eyelische 
Versetzung der Axen, oder auch durch beliebige Vertauschungen, wenn 
man nur dabei beachtet, dass durch Vertauschung zweier Axen nicht 
bloss die ihnen entsprechenden Grössen vertauscht werden, sondern 
zugleich die sechs Grössen p, q, ..., ?, Ihr Zeichen ändern. 
Man kann diesen Gleichungen eine für die weitere Untersuchung 
bequemere Form geben, wenn man statt der Grössen 9,95 4,43 7; 7, 
ihre halben Summen und Differenzen 


sErE DER BF 
ed 2 


U ® 


ER Arch S AS. Asuk # SEEN nat) 
Meng = 2 aa 2 


als unbekannte Functionen einführt. 
Dadurch wird das System von Gleichungen, welchen die zehn 
unbekannten Funetionen der Zeit genügen müssen | 


(a— + (ate)v?+ (a) + (a +)w? 45 = cu A— — 


6 


(b—a)w? + (b-+a)w? + (b - HF AIn- sbB—-; 


6 


eu +lc+b)u?+l—a)u + (cta)v? 445 =2c— I 


Be ala +B+e— 2a) +l+e +2 WO 


+ ar I +(b—c+ 2a)vw +(b— c—2a)vw—0 
(c—a) © 42 D L(e+a— 2b)wu+(c+a+ 2b) wu —0 


(c+a) +2° et Vy4(c—a+25)wu +(c—a—2b)wu=0 


’ 





(«) 











(2 +29 ) p+(a+bd—2e)uo+(a+b+2)uUv —0 


(ara ode td ++ 22m +2) uv—0 





abe = aybyCy 


\ 
Die Werthe von A, B, C ergeben sich aus dem bekannten Ausdrucke 
für 7. 


FEN 


ee Ran Zn a 
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RG a Weck a re ee, Zi 
V=H 48-346 = /z( a@+s 5?+3s eh 
0 


worin 
sera) (Hr) 


Nach ausgeführter Integration dieser Differentialgleichungen hat 
man noch, um die Functionen «, ß,...,y’ zu bestimmen, die all- 
gemeine Lösung $, 0°, 6” der Differentialgleichungen 

dö 2 „de „ do” ‚ 
Biere, — —=—roH ne, Zr = 10 — p0 
zu suchen, — von welchen, wie aus Art. 2, (3) hervorgeht, «, «, «'; 
ß, ß, PB’; 9, Y, y’ die drei partieularen Auflösungen sind, die für 
t=(0 die Werthe 1, 0, 0; 0,1, 0; 0, 0, 1 annehmen, — und zur Be- 
stimmung der Functionen «, ß,...,y, die allgemeine Lösung der 
simultanen Differentialgleichungen 


dd ‚ 2, 08 ® + 40, ‚ 
ee ed, Tann ER Te 


4, 


Es fragt sich nun, welche Hülfsmittel für die Integration dieser 
Differentialgleichungen («), (#), (y) die allgemeinen hydrodynamischen 
Prineipien darbieten, aus denen Dirichlet sieben Integrale erster Ord- 
nung der durch die Functionen I, m, ..., »’ zu erfüllenden Differential- 
gleichungen ($. 1. (a)) schöpfte. Die aus ihnen fliessenden Gleichungen 
lassen sich mit Hülfe der oben für €, n', € gegebenen Ausdrücke leicht _ 
herleiten. 


Der Satz von der Erhaltung der Flächen giebt 


B- ua rtb+tou—=g=a"+BW+yM 
DC -ao + (ti ha +EM+tyMm 
@—b’utla+bwW—=k=a’® +B’W + y’W 
worin die Constanten g°, h°, k°, die Anfangswerthe von g, h, k, mit den 
Constanten 8, 8, 8” in der Abhandlung von Dirichlet überein- 
kommen; er liefert also das aus den sechs letzten Differentialgleichungen 
(«) leicht zu bestätigende Resultat, dass, 0=g,9' =h, 0’ =k% eine 
Lösung der Differentialgleichungen (ß) ist. 


Aus dem Helmholtz’schen Prineip der Erhaltung der Rotation 
folgen die Gleichungen 
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Bu - + =g,=ug+Bh tr 
2) (dw (ta ag +B/h’tyik 
(“dw — (a+ Du —k,— ag" + BR + y/Es 
in welchen die Constanten g°, h, k° den Grössen BOW, CAB, ABC 
der genannten Abhandlung gleich sind. 


Der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft endlich giebt 
ein Integral erster Ordnung der Differentialgleichungen («) 


(El HH) 
(D + — uw + (e — a + (a — b)? 0? —=28:H-+ const. 
1(b+ Yu? +(c+ aW? +(a + bw?) * 


Aus den Gleichungen (1) und (2) folgen zunächst noch zwei In- 
tegrale der Gleichungen («) Ä 


(II) +1 +12 = const. = 0? 
(II) 9? eh? + k? = const. = @}. 
Ferner lassen sich von den Gleichungen (ß) zwei Integrale 
(IV) 0 +0? + 0”? = const. 
(V) 09 +09h-+ 0"k = const. 


angeben, wodurch ihre Integration allgemein auf eine Quadratur zurück- 
geführt wird. Zur Aufstellung ihrer allgemeinen Lösung ist es jedoch, 
da sie linear und homogen sind, nur nöthig, noch zwei von der Lösung 
9, h, k verschiedene particulare Lösungen zu suchen, für welchen Zweck 
man die willkürlichen Constanten in diesen beiden Integralgleichungen 
so wählen kann, dass sich die Rechnung vereinfacht. Giebt man beiden 
den Werth Null, so hat man 


(3) eh+o"k= — 96, 
und ferner erhält man, wenn man diese Gleichung quadrirt und dazu 


die Gleichung 
Sa g’? ee 0”? er 2 


multiplieirt mit h? + %?, addırt 
-— (0k — 0’h)? = w’0? 
folglich 
(4) 0%k— Oh = wid 
Durch Auflösung dieser beiden linearen Gleichungen (3) und (4) 
findet sich 
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Eh kat 

(5) en ren 
„_.—gk — hoi 

(6) ee re 


und durch Einsetzung dieser Werthe in die erste der Gleichungen (ß) 





(7) lege = 4 log (h? +1) + im dt + const. 


Aus dieser in (5), (6) und (7) enthaltenen Lösung der Differential- 
gleichungen (ß) erhält man eine dritte, indem man für V— 1 überall 


— V—1 setzt, und es ist dann leicht aus den gefundenen drei par- 
tieularen Lösungen die Ausdrücke für die Functionen 2 Di. Ne 
zu bilden. 

Die geometrische Bedeutung jeder reellen Lösung der Differential- 
gleichungen (ß) besteht darin, dass sie, mit einem geeigneten con- 
stanten Factor multiplieirt, die Cosinus der Winkel ausdrückt, welche 
die Axen der &, n, & zur Zeit £ mit einer festen Linie machen. Diese 
feste Linie wird für die erste der drei eben gefundenen Lösungen 
durch die Normale auf der unveränderlichen Ebene der ganzen be- 
wegten Masse gebildet, für den reellen und den imaginären Bestand- 
theil der beiden andern durch zwei in dieser Ebene enthaltene und 


auf einander senkrechte Linien. Die Cosinus der Winkel zwischen den 


: j L k ; 
Axen und jener Normalen sind demnach 7, 7 ‚=; die Lage der 
© @ @ 


Axen gegen diese Normale ergiebt sich also nach Auflösung der 
Gleichungen («) ohne weitere Integration und zur vollständigen Be- 


stimmung ihrer Lage genügt eine einzige Quadratur, z. B. die Integration 
t 


Axe der & gehenden Ebene um die Normale giebt. 
Ganz Aehnliches gilt von den Differentialgleichungen (y). Man 
kann auf demselben Wege aus den beiden Integralen 


(VD 0° + 0/? + 9”? — const. 
(VI) 8,9, +0,/h,+0”k, = const. 


ihre allgemeine Lösung und folglich auch die Werthe der Grössen 
@, ß»..., 9 zur Zeit t ableiten, und es wird dabei nur eine Qua- 
dratur erforderlich sein. Es ergiebt sich dann schliesslich der Ort eines 


RıEMANN’s gesammelte mathematische Werke. I. +2 
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beliebigen Flüssigkeitstheilchens zur Zeit # aus den oben (Art. 1, 1 
und 4) für die Grössen x, y, 2 und die Functionen I, m, ..., n” ge- 
gebenen Ausdrücken. 


B. 


Wir wollen uns jetzt Rechenschaft darüber geben, was durch die 
Zurückführung der Differentialgleichungen zwischen den Funetionen 
l, m, ...,n” (der Differentialgleichungen (a) $. 1 bei Dirichlet) auf 
unsere Differentialgleichungen für das Geschäft der Integration ge- 
wonnen ist. Das System der Differentialgleichungen (a) ist von der 
sechszehnten Ordnung, und man kennt von denselben sieben Integrale 
erster Ordnung, wodurch es auf ein System der neunten Ordnung, 
zurückgeführt wird. Das System («) ist nur von der zehnten Ord- 
nung, und man kennt von demselben ‘noch drei Integrale erster 
Ordnung. Durch die hier bewirkte Umformung jener Differential- 
gleichungen ist also die Ordnung des noch zu integrirenden Systems 
von Differentialgleichungen um zwei Einheiten erniedrigt, und man 
hat statt dessen nur schliesslich noch zwei Quadraturen auszuführen. 
Diese Umformung leistet also dasselbe, wie die Auffindung von zwei 
Integralen erster Ordnung. 

Wir bemerken indess ausdrücklich, dass hierdurch unsere Form 
der Differentialgleichungen nur für die Integration und die wirkliche 
Bestimmung der Bewegung einen Vorzug erhält. Für die allgemein- 
sten Untersuchungen über diese Bewegung ist dagegen diese Form der 
Differentialgleichungen weniger geeignet, nicht bloss, weil ihre Her- 
leitung weniger einfach ist, sondern auch desshalb, weil der Fall der 
Gleichheit zweier Axen eine besondere Betrachtung erfordert. Bei 
Gleichheit zweier Axen tritt nämlich der besondere Umstand ein, dass 
die ihnen zu gebende Lage durch die Gestalt der flüssigen Masse nicht 
völlig bestimmt ist; sie hängt dann im Allgemeinen auch von der 
augenblicklichen Bayesing ab und bleibt nur dann willkürlich, wenn 
diese Bewegung so beschaffen ist, dass die Axen fortwährend enelen 
gleich bleiben. Die Untersuchung dieses Falles ist zwar immer leicht 
und bedarf daher keiner weiteren Ausführung, kann aber in speeiellen 
Fällen noch wieder besondere Formen annehmen, und die allgemeinen 
Untersuchungen, wie z. B. der allgemeine Nachweis der Möglichkeit 
der Bewegung ($. 2 bei Dirichlet), würden daher wegen der Menge 
von besonders zu behandelnden Fällen ziemlich weitläufig werden. 

Ehe wir zur Behandlung von speciellen Fällen schreiten, in wel- 
chen sich die Differentialgleichungen («) integriren lassen, ist es zweck- 
mässig, zu bemerken, dass in einer Lösung dieser Differentialgleichun- 
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gen, wie unmittelbar aus der Form dieser Gleichungen hervorgeht, 
jede Zeichenänderung der Functionen u, v,..., w' zulässig ist, bei 
welcher uvw, uw, Wow, Wv'w ungeändert bleiben. Es können also 
erstens die Zeichen der Functionen «', v’, w’ gleichzeitig geändert wer- 
den, und dadurch werden die Grössen «a, ß, ..+; y' mit den Grössen 
an Br, 9, also in dem System der Grössen mu. 
Horizontalreihen mit den Verticalreihen vertauscht. Zweitens können 
gleichzeitig zwei der Grössenpaare ı, uw; v,v; w,w mit den entgegen- 
gesetzten Zeichen versehen werden, und diese Aenderung lässt sich 
auf eine Aenderung in dem Zeichen einer Coordinatenaxe zurückführen, 
wobei die Bewegung in eine ihr symmetrisch gleiche übergeht. In 
dieser Bemerkung ist der von Dedekind gefundene Reciprocitätssatz 
enthalten. 


6. 


Wir wollen nun den Fall untersuchen, in welchem eins der 
Grössenpaare u, u; v,v'; w, w fortwährend gleich Null ist, also z. B. 
w=4wu = 0; die geometrische Bedeutung dieser Voraussetzung ist 
diese, dass die Hauptaxe a stets in der unveränderlichen Ebene der 
ganzen bewegten Masse liegt und die augenblickliche Rotationsaxe 
auf dieser Hauptaxe senkrecht steht. 

Aus den sechs letzten Differentialgleichungen («) folgt sogleich, 
dass in diesem Falle die Grössen 


(w) (ea), (c+ ar, (a — bu, (a + b)'w 
constant sind und die Gleichungen 
() b+c—2a)vw+(b+c+2a)VwW=0 


b—-ce+2a)vW +(b—c—2a)vw=V0 


stattfinden müssen. 

Bei der weiteren Untersuchung ist zu unterscheiden, ob noch ein 
zweites der drei Grössenpaare Null ist oder nicht, und wir können im 
Allgemeinen nur noch bemerken, dass in Folge der Gleichungen (u) 
die Grössen h, k, h, k, constant sind und folglich auch die Winkel 
zwischen den Hauptaxen und der unveränderlichen Ebene der ganzen 
bewegten Masse, und dass dann ferner aus den Differentialgleichungen 
(ß) und (y) die Verhältnissgleichungen 


folgen, wodurch die Lösungen dieser Gleichungen sich vereinfachen. 
12* 


“ 
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Erster Fall. Nur eins der drei Grössenpaare u,u'; v,v'; w,w’ ist gleich Null. 
Wenn weder zugleich v» und v’, noch zugleich » und w’ Null sind, 
folgt aus den Gleichungen (w) und (v) 


v? (La—b— J)Ra+b— cd) a— c\t 
”  GatbtrgRadtg lass) const, 


() w'? _@a—b— )(2a—b+e) a — b\t 
mi: ) const. 





a+b 





u @Ba+b+og)Ra+b— oc) 
woraus sich- mit Hinzuziehung von 
abe = const. 
ergiebt, dass a, b, ce und folglich auch »,v, w,w’ constant sind. 
Setzen wir nun 














vr er v2 u 
: @a+td+g@a-I+5 Ra-d_-JRar)_g) 
(2) w? ww’? 7 


Ga tb +tgRa tb Rab JRa—brtg 
so erhalten wir aus den drei ersten Differentialgleichungen («) die drei 


Gleichungen 
6 
(3) (da? — b? — Ist Bar An 


a Me 
es -'—- 5, 


Um hieraus die Werthe von $S, 7 und o abzuleiten, bilde man aus 
den Gleichungen (4) die Gleichungen 


5 sds 
STreB- Tara 


0 


I) 


en ds 
Ira u, Fe Bee s) (® +5) 


0 


und substituire diese Werthe in der Gleichung (3) 
ß A 
da — % — E) (T +9) —2WPT+EN)- — 55, 


wodurch man 


” 





Do en ("ds 23 +40 — be 1 
(5) 2a?b?c? ee A ( 0 +s)(® +9 +2) 
h) 
erhält, wenn zur Abkürzung 
(6) 4a —- VW HN)+VE—=D 


gesetzt wird. 
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Durch Einsetzung des Werthes von 6 in die Gleichungen (4) 
findet sich dann 


b? — ce? Me 1 & sds 4a? — c? + 52 b? 
(2) | al @-+s ee 





no 


ce? — b? er ( sds 4a? — b? + c? & 
(8) en | b?-+s ma); 


0 








Es bleibt nun noch zu untersuchen, welchen Bedingungen a, b, c 
genügen müssen, damit sich aus den Gleichungen (7) und (8) und den 
Gleichungen (2) für v, v’, w,w reelle Werthe ergeben. 


Damit 5} und es nicht negativ werden, ist es nothwendig 
® w 
und hinreichend, dass die Grösse 
(4a® — (b + c)?) (4a? — (b — e)) > 0 





sei. Es muss also a? entweder > ( T } oder < er sein. 


Wenn a> ne ‚ müssen die Grössen $ und 7 beide > O sein, 


damit die Gleichungen (2) für v,v’, w, w’ reelle Werthe liefern. Man 





kann nun aber leicht zeigen, dass, wenn a > u E a D und die beiden 


Integrale auf der rechten Seite der Gleichungen (7) und (8) immer 
positiv sind. Man hat dazu nur nöthig, D in die Form zu setzen 


a? (da? — (b + ©)’) + be (2a? + be) 


und das in (7) enthaltene Integral in die Form 


o 


ef = Meere Fe 
i b+c 


und dann zu bemerken, dass aus a > —— 
heiten fliessen, 4a? — (b+ c)’ >0, 4a’ — € >0, ferner 
4 +” — > ++ — =2b(b + ec) 
und folglich 
ed + — A>2I b FF >Ibb + >VE. 
Aus diesen Ungleichheiten folgt, dass sowohl D, als das betrachtete 
Integral nur positive Bestandtheile hat, und dasselbe gilt auch von 


dem Integral auf der rechten Seite der Gleichung (8), welches aus 
diesem durch Vertauschung von b und c erhalten wird. Lassen wir 


die folgenden Ungleich- 
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b+e 


nun a die Werthe von = bis oo durchlaufen, so wird, wenn b>e, 


T immer positiv bleiben, S aber nur so lange a < b. Die Bedingungen 
für diesen Fall sind also, wenn b die grössere der beiden Axen b und ec 
bezeichnet, 


D IEBch 








Für die Untersuchung des zweiten Falles, wenn a’ < =: ), 


wollen wir annehmen, dass b die grössere der beiden Axen b und c 

sei, so dass a < Es muss dann, damit »v,v’, w,w reell werden, 

S<0 und T>0 sein. Da aus den Ungleichheiten 
B>(2a-#c”’>4a+c 


hervorgeht, dass das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (8) 
in unserm Falle stets negativ ist, so wird die letztere Bedingung T > 0 
a?(b? — 4a?) 
Da 
oder >a? ist. Dieser Fall spaltet sich also wieder in zwei Fälle, und 


ö R a?(b? — 4u? . - \ 
diese sind, da I en <a? durch einen endlichen Zwischenraum 


nur erfüllt werden, wenn D (ce? — a?) > 0, also e* entweder < 











getrennt, so dass von einem zum andern kein stetiger Uebergang 
stattfindet. Da das Integral in der Gleichung (7), so lange * <a 
ist, wegen der beiden Ungleichheiten ®+s<a’ +3 4 — ®+b> b? 
nur positiv sein kann, so reduciren sich die zu erfüllenden Bedingungen 


Dan 


im ersten dieser Fälle auf «< © oder 





a? (b? -- 4a?) 
b? — a? 


v 


(I) e<b— 2a und a< 
und im zweiten auf 


(m) a< zZ und [ ee ee Se 
0 





2 A(b’+s) e+s a? + s 


Es ist leicht zu sehen, dass das Integral auf der linken Seite der 
letzten Ungleichheit, wenn a die Werthe von 0 bis e durchläuft, 


negativ bleibt, so lange a < z ist, während es für «= ec einen posi- 


tiven Werth annimmt; die genaue Bestimmung der Grenzen aber, 
innerhalb deren diese Ungleichheit erfüllt ist, hängt, wie man sieht, 
von der Auflösung einer transcendenten Gleichung ab. 

In Bezug auf das Zeichen von 6, welches bekanntlich entscheidet, ob 
die Bewegung ohne äussern Druck möglich ist, können wir bemerken, 
dass sich der oben gefundene Werth dieser Grösse in’die Form =» 
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en "392 +6a?s + D 

D A3 
0 ; 
setzen lässt, und also in den Fällen I und III, wo D>0, jedenfalls 
positiv ist, für einen negativen Werth von D aber, wenigstens so 
lange dieser Werth absolut genommen unter einer gewissen Grenze 


liegt, negativ wird. 


ds 





T. 
Zweiter Fall. Zwei der Grössenpaare u, w; v,v'; w,w' sind gleich Null. 
Wir haben nun noch den Fall zu behandeln, wenn zwei der 
Grössenpaare u, «; v,v'; w, w fortwährend Null sind, und also nur um 


eihe Hauptaxe eine Rotation stattfindet. 
Wenn ausser u und u’ auch v und v’ fortwährend Null sind, so 


reduciren sich die Gleichungen (w) und (v) auf 
(a — b)’ w = const. = r (a + bw = const. = r’ 


und die ersten drei Differentialgleichungen («) liefern daher die Glei- 
chungen 








t? EA a d’a FI AR: 0: 

at ar tan Min 

(1) 1° 23 EEE SE, : a*b EA bB Ep: 
Bo Ora  Tan > v 

d2c 6 

BES en _— — 

2 dt? scc C 


welche verbunden mit 
abe = Ayby& 


die Grössen a, b, ce und o als Funetionen der Zeit bestimmen. Das 
Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft giebt für diese Differential- 
gleichungen das Integral-erster Ordnung 


a4 (a) + lach (#)) re e = 2eH + const 


woraus unmittelbar hervorgeht, dass wenn r nicht Null ist, die Haupt- 
axen a und b nie einander gleich werden können. 

Ausser den schon von Mac-Laurin und Dirichlet untersuchten 
Fällen, wenn «=b, lässt noch der Fall, wenn die Grössen a, b, c 
‚constant sind, eine Bestimmung der Bewegung in geschlossenen Aus- 
drücken zu. In diesem Falle erhält man aus (1) durch Elimination 
von 6 die beiden Gleichungen 
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2. ” ae wa 
raten Saeserngn 
(3) 3 0 








7? = Bu I (a? — c?)s er 
(b + a)? et At) +s 


0 


worin die Integrale auf der rechten Seite durch K und L bezeichnet 
werden mögen; sie lassen sich auch in die Form setzen 


a TR 2, 
19). 20 me fa: 2 fi (a3 (?- 5) 0) 
v0 


a 





nd s— ab 


Bann SR Le Aa nr 
6) u 4 A (@ +5) (b?+ 5) T er) ' 
N) 


Nehmen wir an, dass b, wie in den früher betrachteten Fällen, 
die grössere der beiden Axen a und b bezeichne, so liefern diese bei- 
den Gleichungen dann und auch nur dann für r? und r’” positive Werthe, 
wenn Ä positiv und abgesehen vom Zeichen grösser als L ist; und 
es ist klar, dass die erste Bedingung erfüllt ist, solange e<b. Der 
zweiten Bedingung wird genügt, wenn c=a also L=0 ist, und 
folglich auch, da K und Z sich mit c stetig ändern, innerhalb eines 
endlichen Gebiets zu beiden Seiten dieses Werthes. Dieses erstreckt 
sich aber nicht bis zu den Werthen b und 0; denn für c=b würde 
t’? negativ werden, für ein unendlich kleines ce aber 7’, da dann 

of u zei ud 
. Y durgarzet ) Sarsta+t gt 








und folglich > K wird. Wächst b, während a und c endlich blei- 
ben, in’s Unendliche, so kann Z nur dann kleiner als K bleiben, 
wenn zugleich a? — c? in's Unendliche abnimmt; beide Grenzen für c 
sind also dann nur unendlich wenig von a verschieden. Wenn da- 
gegen b seiner unteren Grenze a unendlich nahe kommt, so conver- 
girt die obere Grenze für c, wo 7?”=( wird, gegen a, die untere 
Grenze aber gegen einen Werth, für welchen das Integral auf der 
rechten Seite von (5) verschwindet. Zur Bestimmung dieses Werthes 


erhält man, wenn man — —= siny setzt, die Gleichung 


(—5+2c082% + cos4y) (x — 2y) + 10sin2y+2sindy=0, 


und diese hat zwischen Yv= (0 und v= z nur eine Wurzel, welche 
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— — 0,803327 .. 


giebt. Für b=a kann freilich c jeden Werth zwischen O0 und b an- 
nehmen, da dann z? wegen des Factors b— a immer Null wird. Man 
erhält dann den von Mac-Laurin untersuchten Fall, während sich 
für w® = w’? die beiden von Jacobi und Dedekind gefundenen 
Fälle ergeben. 

Der eben behandelte Fall fällt für b=a mit dem Falle (I) des 


vorigen Artikels zusammen und, wenn 
w? w’? 








mit dem Falle (III). Von den bisher gefundenen vier Fällen, in denen 
das flüssige Ellipsoid während der Bewegung seine Form nicht ändert, 
hängen also diese drei Fälle stetig unter einander zusammen, während 
der Fall (II) isolirt bleibt. 


8. 


Die Untersuchung, ob ausser diesen vier Fällen noch andere vor- 
handen sind, in denen die Hauptaxen während der Bewegung constant 
bleiben, führt auf eine ziemlich weitläufige Rechnung, welche wir nur 
kurz andeuten wollen, da sie nur ein negatives Resultat liefert. 

Aus der Voraussetzung, dass a, b, e constant sind, kann man zu- 
nächst leicht folgern, dass o constant ist, indem man die drei ersten 
Differentialgleichungen («), multiplieirt mit a, b, c, zu einander addirt 
und dann die Integralgleichung I, also den Satz von der Erhaltung 
der lebendigen Kraft, benutzt. 

Durch Differentiation dieser drei Gleichungen erhält man dann 
du du au 
GEGEN FB 
letzten Differentialgleichungen («) einsetzt, die drei Gleichungen 

B—- J)uww—vw)+hb+du (vWw— vw) = 0 
(1) (e— a)v (wu — wu)+(c+a)v (wu — wu) = 0 

(a — b) w (ww — wo) +(a+b)wW Wo —w)—0, 
von denen eine eine Folge der übrigen ist. 

I. Wenn nun keine von den sechs Grössen u, w,..., w Null 
ist, folgt aus diesen Gleichungen die Gleichheit der folgenden drei 
Grössenpaare, deren Werthe wir durch 2a’, 2b’, 2c” bezeichnen wollen 


-)F+a+). la )EH+a+) 2a 
B-)E ++) 0-9) 4049-2 


U 


C-HE+Cc+HWE-Ll-AE+ct+t)l —% 


ferner, wenn man die Werthe von aus den sechs 
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Es ergiebt sich dann = a? — b, VW?’ — cd?”—=b’— ec, so dass wir 
a—ada=b—bb=cc—ccd‘=8 
setzen können, und aus den drei ersten Differentialgleichungen («) 
2za’ = const., 2yb’ = const., 20oc' = const. 


wenn wir vv’ + ww‘, ww’ + uw, un’ + vv’ zur Abkürzung durch 


7%, %, 9 bezeichnen. Aus diesen Gleichungen und der aus den Integral- _ 


gleichungen II und III leicht herzuleitenden Gleichung 
@—- 9) @—- + - HM-NFETETE FR 
= 4(0°--@,) 

folgt, wenn nicht a=b=, dass 9 und folglich u, w, ..., w con- 
stant sein müssen. Es ergiebt sich aber leicht, dass dann die sechs 
letzten Differentialgleichungen («) nicht erfüllt werden können; und 
hierdurch ist, wenn nicht alle drei Axen einander gleich sind, die Un- 
zulässigkeit der, Annahme, dass u, «, ..., w sämmtlich von Null ver- 
schieden sind, erwiesen. 

Die Annahme «= b=c würde auf den Fall einer ruhenden 
Kugel führen; w’, v’, w’ ergeben sich = (0, u, v, w aber bleiben ganz 
willkürlich, was davon herrührt, dass die Lage der Axen in jedem 
Augenblicke willkürlich geändert werden kann. 

II. Es bleibt also nur die Annahme übrig, dass eine der Grössen 
4,0,...,w’' Null ist, und diese zieht, wie wir gleich sehen werden, 
immer die früher untersuchte Voraussetzung nach sich, dass eins der 
drei Grössenpaare u,u’; v,v’; w,w’ verschwinde. 

1. Wenn eine der Grössen w’, v’, w', z. B. w = 0 ist, folgen aus 
(1) die Gleichungen | 

—-)ww=0, b—-)ww=0 . 
und diese lassen nur eine von den folgenden Annahmen zu: erstens 
die früher untersuchte Voraussetzung, zweitens b= c, drittens v = 0 
und » = 0 oder V” =0 und w= 0, was nicht wesentlich verschie- 
den ist. 

Wenn b-= c, bleibt « ganz willkürlich und kann also auch = 0 
gesetzt werden, wodurch der früher untersuchte Fall eintritt. 

Wenn v»—=0 und w=(0, erhält man aus den Differentialglei- 
chungen («) 
b—c—2a)ww=0, (+a—2b))ww=0, (a—b+2)uVvw=0, 
und, wenn man die erste dieser Gleichungen zur zweiten addirt, 

— (a+b)ww=(0; 
es muss also ausser den Grössen u’, v, w’ noch eine der Grössen u, v’, w 
Null sein, wodurch wieder der früher untersuchte Fall eintritt. 
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2. Wenn endlich eine der Grössen u, v, w, z. B. w = 0 ist, folgt 

aus den Gleichungen (1) 

wvw=0, ww=0 

und diese Gleichungen führen entweder zu unserer früheren Voraus- 
setzung, oder zu der Annahme, u = v’ = w’ = 0, welche von der eben 
untersuchten  =v=w’ = nicht wesentlich verschieden ist, oder 
endlich zu der Annahme v=v=w= (0. Unter dieser Voraussetzung 
aber geben die Differentialgleichungen («) vw = wu =uv —(0, 
und es müssen also noch zwei von den Grössen w’, v’, w’ Null sein, 
was wieder den früher behandelten Fall liefert. 

Es hat sich also ergeben, dass mit der Beständigkeit der Gestalt 
nothwendig eine Beständigkeit des Bewegungszustandes verbunden ist, 
d. h., dass allemal, wenn die flüssige Masse fortwährend denselben 
Körper bildet, auch die relative Bewegung aller Theile dieses Körpers 
immerfort dieselbe bleibt. Die absolute Bewegung im Raume kann 
man sich in diesem Falle aus zwei einfacheren zusammengesetzt denken, 
indem man sich zuerst der flüssigen Masse eine innere Bewegung er- 
theilt denkt, bei welcher sich die Flüssigkeitstheilchen in ähnlichen, 
parallelen und auf einem Hauptschnitte senkrechten Ellipsen bewegen, 
und dann dem ganzen System eine gleichförmige Rotation um eine in 
diesem Hauptschnitte liegende Axe. Wenn dieser Hauptschnitt, wie 
oben angenommen, senkrecht zur Hauptaxe «a ist, so sind die Cosinus 
k 
’o 


der Winkel zwischen der Umdrehungsaxe und den er 0, % 


und die Umdrehungszeit 





——— , Ferner sind 0, b 5 © K, die auf 
TE 0°, 

die Hauptaxen bezogenen Coordinaten des Endpunkts der augenblick- 
lichen Rotationsaxe, und bei der innern Bewegung sind die elliptischen 
Bahnen der Flüssigkeitstheilchen der in diesem Punkte an das Ellipsoid 
gelegten Tangentialebene parallel, so dass ihre Mittelpunkte in dieser 
Rotationsaxe liegen. Die Theilchen bewegen sich in diesen Bahnen 
so, dass die nach den Mittelpunkten gezogenen Radienvectoren in 
gleichen Ka gleiche Flächen durchstreichen, und durchlaufen sie in 


der Zeit 





Va? imma 


2. 


Wir kehren jetzt zurück zur Betrachtung der Bewegung der 
flüssigen Masse in dem Falle, wenn «, w’; v, v’ fortwährend Null sind 
und also nur um eine Hauptaxe eine Rotation stattfindet, und bemer- 
ken zunächst, dass sich den Gleichungen (1) Art. 7., nach welchen 
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sich die Hauptaxen in diesem Falle ändern, noch eine andere anschau- 
lichere mechanische Bedeutung geben lässt. Man kann sie nämlich 
betrachten als die Gleichungen für die Bewegung eines materiellen 
Punktes (a, b, c) von der Masse 1, der gezwungen ist auf einer durch 
die Gleichung abe = const. bestimmten Fläche zu bleiben und von 
Kräften getrieben wird, deren Potentialfunction der Grösse 


2:H 





T? rc? i 
am tar 
dem Werthe nach gleich und dem Zeichen nach entgegengesetzt ist. 
Bezeichnen wir diese Grösse mit @, so lassen sich die Gleichun- 
gen für beide Bewegungen in die Form setzen: 


d? d?b d? 
(1) 0a + do + dc + de —=0 


für alle unendlich kleinen Werthe von da, öb, öc, welche der Bedin- 
gung abe = const. genügen; und der Satz von der Erhaltung der 
mechanischen Kraft giebt 


} ec + () An (=) ) + @ = const., 


wonach der von der Formänderung der flüssigen Masse unabhängige 
Theil der mechanischen Kraft = (@ ist. 

Damit a, b, c und folglich Form und Bewegungszustand des flüssigen 
da db de 
dt’ dt’ dt 
bar nothwendig und hinreichend, dass die Variation erster Ordnung 
der Function @ von den veränderlichen Grössen a, b, ec, zwischen wel- 
chen die Bedingung abc = const. stattfindet, verschwinde, was auf die 
Gleichungen (3.) oder (4.) und (5.) des Art. 7. führt. Diese Bestän- 
digkeit des Bewegungszustandes wird aber nur eine labile sein, wenn 
der Werth der Function kein Minimumwerth ist; es lassen. sich dann 
immer beliebig kleine Aenderungen des Zustandes der flüssigen Masse 
angeben, welche eine völlige Aenderung desselben zur Folge haben. 

Die direete Untersuchung der Variation zweiter Ordnung für den 
Fall, wenn die Variation erster Ordnung der Function @ verschwindet, 
würde sehr verwickelt werden; es lässt sich jedoch die Frage, ob die 
Function für diesen Fall einen Minimumwerth habe, auf folgendem 
Wege entscheiden. 

Zunächst lässt sich leicht zeigen, dass die Funetion immer, welche 
Werthe auch r?, 7’? und abe haben mögen, für ein System von 
Werthen der unabhängig veränderlichen Grössen ein Minimum haben 
müsse; es folgt dies offenbar aus den drei Umständen, dass erstens 
die Function G für den Grenzfall, wenn die Axen unendlich klein oder 


Ellipsoids constant bleiben, wenn Null sind, ist es offen- 


. 
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unendlich gross werden, sich einem Grenzwerth nähert, der nicht 
negativ ist, dass zweitens sich immer Werthe von a, b, c angeben 
lassen, für welche @ negativ wird und dass drittens @ nie negativ un- 
endlich werden kann. Diese drei Eigenschaften der Function @ er- 
geben sich aber aus bekannten Eigenschaften der Function H. Die 
Function H erhält ihren grössten Werth in dem Fall, wenn die flüssige 
Masse die Gestalt einer Kugel annimmt, nämlich den Werth 2°, 


wenn oe den Radius dieser Kugel also y abe bezeichnet; ferner wird H 
unendlich klein, wenn eine der Axen unendlich gross und folglich 
wenigstens Eine andere unendlich klein wird, jedoch so, dass, wenn b 
in’s Unendliche wächst, 7b nicht unendlich klein wird, und folglich 
in der Function @, wenn nicht zugleich « in’s Unendliche wächst, der 
negative Bestandtheil schliesslich. immer den positiven überwiegt. 


Wenn 7? nicht Null ist, muss schon unter den Werthen von 
a, b, c, welche der Bedingung b> «a genügen, ein Werthensystem ent- 
halten sein, für welches die Function ein Minimum wird; denn dann 
sind die obigen drei Bedingungen, aus welchen die Existenz eines 
Minimums folgt, schon für dieses Grössengebiet erfüllt, da @ auch für 
den Grenzfall « = b nicht negativ wird. 


Man kann nun ferner untersuchen, wie viele Lösungen die Glei- 
chungen (3.) Art. 7 zulassen, welche das Verschwinden der Variation 
erster Ordnung bedingen. Diese Untersuchung lässt sich leicht führen, 
wenn man die Werthe der aus ihnen sich ergebenden Ausdrücke für 
t? und r’? auch für complexe Werthe der Grössen a, b, ce in Betracht 
zieht. Wir können jedoch diese Untersuchung in die gegenwärtige 
Abhandlung nicht aufnehmen und müssen uns begnügen das Resultat 
derselben anzugeben, dessen wir in der Folge bedürfen. 


Wenn 7? nicht Null ist, lassen die Gleichungen (3.) auf jeder 
Seite von b=a nur Eine Lösung zu; die Variation erster Ordnung 
verschwindet also auf jeder Seite dieser Gleichung nur für ein Werthen- 
system, und die Funetion @ muss für dieses ihr Minimum haben, 
welches wir durch @* bezeichnen wollen. 


Wenn z? Null ist, verschwindet die Variation erster Ordnung 
immer für b=a und einen Werth von c, der für 7”—=0 gleich a 
ist und mit wachsendem 7’? beständig abnimmt. Die Variation zweiter 
Ordnung lässt sich für dieses Werthensystem leicht in die Form eines 
Aggregats von (da + db)? und (da — Öb)” setzen, und hierin ist der 
Coefficient von (da +- 6b)? immer positiv, da die Function, wie aus 
den früheren Untersuchungen bekannt ist, unter allen Werthen, die sie 
für b= «a annehmen kann, hier ihren kleinsten Werth hat. 
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‘ Der Coeffieient von (da — 6 b)” aber ist 


En Pas e 
alernert Ice m) 
0 


also nur positiv, wenn Fr > 0,303327 ... und folglich 7” < eg*.8,64004 a 





‚aber negativ, wenn _ diesen Werth überschreitet. 


Die Function G@ hat also für dieses Werthensystem nur im ersten 
Falle ein Minimum (G*), und die Untersuchung der Gleichungen (3) 
zeigt, dass die Variation erster Ordnung dann nur für dieses Werthen- 
system verschwindet; im letztern Falle aber hat sie einen Sattelwerth; 
sie muss dann nothwendig noch für zwei Werthensysteme ein Mini- 
mum (G*) haben, und aus der Untersuchung der Gleichungen (3) 
folgt, dass die Variation erster Ordnung nur noch für zwei Werthen- 
systeme verschwindet, welche durch Vertauschung von b und a aus 
einander erhalten werden. 


Aus dieser Untersuchung ergiebt sich also, dass in dem schon 
seit Mac-Laurin bekannten Falle der Rotation eines abgeplatteten 
Umdrehungsellipsoids um seine kleinere Axe die Beständigkeit des Be- 
wegungszustandes nur labil ist, sobald das Verhältniss der kleinern 
Axe zu den andern kleiner ist als 0,303327 ...; bei der geringsten 
Verschiedenheit der beiden andern würde in diesem Falle die flüssige 
Masse Form und Bewegungszustand völlig ändern und ein fortwähren- 
des Schwanken um den Zustand eintreten, welcher dem Minimum der 
Funetion @ entspricht. Dieser besteht in einer gleichförmigen Um- 
drehung eines ungleichaxigen Ellipsoids um seine kleinste Axe ver- 
bunden mit einer gleichgerichteten innern Bewegung, bei welcher die 
Theilchen sich in einander ähnlichen zur Umdrehungsaxe senkrechten 
Ellipsen bewegen. Die Umlaufszeit ist dabei der Umdrehungszeit gleich, 
so dass jedes Theilchen schon nach einer halben Umdrehung des 
Ellipsoids in seine Anfangslage zurückkehrt. 


10. 
Wenn die mechanische Kraft des Systems, 
da\® _ /dbi2 | de? 
(ka), t (a), +) + R=8 
welche offenbar nicht kleiner als @* sein kann, negativ ist, so kann 


die Form des Ellipsoids nur innerhalb eines endlichen durch die Un- 
gleichheit @ < 2 begrenzten Gebiets fortwährend schwanken. 
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Für den Fall, dass & — G* als unendlich klein betrachtet werden 
kann, können wir diese Schwankungen leicht untersuchen. 

“ Denken wir uns in der Function @ für ce seinen Werth aus der 
Gleichung abe = a,b,c, substituirt, so giebt die Gleichung (1) des 
vorigen Artikels 

d’a ce d’c BR: d’b ce d’c 


0G 
ar irrgenT 
Die Werthe von a,b, c können nun stets nur unendlich wenig von den 
Werthen, die dem Minimum von @ entsprechen, abweichen, und wenn 
wir die Abweichungen zur Zeit # mit da, Öb, dc bezeichnen und die 
Glieder höherer Ordnung vernachlässigen, so erhalten wir zwischen 
diesen die Gleichungen 











sera 
d?d a ce d’dce 0°G 0°G 
(1) ea EN 
d?8b ce d’dc 0°@G 0?G 
ae 


} n d?ö 
welchen man bekanntlich genügen kann, wenn man am uuda, 


ei = — uuöb, also auch Fe 
stante uw so bestimmt, dass Eine eine Folge der übrigen wird. Die 
letztere Bedingung für uw kommt mit der Bedingung überein, den 
Ausdruck zweiten Grades von den Grössen da, öb 

28°@ — uu (da? + 0b? + de?) 
zu einem Quadrat eines linearen Ausdrucks von diesen Grössen zu 
machen; und dieser genügen, da d?@ und da? + 6b? + öc? wesentlich 
positiv sind, immer zwei positive Werthe von uu, welche einander 
gleich werden, wenn 6?G und da? + 6b? + dc? sich nur durch einen 
constanten Factor unterscheiden. Diese beiden Werthe von uu geben 
zwei Lösungen der Differentialgleichungen (1), bei denen sich da, öb, dc 
einer periodischen Function der Zeit von der Form sin (ut + const.) 
proportional ändern, und aus denen sich ihre allgemeine Lösung zu- 
sammensetzen lässt. 

Jede einzeln genommen liefert periodische unendlich kleine Oseil- 
lationen der Gestalt und des Bewegungszustandes. Hieraus würde 
freilich nur folgen, dass es zwei Arten von Oscillationen giebt, welche 
sich desto mehr periodischen nähern, je kleiner sie sind; es ergiebt 
sich jedoch die Existenz von endlichen periodischen Schwingungen aus 
folgender Betrachtung. 

Wenn & negativ ist, muss offenbar a einen und denselben Werth 





—= — uudc setzt und dann die Con- 
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mehr als einmal annehmen, und betrachten wir die Bewegung von 


dem Augenblicke an, wo a einen solchen Werth zum erstenmal an- 


nimmt, so wird die Bewegung durch die Anfangswerthe ” = und b 


völlig bestimmt sein; es sind also auch die Werthe, welche diese 
Grössen erhalten, wenn a später wieder diesen Werth annimmt, 
Functionen von ihren Anfangswerthen. Diese Functionen wollen wir 
zusammengenommen durch y bezeichnen. Die Bewegung wird periodisch 
sein, wenn ihre Werthe den Anfangswerthen gleich sind. In Folge 


der Gleichung abe = const. und des Satzes von der lebendigen Kraft 
da 


müssen aber, wenn b und Fri ihre Anfangswerthe wieder annehmen, 
db d . b £ i 
auch c, 7, und Tr wieder ihren Anfangswerthem gleich werden. Es 


sind also hierzu nur zwei Bedingungen zu erfüllen; und man kann, indem 
man die Derivirten der Functionen y für den Fall unendlich kleiner 
Schwingungen bildet, zeigen, dass diese Bedingungsgleichungen sich 
nicht widersprechen und innerhalb eines endlichen Gebiets reelle Wur- 
zeln haben. 

Die Grössen a, b, c lassen sich für diesen Fall periodischer 
Schwingungen als Function der Zeit durch Fourier’sche Reihen aus- 
drücken, in welchen freilich sämmtliche Constanten, den von Dirichlet 
behandelten Fall ausgenommen, nur näherungsweise bestimmt werden 
können. Dieses kann z. B. dadurch geschehen, dass man die oben für 
den Fall unendlich kleiner Schwingungen gemachte Entwicklung auf 
Glieder höherer Ordnung ausdehnt. 

Es schien uns der Mühe werth, diese Bewegungen, welche den 
Bewegungen, bei denen Gestalt und Bewegungszustandconstant sind, 
an Einfachheit zunächst stehen, wenigstens einer oberflächlichen Be- 
 trachtung zu unterwerfen. Wir wollen nun die Untersuchung, welche 
wir im vorigen Artikel für den Fall, wenn nur um eine Hauptaxe 
eine Rotation stattfindet, ausgeführt haben, auf alle der Dirichlet’schen 
Voraussetzung genügenden Bewegungen ausdehnen. 


11. 
Um für diesen Zweck die Differentialgleichungen («) in eine über- 


’ 


sichtlichere Form zu bringen, wollen wir statt der Grössen u, v, ..., w 
die Grössen g,h,...., k, einführen und die Bedeutung von @ dahin 
verallgemeinern, dass wir dadurch den Ausdruck 


ee a sn 
(44) ee (Ze) + & =) mer (d°+3s)(c* +8) 
b+c c+a a 
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also auch jetzt den von der Formänderung unabhängigen Theil der 
mechanischen Kraft bezeichnen. 
Es wird dann 


mar DE 08 
Are Meer Ar 
06 06 30 


BP, 5g> 1m AR BE. 
und die letzten sechs Differentialgleichungen («) lassen sich daher in 
die Form setzen 


00 BE 36 dg. ,20 06 
re har, TE NE 

a) dh _ 00 _ 26 an ,2E_ 26 

ug Ir ag Tor 
ar 00 De uk DE, oe 
INT rn IT de 

während die drei ersten in 

d’a 0G 6 d?b 0G 6 d?e 0G 6 
N rar artnet 20 


übergehen. Wir bemerken zugleich, dass aus der Integralgleichung II, 
wenn @= (0, drei Integralgleichungen, g=0,h—=0,k—=0 ‚ folgen, 
d. h., dass diese Grössen immer Null bleiben, wenn sie anfangs Null 
sind. Dasselbe gilt natürlich auch von den Grössen ER; 

Aus den Differentialgleichungen (1.) und (2.) ist nun leicht er- 
sichtlich, dass das Verschwinden der Variation erster Ordnung der 
Funetion @ von den neun veränderlichen Grössen a,b, ...., k, zwischen 
. welchen die drei Bedingungen | 

abe=cont, P+MR+R=o, g’+ Ken? 

stattfinden, nothwendig und hinreichend ist, damit 

da db de dg dk, 

44° 2.48° 7a! de?’ 
Null werden und also Gestalt und Bewegungszustand des Ellipsoids 
constant bleiben, wenn en =. = Null sind. Die Fälle, in denen 
dieses stattfindet, haben wir früher vollständig erörtert. Es ergiebt 
sich nun aber auch hier wieder leicht, dass die Function G wenigstens 
für Ein System von Werthen der unabhängig veränderlichen Grössen 
ein Minimum haben müsse, da sie für den alleinigen Grenzfall, wenn 
die Axen unendlich gross oder unendlich klein werden, gegen einen 
Grenzwerth convergirt, der nicht negativ ist, und, wie wir schon ge- 
sehen haben, immer für gewisse Werthe der unabhängig veränderlichen 
Grössen negativ wird, ohne je negativ unendlich zu werden. Für den 


einem solchen Minimum entsprechenden constanten Bewegungszustand 
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folgt aus dem Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft, dass jede 
der Dirichlet’schen Voraussetzung genügende unendlich kleine Ab- 
weichung von demselben nur unendlich kleine Schwankungen zur 
Folge hat, während in jedem andern Falle die Beständigkeit der Ge- 
stalt und des Bewegungszustandes nur labil ist. Die Aufsuchung der 
einem Minimum von @ entsprechenden Bewegungszustände ist nicht 
bloss für die Bestimmung der möglichen stabilen Formen einer be- 
wegten flüssigen und schweren Masse wichtig, sondern würde auch für 
die Integration unserer Differentialgleichungen durch unendliche Reihen 
die Grundlage bilden müssen; wir wollen daher jetzt untersuchen, in 
welchen von den Fällen, wo ihre Variation erster Ordnung verschwindet, 
die Function @ ein Minimum hat. Aus jedem von den früher ge- 
fundenen Fällen, in denen das Ellipsoid seine Form behält, erhält man 
zwar durch Vertauschung der Axen und Aenderungen in den Zeichen 
der Grössen g,h,...., k, mehrere Systeme von Werthen der Grössen 
a,b,...,k, welche das Verschwinden der Variation erster Ordnung 
der Function @ bewirken; wir können aber diese hier zusammenfassen, 
da die Funetion @ für alle denselben Werth hat und in Bezug auf 
unsere Frage von allen dasselbe gilt. 

Ehe wir die einzelnen Fälle betrachten, müssen wir ferner noch 
bemerken, dass die Untersuchung, wenn ® oder @, Null ist, eine be- 
sondere einfachere Gestalt annimmt, indem dann g, h, k oder g, h,, k, 
aus der Funetion G ganz herausfallen. Die frühere Untersuchung der 
constanten Bewegungszustände giebt nur zwei wesentlich verschiedene 
Fälle, in denen eine dieser beiden Grössen Null wird. In dem im 
Art. 6. behandelten Falle kann dies nur eintreten, wenn 

eier 
w (a+b+e)(2?a+b— ec) a+b 
also der Ausdruck 
(3.) + ab? + ad — 3a’ 
den wir durch E bezeichnen wollen, Null ist; und dann ergiebt sich 
in der That ® oder ®, gleich Null. Die Gleichung E = 0 liefert aber 








nach a aufgelöst nur eine positive Wurzel, die zwischen : + < und b 


liegt, und kann also nur im Falle (1.) erfüllt werden. Ausser diesem 
Falle giebt noch der im Art. 7. untersuchte Fall ® oder ®, gleich Null, 
wenn ?=1tr”. 

Es lässt sich nun zunächst zeigen, dass in den Fällen (1.), (II.) 
und (II.) die Function @ keinen Minimumwerth haben kann, weil 
sich immer, während a, b, c constant bleiben, die Grössen 9, h,...,k, 
so ändern lassen, dass der Werth- der Function noch abnimmt. Da 
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g und g, Null und h,h, k,k,, den Fall E= 0 ausgenommen, nicht 
Null sind, so finden zwischen den Variationen dieser Grössen die Be- 
dingungen statt 


ög? + 2höh + 2kök=0, dgy?+2höh, +2, dk — 0 


und die Variation von @ wird 


7ö ög\2 ög—dg\? 0G 0@ 5 
+ (+ au en a4 06 + 00, +0 86 








b—c 


oder da 





26.26 a 

Er h:h 2 06 =h:k, 
Ei E32: 4 ur BB N Bi Be a Em a RA. 2 
0 Hl ER ) Er iR b+te ar 27 0% 09° — an.00,°9.- 


Bildet man die Determinante dieses Ausdrucks zweiten Grades 
von ög und dg, und substituirt darin die aus Art. 6. (1.) sich ergeben- 
den Werthe 


- =’ + —20 + Eylkat — (db. 0)) Aa — (db — cc?) 
(5. 
a = + — 20 y(4a’— (b+ 0°) (da? et) 
und folglich — — E, so findet sich diese 
3 (a? — b?) (a? — c?). 
Eye 15 27 u 


Sie ist also positiv im Falle (I.), wenn #<0, und im Falle (III.), aber 
negativ im Falle (I.), wenn #>0, und im Falle (I.). In den beiden 
ersteren Fällen kann daher der Ausdruck (4.) sowohl positive, als 
negative Werthe annehmen, in den beiden andern aber entweder nur 





positive, oder ‚nur negative. Er erhält aber für dg = —öy den 
Werth 
" 1 a 5 ser. 
Fa Se Ye, 


welcher unter den in diesen Fällen geltenden Voraussetzungen immer 
negativ ist, wie man leicht sieht, wenn man ihn in die Form setzt 
_@+&— 20) (d’+abe+e +20) + (a — (+0) (aa — 0) 5» 

RS Ger 10 + o°E A 
und bemerkt, dass b? + ce? — 2a? stets positiv ist, wenn E>0. 

Wenn eine der beiden Grössen ® oder ®, z.B. © = (0) ist, wird 
die Bedingungsgleichung zwischen ög,, öh,, Ok, 

sg Hohr+ök=0; 
der Ausdruck der Variation von @ redueirt sich folglich auf 
13* 





196 X. Ein Beitrag zu den Untersuchungen 
= b? + c? 
d6= bi (0er ec)? ee “) ög? 
und aus (5.) erhält man, da A 0, 
. AUR 
2 — #4 & — 20°. 


Durch Einsetzung dieses Werthes ergiebt sich 
+ c)(da— (b+e b — 0)? (b? +4be + c? " 

RER (ae BR! En Sr z nn +) ög° 
also negativ, da b?’+ 2 — 2a? und 4a? — (b + ce)’ in diegem Falle 
positiv sind. 

In allen diesen Fällen hat also die Function @ keinen Minimum- 
werth, und wir haben nun nur noch den Fall des Art. 7. zu betrachten, 
wobei wir den singulären Fall, wo b=a und 7? > eng. 8,64004..., 
ganz ausschliessen können. Wenn eine der beiden Grössen o° oder @? 
Null ist, liefert dieser Fall für jeden gegebenen Werth der andern 
Grösse nur Einen eonstanten Bewegungszustand, für welchen = r”, 
und die Funetion G muss dann für diesen ihr Minimum haben. Für 
je zwei gegebene von Null verschiedene Werthe von @° und @, °” aber 
liefert dieser Fall zwei constante Hewsgunprruafände der flüssigen 
Masse, die durch Vertauschung von 7? und 7” in einander übergehen; 
denn man kann, um 7? und 7” aus @® und @ zu bestimmen, 





o+o0 +, _0—o, 


Re 
setzen und dabei die Zeichen von @ und ®, beliebig wählen. 

Man kann aber leicht zeigen, dass in dem einen Falle, wenn ® 
und @, gleiche Zeichen haben 1 also 7? den grösseren Werth hat, 
kein nm von @ stattfindet. Die Bedingungen aus den Variationen 
der Grössen. g, h, ..., k, sind jetzt 

ög + Oh? n 2kök=0, d9g?+6h?+2ködk,—=dV, 
und die Variation von @ wird daher 


en (ee 


1 ö ; öl öl | it 
3 —&g,\® | (Oh —.aN, er ) ) 
\( re) ) + 007 +00 
Diese erhält aber einen negativen Werth, wenn @ und ®, gleiche 
Zeichen haben und ö6h= dh, = 0, dg, = — 09 angenommen wird; 
denn es ergiebt sich 


86 
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EEE RIREL 1 1 1 4 ” 
und hierin ist Sa) “0. mE und auch cr Ei Ga" da für 








T? 


Sa nach Art. 7. Gr 2 a5 


7? nur grösser als 7” sein kann, wenn c >.a. 

Die Function. hat also auch in diesem Falle *kein Minimum und 
muss folglich in dem allein noch übrig bleibenden Falle ihr Minimum 
haben. 

Dieses findet demnach statt für die im Art. 7. betrachtete Be- 
wegung, wenn 7?< Tr: (den oben angegebenen singulären Fall aus- 
genommen); und in diesem Falle würde daher, während in allen an- 
dern Fällen die Beständigkeit der Gestalt und des Bewegungszustandes 
nur labil ist, jede der Dirichlet’schen Voraussetzung genügende unend- 
lich kleine Kumlana in der Gestalt und dem Bewegungszustande der 
flüssigen Masse nur unendlich kleine Schwankungen zur Folge haben. 
Hieraus folgt freilich nicht, dass der Zustand der flüssigen Masse in 
diesem Falle stabil ist. Die Untersuchung, unter welchen Bedingungen 
dieses stattfindet, würde sich wohl, da sie auf lineare Differential- 
gleichungen führt, mit bekannten Mitteln ausführen lassen. Wir müssen 
jedoch auf die Behandlung dieser Frage in dieser Abhandlung ver- 
zichten, die nur der weiteren Entwicklung des schönen Gedankens ge- 
widmet ist, mit welchem Dirichlet seine wissenschaftliche Thätigkeit 
gekrönt hat. 


folglich ?? > r? ist und also 





- 
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Ueber das Verschwinden der Theta-Functionen. 


(Aus Borchardt’s Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd. 1865.) 


Die zweite Abtheilung meiner im 54. Bande des mathematischen 
Journals erschienenen Theorie der Abel’schen Functionen enthält den 
Beweis eines Satzes über das Verschwinden der #-Functionen, welchen 
ich sogleich wieder anführen werde, indem ich dabei die in jener Ab- 
handlung angewandten Bezeichnungen als dem Leser bekannt voraus- 
setze. Alles in der Abhandlung noch Folgende enthält kurze Andeu- 
tungen über die Anwendung dieses Satzes, welcher bei unserer Methode, 
die sich auf die Bestimmung der Funetionen durch ihre Unstetigkeiten 
und ihr Unendlichwerden stützt, wie man leicht sieht, die Grundlage 
der Theorie der Abel’schen Functionen bilden muss. Bei dem Satze 
selbst und dessen Beweis ist jedoch der Umstand nicht gehörig be- 
rücksichtigt worden, dass die ®-Funetion durch die Substitution der 
Integrale algebraischer Funetionen Einer Veränderlichen identisch, 
d. h. für jeden Werth dieser Veränderlichen, verschwinden kann. 
Diesem Mangel abzuhelfen ist die folgende kleine Abhandlung bestimmt. 

Bei der Darstellung der Untersuchungen über #-Functionen mit 
einer unbestimmten Anzahl ‘von Variablen macht sich das Bedürfniss 
einer abkürzenden Bezeichnung einer Reihe, wie 

Pr Die 
geltend, so bald der Ausdruck von v, durch » complieirt ist. Man 
könnte dieses Zeichen ganz analog den Summen- und Productenzeichen 
bilden; eine solche Bezeichung würde aber zu viel Raum wegnehmen 
und innerhalb der Functionszeichen unbequem für den Druck sein; ich 


ziehe es daher vor 
m 
0,2, 06 Dusch ( () 
1 
zu bezeichnen, also 


p 
DI; 05.6; 9%) durch © (? “) : 
1 
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E: 
Wenn man in der Function #(v,, %, ..., ®%) für die » Veränder- 
lichen » die p Integrale u, — &, W — &, - . -, Up — % algebraischer 


wie die Fläche 7 verzweigter Funetionen von 2 substituirt, so erhält 
man eine Function von 2, welche in der ganzen Fläche: 7 ausser den 
Linien b sich stetig ändert, beim Uebertritt von der negativen auf die 


positive Seite der Linie b, aber den Factor e” Wr — u +20 erlangt. 
Wie im $. 22 bewiesen worden ist, wird diese Function, wenn sie 
nicht für alle Werthe von z verschwindet, nur für p Punkte der Fläche 
T unendlich klein von der ersten Ordnung. Diese Punkte wurden 
durch 7,, 92, - - -, 9» bezeichnet, und der Werth der Funetion «, im 
_ Punkte n. durch «,®. Es ergab sich dann nach den 2» Modul- 


systemen der ®-Function die Congruenz 
2 


D p pP 
Y 
(1.) (&1, & 5 10, +&, Dew-+K, .. >: al) Fr K,), 


tr 1 1 
worin die Grössen K von den bis dahin noch willkürlichen additiven 
Constanten in den Functionen « abhingen, aber von den Grössen e 
und den Punkten n unabhängig waren. 


Führt man die dort angegebene Rechnung aus, so findet sich 
u=p 
(2.) 2K, = af + 0,7) duy — 801 — >. E,, Ay,r- 
u=1l 
In diesem Ausdrucke ist das Integral / (wtF + u, )du, positiv durch 
b, auszudehnen, und in der Summe sind für v’ alle Zahlen von 1 bis 
p ausser v zu setzen; = + 1, je nachdem das Ende von |, auf der 
positiven oder negativen Seite von a, liegt, und €e,—= +1, je nach- 
dem dasselbe auf der positiven oder negativen Seite von b, liegt. Die 
Bestimmung der Vorzeichen ist übrigens nur nöthig, wenn die Grössen 
e nach den in $. 22 gegebenen Gleichungen aus den Unstetigkeiten 
von log # völlig bestimmt werden sollen; die obige Congruenz (1.) 
bleibt richtig, welche Vorzeichen man wählen mag. 

Wir behalten zunächst die dort gemachte vereinfachende Voraus- 
setzung bei, dass die additiven Constanten in den Functionen u so 
bestimmt werden, dass die Grössen K sämmtlich gleich Null sind. Um 
die so gewonnenen Resultate schliesslich von dieser beschränkenden 
Voraussetzung zu befreien, hat man offenbar nur nöthig, überall in den 
9-Functionen zu den Argumenten — K,, — K,,..., — K, hinzuzufügen. 

Wenn also die Function $ (u, — &, U — &, :. +, Up — %) für die 
p Punkte n,, N, - - -, 9» verschwindet und nicht identisch für jeden Werth 
von z verschwindet, so ist 
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2 » 
(&,&,...,9)= (2 a), > a > ale) )- 
1 1 1 


Dieser Satz gilt für ganz beliebige Werthe der Grössen e, und 
wir haben hieraus, indem wir den Punkt (s, 2) mit dem Punkte N» 
zusammenfallen liessen, geschlossen, dass 
»—1 »p—1 p—1 


— Mn > > TR 
0) ( a, N au ) = (), 
1 1 1 
oder da die #-Funetion gerade ist, 


»—1 »p—1 »r—1 
(w) = 
(Ir, I... Dap)=o, 
1 1 E 
welches auch die Punkte N N: ++, Ne, Seien. 


2 


ie. 


Der Beweis dieses Satzes bedarf jedoch einer Vervollständigung 

wegen des Umstandes, dass die Function 

Im — li — a... m — >) 
identisch: verschwinden kann (was in der That bei jedem System von 
gleich verzweigten algebraischen Functionen für gewisse Werthe der 
Grössen e eintritt). 

Wegen dieses Umstandes muss man sich begnügen, zunächst zu 
zeigen, dass der Satz richtig bleibt, während die Punkte 7 unabhängig 
von einander innerhalb endlicher Grenzen ihre Lage ändern. Hieraus 
folgt dann die allgemeine Richtigkeit des Satzes nach dem Prineipe, 
dass eine Funetion einer complexen Grösse nicht innerhalb eines enl- 
lichen Gebiets gleich Null sein kann, ohne überall gleich Null zu sein. 

Wenn z gegeben ist, so können die Grössen &, €, ---, &% immer 
so gewählt werden, dass 


Im — m. &) 
nicht verschwindet; denn sonst müsste die Function PO, UN 
für jedwede Werthe der Grössen v verschwinden, und folglich müssten 


alten . 20, 2v, 2v, 
in ihrer Entwicklung nach ganzen Potenzen von e PR Ze 
sämmtliche Üoeffieienten gleich Null sein, was nicht der Fall ist. Die 
Grössen e können sich dann von einander unabhängig innerhalb end- 


licher Grössengebiete ändern, ohne dass die Funetion 


. 9 — m — Er... U, — 65) 


für diesen Werth von 2 verschwindet. Oder mit anderen Worten: 
man kann immer ein Grössengebiet E von 2 p Dimensionen angeben, 
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innerhalb dessen sich das System der Grössen e bewegen kann, ohne 
dass die Function 
Ilm — U — ip — ) 

für diesen Werth von z verschwindet. Sie wird also nur für p Lagen 
von (s, 2) unendlich klein von der ersten Ordnung, und bezeichnet man 
diese Punkte durch n,, Ns, - - :; N», So ist 

p p p 
U Os EB Ep Eee 2). 

1 
Jeder Bestimungsweise des Systems der Grössen e innerhalb .E oder 
jedem Punkte von E entspricht dann eine Bestimmungsweise der 
Punkte n, deren Gesammtheit ein dem Grössengebiete E entsprechen-: 
des Grössengebieb H bildet. In Folge der Gleichung (1.) entspricht 
jedem Punkte von H aber auch nur ein Punkt von E; hätte also H 
nur 2p — 1, oder weniger Dimensionen, so würde E nicht 2» Dimen- 
sionen haben können. Es hat folglich 7 2p Dimensionen. Die Schlüsse, 
auf welche sich unser Satz stützt, bleiben daher anwendbar für be- 
liebige Lagen der Punkte n innerhalb endlicher Gebiete, und die 
Gleichung 


»—1 py—1 R p-1i 
d Be 24 a, — > N), 3. 6.7 > ai) ) = ( 
1 1 1 


gilt für beliebige Lagen der Punkte n,, ng, - --, 9»—ı Innerhalb end- 
licher Gebiete und folglich allgemein. 


9. 
Ei x x En < Am FR % x x / /) N) 1 . 
Hieraus folgt, dass sich das Grössensystem (e,, &, ..., €,) immer 


und nur auf eine Weise congruent einem Ausdrucke von der Form 
p 


p | Mus 
(v 2 a ) setzen lässt, wenn #| v (uw, — e,) | nicht für jeden 
1 1 


1 
Werth von 2 verschwindet; denn liessen sich die Punkte n,, 93, --., 9» 
auf mehr als eine Weise so bestimmen, dass der Congruenz 


p PX 
(? (e,) Ä — (? (2 a )) 
i a! 
genügt wäre, so würde nach dem eben bewiesenen Satze die Function 


pP 
( (u, — ») für mehr als p Punkte verschwinden, ohne identisch 
1 


gleich Null zu sein, was unmöglich ist. 
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» / 
Wenn ® (? (U, — ») identisch verschwindet, muss man, um 
1 


pP 
(? e)) in die obige Form zu setzen, 


p 
’ (? (+ — u — ») 
1 


betrachten, und wenn diese Function identisch für jeden Werth 2, &, 2, 
verschwindet, die Function 


p : . 
Tu 
(: (+ Dam - Yww-e) ). 
1 1 


Wir nehmen an, dass 


m—1 


pP m 
9 v( > Wera, _— Den — ) 
1 1 


1 


(1.) * identisch verschwindet, 


p m+1 m 
i Y v( > arrizm — > um — .) 
1 1 1 


aber nicht identisch verschwindet. 





Diese letztere Function verschwindet dann, als Function von &,+ı be- 
trachtet, für &—_ı, &—2, ---, &&—m, ausserdem also noch für p — m 
Punkte, und bezeichnet man diese mit n,, Na, - +, Np—n, 80 Ist 


BE» Se) 
v (- a + e.) = v( a )) 
1 py—m-+1 1 1 

und diese Punkte 1, Ng5 ---, 9»—m können nur auf eine Weise so 
bestimmt werden, dass diese Congruenz erfüllt wird, weil sonst die 


Function für mehr als p Punkte verschwinden würde. Dieselbe Function 
verschwindet, als Function von 2,—ı betrachtet, ausser für 


Np+1, Nor * ++, M—m+1 
noch für p — m — 1, Punkte und bezeichnet man diese durch 


&, &9, +++, &p—m—1; 


so ist 
p 2-3 p p—m—1 
v (- u) — -)) 2. (? ( ul) )) 
er, ‚(2 
und die Punkte &,, &,..., &—m—ı sind durch diese Congruenz völlig 


bestimmt, 





XI. Ueber das Verschwinden der Thheta-Functionen. 203 


Unter der gemachten Voraussetzung (1.) können also, um den 
Congruenzen 


5 Go)-tEr)) 


1 
und 


(3.) (? (— ») de (? (>) uw) )) 


zu genügen, m von den Punkten n und m — 1 von den Punkten & 
beliebig gewählt werden, dadurch aber sind die übrigen bestimmt. 
Offenbar gelten diese Sätze auch umgekehrt, d. h. die Function ver- 
schwindet, wenn eine dieser Bedingungen erfüllt ist. Wenn also die 
Congruenz (2.) auf mehr als. eine Weise lösbar ist, so ist auch die 
Congruenz (3.) lösbar, und wenn von den Punkten n m, aber nicht 
mehr, beliebig gewählt werden können, so können von den Punkten & 
m — 1 beliebig gewählt werden und dadurch sind die übrigen bestimmt, 
und umgekehrt. 


‘ Auf ganz ähnlichem Wege ergiebt sich, dass, wenn 


p 
» (: () nn 
N\1 
ist, die Congruenzen 


0. (n)-che) 


1 


= Ge)-Gge) 


immer lösbar sind; und zwar können sowohl von den Punkten n als 
von den Punkten & m beliebig gewählt werden, und es sind dadurch 
die übrigen p — 1 — m bestimmt, wenn 


identisch gleich Null ist, 


= 
(2 u ae, ax) + ") )) 


aber nicht identisch a Null ist, wahei der Fall m = 0 nicht aus- 
geschlossen ist. Dieser Satz lässt sich auch umkehren. Wenn also 
von den Punkten 7 m und nicht mehr beliebig gewählt werden können, 
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so ist die Voraussetzung desselben erfüllt; und es können folglich auch 
von den Punkten & m und nicht mehr beliebig gewählt werden. 


4. 
Bezeichnen wir die Derivirte von 
(1.) (ld) %, 2.9) 


nach v, mit 9,, die zweite Derivirte nach v, und v„ mit 


Gum, 
p 
vu — ad + 7,) 
1 


identisch für jeden Werth von 2, und & verschwindet, sämmtliche 


so sind, wenn 


p 
Funetionen 9 (? ) gleich Null. In der That geht die Gleichung 
1 | 


p 
(» (u — ad + ) =0, 
1 


wenn s, und 2, unendlich wenig von o, und &, verschieden sind, über 
in die Gleichung 


Nehmen wir an, dass 
— Pu, 2)dz 
du, = ern 
os Be; 
sei, so verwandelt sich diese Gleichung nach Weglassung des Factors 
dag, 


OF (o,, $,) ; p 
f) ’ 
= > Du (? ") Pu (6, = 0; 


und da zwischen den Functionen p keine lineare Gleichung mit con- 
- ; i 
stanten Coefficienten stattfindet, so folgt hieraus ‚ dass sämmtliche 





in 


p 
erste Derivirten von #(v,, %,...,v,) für v (v, = r,) verschwinden 
1 


müssen. 
Um den umgekehrten Satz zu beweisen, nehmen wir an, dass 


p p 
v(w=r,) und v (w —=t,) zwei Werthsysteme seien, für welche die 
1 


Bl el nl nn 2 ie an 
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Funetion # verschwindet, ohne für v(v, = ud — oe + r,) und 
1 

p 

v(w=u® — «® + t,) identisch zu verschwinden, und bilden den 

Ausdruck 


p pP 

»(: (u — ad + )o(? (— ud + ) 

en | BEN | r 
2 p | 

»(: (ud — ad. + »)o(? (ed, — ud: + ») 
1 1 


Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von z,, so ergiebt 
sich, dass er eine algebraische Function von z, und zwar eine rationale 
Funetion: von: s, und 2, ist, da Nenner und Zähler in 7” stetig sind 
und an den Querschnitten dieselben Factoren. erlangen. Für 2, =$, 
und s, —6, werden Nenner und Zähler unendlich klein von der zweiten 
Ordnung, so dass die Function endlich bleibt; die übrigen Werthe aber, 
für welche Nenner oder Zähler verschwinden, sind, wie oben bewiesen, 
durch die Werthe der Grössen r und der Grössen ? völlig bestimmt, 
also von &, ganz unabhängig. ‘Da nun eine algebraische Function 
durch die Werthe, für. welche sie Null und unendlich wird, bis auf 
‚einen constanten Factor bestimmt ist, so ist der Ausdruck gleich einer 
rationalen von &, unabhängigen Function von s, und 2, x(S, 2%), 
"multiplieirt in eine Constante, d. h.. eine von 'z, unabhängige Grösse. 
Da der Ausdruck symmetrisch in Bezug auf die Grössensysteme (s,, 2,) 
und (o,, &,) ist, so ist diese Constante gleich y(6,, &), multiplieirt in 
eine auch. von & unabhängige Grösse A. Setzt man nun 


V4Ar2)=e(s,2), 
so erhält man für unsern Ausdruck (2:) den Werth . 
(3.) er EEK CIE 
wo e(s, 2) eine rationale Function ‚von.s und -2 ist. 
Um diese zu bestimmen, hat man nur nöthig & =z, undo =s, 
werden zu lassen; es ergiebt sich dann 


Kit ; p - 
> Du (? ) du, 

fu 1 5 

1. /[P 

Di, (? “) du, | 
SR, a Bader 








@.) 





(@ (Sı, 2,))" ” 








J 
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oder nach Ausziehung der Quadratwurzel und Weghebung des Factors 


dz, 
eF(&, 2) 


dur ‚= du (% (r,) ) Pu a 2,) 


(4.) (5,2) - : 
an .(? (t, )) 9.6 Pu E 2.) 


Man hat daher aus (3.) und (4.) die Gleichung 


p p 
9 (? (ud — . an ) 9 (? m Hr ) 
(: W—a +b ‚)o (? (en — u) + ) 


2» (? () ) Pu (Sı 3 21) De (? (vr, ) Pu (9, &) 
> 9 (? () Pu (81, 2) 53 Et (? “) Pu (6,; N 
L u 7 


Aus dieser Gleichung folgt, dass 


pP 
0) (? (u — a +r, ) 
1 


für jeden Werth von z, und &, gleich Null sein muss, wenn die ersten 
. 
Derivirten der Funetion 9 (v,, %,...,%,) für v (v, = r,) sämmtlich ver- 
1 r 














schwinden. 


5. 
Wenn ° 


p m m 
1. sv ( a u + -)) 
a) Se - 2 


m m 
identisch, d. h. für jedwede Werthe von x (6, &.) und “ (Su, Zu), Ver- 


schwindet, so findet man auf dem oben Wi zunächst, 


indem man &. = Zu; Om = $„ werden lässt, dass die ersten Derivirten 


der Function 


p 
*. 3 
» (%, u.1,0 %) für 4 (» — >’ al > ul) ) 


1 1 
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sämmtlich verschwinden, dann, indem man &,_1 — Zu-1, Gn_ı — Sn—_ı 
unendlich klein werden lässt, dass für 


p m—2 m—2 
v (v nn >" a0 — > um + r,) 
1 a 1 1 


auch die zweiten Derivirten sämmtlich verschwinden; und offenbar er- 
giebt sich allgemein, dass die Derivirten » ter Ordnung sämmtlich ver- 
schwinden für 


p m—n M—N 


x (u Sn — Dun + rn), 
3 > 


1 


welche Werthe auch die Grössen z und die Grössen & haben mögen. 
Es folgt hieraus, dass unter der gegenwärtigen Voraussetzung (1.) 


für v (= r,) die ersten bis mten Derivirten der Function 
1 


9 (91, %gy ..., dp) 
sämmtlich gleich Null sind. | 
Um zu zeigen, dass dieser Satz auch umgekehrt gilt, beweisen 
wir zunächst, dass wenn 


m—1 m—1 


Ge -Sern) 


1 


p 

identisch verschwindet und die Grössen 9% (? ) sämmtlich gleich 
1 Ä 

Null sind, auch 


Ge - Zen) 


identisch verschwinden muss und verallgemeinern zu diesem Zwecke 
die Gleichung $. 4, (5.). 
Wir nehmen an, dass 


RE m—1 
ee Ne+n) 
#72 
identisch verschwinde, . 
p m m 
(Se - 3e+n) 
202 


aber nicht identisch verschwinde, behalten in Bezug auf die Grössen t 
die frühere Voraussetzung bei und betrachten den Ausdruck 
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(Sn Sertn)) (Se Sen) 
1 - n L 1 n L - v | 
pP (0) (0) P (0) (g' 
| vu —ur +t,) ) 9 v(e, — a) +t,) 
| (2.) RE 2 : 1 5 a 1 : 
| P (@) 8? ? (0) ’ 
! | vu — a +t)) | vl — u’ +t,) 
1 1 I: 


In diesem Ausdrucke sind unter den Productzeichen sowohl für o, als 
für o’ sämmtliche Werthe von 1 bis m zu setzen, im Zähler aber die 
Fälle, wo eg= oe’ würde, wegzulassen. : 
Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von 2,, so ergiebt 
sich, dass er an den Querschnitten den Factor 1 erlangt und folglich 
eine algebraische Function von 2, ist. Für 2 =& und s, = 6, wer- 
den Nenner und Zähler unendlich klein von der zweiten Ordnung, der 
Bruch bleibt also endlich; die übrigen Werthe aber, für welche Zähler 


m 
und Nenner verschwinden, sind durch die Grössen u ($s., 2), die Grössen 

















r und die Grössen t, wie oben ($. 3.) bewiesen, völlig bestimmt, und 
folglich von den Grössen & ganz unabhängig. Da der Ausdruck nun 
eine symmetrische Funetion von den Grössen z ist, so gilt dasselbe 
für jedes beliebige z.: er ist eine algebraische Function von z,, und 
die Werthe dieser Grösse, für welche er unendlich gross oder unend- 


lich klein wird, sind von den Grössen & unabhängig. Er ist daher - 


gleich einer von den Grössen & unabhängigen algebraischen Function 
der Grössen 2,2 (21, 23 - - +, 2m), multiplieirt in einen von den Grössen 2 
unabhängigen Factor. Da. er aber ungeändert bleibt, wenn man die 
Grössen 2 mit den Grössen & vertauscht, so ist en Factor gleich 
K(&> 8 -+ +, m), multiplieirt mit einer von den Grössen 2 und den 
Grössen & unabhängigen Constanten A; und wir können daher, wenn 
wir VA y(&, 293=:% m) =% (2, 29: m) setzen, unserm Aus- 
drucke (2.) die Form 

(3.) % (21, #25 TIER 2m) % (& 6 “7 “2 En} 

geben, wo % (2, 23, +» -, 2m) eine algebraische von den Grössen & unab- 
hängige Funetion En Grössen z ist, welche in Folge ihrer Verzwei- 


m 
gungsart sich akinal in u (Su, 2.) ausdrücken lassen muss. Lässt 
1 


han nun die Punkte 7 mit den Punkten e zusammenfallen, so dass 
die Grössen & — zu und die Grössen 6. — Su sämmtlich unend- 
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lich klein werden, so ergiebt sich, wenn man die Derivirten von 
9 (9%, 9%, ..., 0) wie oben ($. 4, (1.)) bezeichnet, 


p p 
m (m ( 2 m 
N eh Yo, ad. Yn (@ ro) du, di, Fa dit, 
1 ; 
(4.) Y(2,, N =+ u=m v= p ’ 
IT So.(eeo)au 
1 


u=1l v=1l 





wo die Summationen im Zähler sich auf v,, v,,...., v„ beziehen. Es 
ist kaum nöthig zu bemerken, dass die Wahl des Vorzeichens gleich- 
gültig ist, da sie auf den Werth von % (2, 23, ..., Zm) d EN 
keinen Einfluss hat, und dass statt der Grössen du, du®, ..., dus 
auch, im Zähler und Nenner gleichzeitig, die ihnen proportionalen 
Grössen 9, (Su, Zu) Pa (Su, Zu), -- > Pp(Su, Zu) eingeführt werden 
können. 

Aus der in (2.), (3.) und (4.) enthaltenen Gleichung, welche für 
den Fall bewiesen ist, dass 


p mi m—1 
[lv u — a) + ")) 
er 2 


p m Mm 
(Dun — Dar) + )) 
( 1 1 


von Null verschieden ist, folgt, dass 


(&m- 80 +2) 


gleich Null und 


1 


nicht von Null verschieden sein kann, wenn die Functionen or (r,) 


sämmtlich gleich Null sind. 
) 


ji 
Wenn also die Functionen $%+D (' ") sämmtlich gleich Null 
1 


sind, so folgt aus der Gültigkeit der Gleichung 


ige = Su en)-o 


für n = m ihre Gültigkeit für n—=m+ 1. Gilt daher die Gleichung 
p 


für n= 0, oder ist ® (: ) =(), und verschwinden die ersten bis 
1 


RıEMANN’s gesammelte mathematische Werke. I. ; 14 
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“ns fR ee | 
mten Derivirten der Function # (: «) für v (w,=r,) sämmtlich, die 
; 1 1 


(m + 1)ten aber nicht sämmtlich, so gilt die Gleichung auch für alle 
grösseren Werthe von » bis n—= m, aber nicht für n = m + 1; denn 


p a m+1 
aus 9 (? u — 3077 E= r,) =() würde, wie wir vorher 
1 1 


} p 
schon gefunden hatten, folgen, dass die Grössen I” +» (? e) sämmt- 
1 


lich verschwinden müssten. 


6. 


Fassen wir das eben Bewiesene mit dem Früheren zusanımen, so 
erhalten wir folgendes Resultat: 


Ist $(r,, rg, --.,7») = 0, so lassen sich (p — 1) Punkte n,,93, -- -, p—ı 
so bestimmen, dass 


RR A ( >), D’ew, ei >’ aw ): 
1 1 


L 
und umgekehrt. 

Wenn ausser der Function # (v,, %, ..., %,) auch ihre ersten bis 
mten Derivirten für „=r,%=r,...,%=r, sämmtlich gleich 
Null, die (m + 1)ten aber nicht sämmtlich gleich Null sind, so können 
m von diesen Punkten n, ohne dass die Grössen r sich ändern, beliebig 
gewählt werden und dadurch sind die übrigen p — 1— m völlig 
bestimmt. ug 

Und umgekehrt: 

Wenn m und nicht mehr von den Punkten n, ohne dass sich die 
Grössen r ändern, beliebig gewählt werden können, so sind ausser der 
Function $ (v,, %,...., %) auch ihre ersten bis mten Derivirten für 
vr, %=Ry,:..,%=1, sämmtlich gleich Null, die (m + 1)ten 
aber nicht sämmtlich gleich Null. 

Die vollständige Untersuchung aller besonderen Fälle, welche bei 
dem Verschwinden einer #-Function eintreten können, war weniger 
nöthig wegen der besondern Systeme von gleichverzweigten algebraischen 
Functionen, für welche diese Fälle eintreten, als vielmehr desshalb, 
weil ohne diese Untersuchung Lücken in dem Beweise der Sätze ent- 
stehen würden, welche auf unsern Satz über das Verschwinden einer 
#-Funetion gegründet werden. 





= Zweite, Abtheilung. | 








XI. 


Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigono- 
metrische Reihe. 


(Aus dem dreizehnten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen.)*) 


Der folgende Aufsatz über die trigonometrischen Reihen besteht 
aus zwei wesentlich verschiedenen Theilen. Der erste Theil enthält 
eine Geschichte der Untersuchungen und Ansichten über die willkür- 
lichen (graphisch gegebenen) Funetionen und ihre Darstellbarkeit durch 
trigonometrische Reihen. Bei ihrer Zusammenstellung war es mir ver- 
gönnt, einige Winke des berühmten Mathematikers zu benutzen, wel- 
chem man die erste gründliche Arbeit über diesen Gegenstand ver- 
dankt. Im zweiten Theile liefere ich über die Darstellbarkeit einer 
Function durch eine trigonometrische Reihe eine Untersuchung, welche 
auch die bis jetzt noch unerledigten Fälle umfasst. Es war nöthig, 
ihr einen kurzen Aufsatz über den Begriff eines bestimmten Integrales 
und den Umfang seiner Gültigkeit voraufzuschicken. 


Geschichte der Frage über die Darstellbarkeit einer willkürlich 
gegebenen Function durch eine trigonometrische Reihe. 


$: 


Die von Fourier so genannten trigonometrischen Reihen, d. h. die 
Reihen von der Form 
a, sin + a, sin?2x + a, sindxc + -- 


$b,+b, cosc + b, cos22 +b, cosdxr +: -- 


*) Diese Abhandlung ist im Jahre 1854 von dem Verfasser behuf seiner 
Habilitation an der Universität zu Göttingen der philosophischen Facultät ein- 
gereicht. Wiewohl der Verfasser ihre Veröffentlichung, wie es scheint, nicht be- 
absichtigt hat, so wird doch die hiermit erfolgende Herausgabe derselben in gänz- 
lich ungeänderter Form sowohl durch das hohe Interesse des Gegenstandes an 
sich als durch die in ihr niedergelegte Behandlungsweise der wichtigsten Prineipien 


‚der Infinitesimal- Analysis wohl hinlänglich me erscheinen. 


en im Juli 1867. R. Dedekind. 
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spielen in demjenigen Theile der Mathematik, wo ganz willkürliche 
Funetionen vorkommen, eine bedeutende Rolle; ja, es lässt sich mit 
Grund behaupten, dass die wesentlichsten Fortschritte in diesem für die 
Physik so wichtigen Theile der Mathematik von der klareren Einsicht 
in die Natur dieser Reihen abhängig gewesen sind. Schon gleich bei 
den ersten mathematischen Untersuchungen, die auf die Betrachtung 
willkürlicher Funetionen führten, kam die Frage zur Sprache, ob sich 
eine solche ganz willkürliche Function durch eine Reihe von obiger 
Form ausdrücken lasse. 

Es geschah dies in der Mitte des vorigen Jahrhunderts bei Ge- 
legenheit der Untersuchungen über die schwingenden Saiten, mit 
welchen sich damals die berühmtesten Mathematiker beschäftigten. 
Ihre Ansichten über unsern Gegenstand lassen sich nicht wohl dar- 
stellen, ohne auf dieses Problem einzugehen. 


Unter gewissen Voraussetzungen, die in der Wirklichkeit näherungs- 
weise zutreffen, wird bekanntlich die Form einer gespannten in einer 
Ebene schwingenden Saite, wenn x die Entfernung eines unbestimmten 
ihrer Punkte von ihrem Anfangspunkte, y seine Entfernung aus der 
Ruhelage zur Zeit £ bedeutet, durch die partielle Differentialgleichung 

0° 0° 
zu ER Zu 





bestimmt, wo « von Zt und bei einer überall gleich dicken Saite von x 
unabhängig ist. 

Der erste, welcher eine allgemeine augen. dieser Differential- 
gleichung gab, war d’Alembert. 

Er zeigte*), dass jede Function von x und t, welche für y ge- 
setzt, die Gleichung zu einer identischen macht, in der ‘Form 


f@+ et) +Yp(@— et) 
enthalten sein müsse, wie sich dies durch Einführung der unabhängig 
veränderlichen Grössen «x + «at, x — at anstatt x, t ergiebt, wodurch 
2 ey 
0% 1.dy. e(& + et 
da © zw in 4 a ET 
übergeht. 

Ausser dieser partiellen Differentialgleichung, welche sich aus den 
allgemeinen Bewegungsgesetzen ergiebt, muss nun % noch die Bedin- 
gung erfüllen, in den Befestigungspunkten der Saite stets —= 0 zu sein; 
man hat also, wenn in dem einen dieser Punkte «= 0, in dem an- 
dern | Eu 


*) M&moires de l’acad&mie de Berlin. 1747. pag. 214. 
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flat) = — p(— et), fl + ei) = — pl et) 
und folglich 
fd)=-—--)=-pl-(+a)=FRl+ 2), 
‚y=f(at+2)— flet— 2). 

Nachdem d’Alembert dies für die allgemeine Lösung des Problems 
geleistet hatte, beschäftigt er sich in einer Fortsetzung“) seiner Ab- 
handlung mit der Gleichung f(@)=f(2!+ 2); d.h. er sucht ana- 
Iytische Ausdrücke, welche unverändert bleiben, wenn 2 um 22 wächst. 

Es war ein wesentliches Verdienst Euler’s, der im folgenden Jahr- 
gange der Berliner Abhandlungen**) eine neue Darstellung dieser 
d’Alembert’schen Arbeiten gab, dass er das Wesen der Bedingungen, 
welchen die Function f(z) genügen muss, richtiger erkannte. Er be- 
merkte, dass der Natur des Problems nach die Bewegung der Saite 
vollständig bestimmt sei, wenn für irgend einen Zeitpunkt die Form 


der Saite und. die Geschwindigkeit jedes Punktes (also y und oe) ge- 


geben seien, und zeigte, dass sich, wenn man diese beiden Functionen 
sich durch willkürlich gezogene Curven bestimmt denkt, daraus stets 
durch eine einfache geometrische Construction die d’Alembert’sche 
Function f(z) finden lässt. In der That, man an, dass für 


t=0, y==g(g) und # —=h(a) 
sei, so erhält man für die Werthe von & on OÖ und I 
’ If 
fa -f- 9-1, ta + )=z | ho de 


und folglich die Function f(z) zwischen — I und /; hieraus aber er- 
giebt sich ihr Werth für jeden andern Werth von z vermittelst der 
Gleichung 
fa=r@l+2. 

Dies ist in abstracten, aber jetzt allgemein geläufigen Begriffen dargestellt, 
die Euler’sche Bestimmung der Function f(2). 

Gegen diese Ausdehnung seiner Methode durch Euler verwahrte 
sich indess d’Alembert sofort***), weil seine Methode nothwendig 
voraussetze, dass y sich in £ "und ® analytisch ausdrücken lasse. 


*) Ibid. pag. 220. 

=*) M&moires de V’acaddmie de Berlin. 1748. pag. 69. 

*##*) M6moires de l’academie de Berlin. 1750. pag. 358. En effet on ne peut 
ce me semble exprimer y analytiquement d’une maniere plus generale, qu’en la 
supposant une fonction de t et de x. Mais dans cette supposition on ne trouve 
la solution du probleme que pour .les cas oü les differentes figures de la corde 
vibrante peuvent ätre renfermees dans une seule et möme &quation. 
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Ehe eine Antwort Euler’s hierauf erfolgte, erschien eine dritte 
von diesen beiden ganz verschiedene Behandlung dieses Gegenstandes 
von Daniel Bernoulli*). Schon vor d’Alembert hatte Taylor**) 


0° 0° ; 
gesehen, dass Er = 00 Ta und zugleich y für &=0 und für =]1 
stets gleich O sei, wenn man y— sin I cos vret und hierin für 


eine ganze Zahl setze. Er erklärte hieraus die physikalische That- 
sache, dass eine Saite ausser ihrem Grundtone auch den Grundton 
einer 4,4, 4,... so langen (übrigens ebenso beschaffenen) Saite geben 
könne, und hielt seine partieuläre Lösung für allgemein, d. h. er 
glaubte, die Schwingung der Saite würde stets, wenn die ganze Zahl n 
der Höhe des Tons gemäss bestimmt würde, wenigstens sehr nahe 
durch die Gleichung ausgedrückt. Die Beobachtung, dass eine Saite 
ihre verschiedenen Töne gleichzeitig geben könne, führte nun Bernoulli 
zu der Bemerkung, dass die Saite (der Theorie nach) auch der Gleichung 
NmX ; 
rs 
gemäss schwingen könne, und weil sich aus dieser Gleichung alle be- 
obachteten Modificationen der Erscheinung erklären liessen, so hielt er 
sie für die allgemeinste***). Um diese Ansicht zu stützen, untersuchte 
er die Schwingungen eines masselosen gespannten Fadens, der in 
einzelnen Punkten mit endlichen Massen beschwert ist, und zeigte, 
dass die Schwingungen desselben stets in eine der Zahl der Punkte 
gleiche Anzahl von solchen Schwingungen zerlegt werden kann, deren 
jede für alle Massen gleich lange dauert. 

Diese Arbeiten Bernoulli’s veranlassten einen neuen Aufsatz 
Euler’s, welcher unmittelbar nach ihnen unter den Abhändlungen der 
Berliner Akademie abgedruckt isty). Er hält darin d’Alembert gegen- 
über festf7), dass die Function f(z) eine zwischen den Grenzen — ] 
und / ganz willkürliche sein könne, und bemerkt}r), dass Bernoulli’s 
Lösung (welche er schon früher als eine besondere aufgestellt hatte) 


dann allgemein sei und zwar nur dann allgemein sei, wenn die Reihe 


.. 0% . 20% 
a, sinZ- +0, sin 7— +... 
* 


3b, +b, cos" +b, sn +e.. 


*) Memoires de l’academie de Berlin. 1753. p. 147. 
*#*) Taylor de methodo incrementorum. 
*=##) ], c. p. 157. art. XIII. 
7) Memoires de l’acad&mie de Berlin. 1753. pag. 196. 
fr) l. e. pag. 214. 
rn) l. ce. art. III—X. 


y= 2a, sin cos (t — ß,) 
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für die Abseisse x die Ordinate einer zwischen den Abseissen O0 und 
ganz willkürlichen Curve darstellen könne. Nun wurde es damals von 
Niemand bezweifelt, dass alle Umformungen, welche man mit einem 
analytischen Ausdrucke — er sei endlich oder unendlich — vornehmen 
könne, für jedwede Werthe der unbestimmten Grössen gültig seien oder 
doch nur in ganz speciellen Fällen unanwendbar würden. Es schien 
daher unmöglich, eine algebraische Curve oder überhaupt eine ana- 
lytisch gegebene nicht periodische Curve durch obigen Ausdruck dar- 
zustellen, und Euler glaubte daher, die Frage gegen Bernoulli ent- 
scheiden zu müssen. 


Der Streit zwischen Euler und d’Alembert war indess noch 
immer unerledigt. Dies veranlasste einen jungen, damals noch wenig 
bekannten Mathematiker, Lagrange, die Lösung der Aufgabe auf 
einem ganz neuen Wege zu versuchen, auf welchem er zu Euler’s 
Resultaten gelangte. Er unternahm es*), die Schwingungen eines 
masselosen Fadens zu bestimmen, welcher mit einer endlichen unbe- 
stimmten Anzahl gleich grosser Massen in gleich grossen Abständen 
beschwert ist, und untersuchte dann, wie sich diese Schwingungen 
ändern, wenn die Anzahl der Massen in’s Unendliche wächst. Mit 
welcher Gewandtheit, mit welchem Aufwande analytischer Kunstgriffe 
er aber auch den ersten Theil dieser Untersuchung durchführte, so 
liess der Uebergang vom Endlichen zum Unendlichen doch viel zu 
wünschen übrig, so dass d’Alembert in einer Schrift, welche er an 
die Spitze seiner opuscules mathematiques stellte, fortfahren konnte, 
seiner Lösung den Ruhm der grössten Allgemeinheit zu vindiciren. 
Die Ansichten der damaligen berühmten Mathematiker waren und 
blieben daher in dieser Sache getheilt; denn auch in spätern Arbeiten 
behielt jeder im Wesentlichen seinen Standpunkt bei. 


Um also schliesslich ihre bei Gelegenheit dieses Problems ent- 
wickelten Ansichten über die willkürlichen Functionen und über die 
Darstellbarkeit derselben durch eine trigonometrische Reihe zusammen- 
zustellen, so hatte Euler zuerst diese Functionen in die Analysis ein- 
geführt und, auf geometrische Anschauung gestützt, die Infinitesimal- 
rechnung auf sie angewandt. Lagrange**) hielt Euler’s Resultate 
(seine geometrische Construction des Schwingungsverlaufs) für richtig; 
aber ihm genügte die Euler’sche geometrische Behandlung dieser 


*) Miscellanea Taurinensia. Tom. I. Recherches sur la nature et la pro- 
pagation du son. 
**) Miscellanea Taurinensia. Tom. II. Pars math. pag. 18, 
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Funetionen nicht. D’Alembert*) dagegen ging auf die Euler’sche 
Auffassungsweise der Differentialrechnung ein und beschränkte. sich, 
die Richtigkeit seiner Resultate anzufechten, weil man bei ganz will- 
kürlichen Funetionen nicht wissen könne, ob ihre Differentialquotienten 
stetig seien. Was die Bernoulli’sche Lösung betraf, so kamen alle 
drei darin überein, sie nicht für allgemein zu halten;. aber während 
d’Alembert**), um Bernoulli’s Lösung für minder allgemein, als 
die seinige, erklären zu können, behaupten musste, dass auch eine 
analytisch gegebene periodische Funetion sich nicht immer durch eine 
trigonometrische Reihe darstellen lasse, glaubte Lagrange***) diese 
Möglichkeit beweisen zu können. 


2. 


Fast funfzig Jahre vergingen, ohne dass in der Frage über die 
analytische Darstellbarkeit willkürlicher Functionen ein wesentlicher 
Fortschritt gemacht wurde. Da warf eine Bemerkung Fourier’s ein 
neues Licht auf diesen Gegenstand; eine neue Epoche in der Entwicklung 
dieses Theils der Mathematik begann, die sich bald auch äusserlich in 
grossartigen Erweiterungen der mathematischen Physik kund that. 
Fourier bemerkte, dass in der trigonometrischen Reihe 

Flle [ a, sinx + a, sin2%+--- 
Hr \4b,4+b, cos® + b, cos2= +: 


die Coeffieienten sich durch die Formeln 


Gm /r@ sinnxdx, b, = ci f(«) cosnedx 
“ AR en r! s 
bestimmen lassen. Er sah, dass diese Bestimmungsweise auch an- 
wendbar bleibe, wenn die Function f(x) ganz willkürlich gegeben sei; 
er. setzte für f(x) eine so genannte discontinuirliche Function (die 
Ordinate einer gebrochenen Linie für die Abseisse x) und erhielt so 
eine Reihe, welche in der That stets den Werth der Function gab. 
Als Fourier. in einer seiner ersten Arbeiten über die Wärme, 
welche er der französischen Akademie vorlegter), (21. Dec. 1807) zu- 
erst den Satz aussprach, dass eine ganz willkürlich (graphisch) ge- 
sebene Function sich durch eine trigonometrische Reihe ausdrücken lasse, 


*) Opuscules math6matiques p. d’Alembert. Tome premier. 1761. pag. 16. 
art. VII—XX. 
##*) Opuscules math&matiques. Tome I. pag. 42. art. XXIV. 
*=#*) Misc. Taur. Tom. II. Pars math. pag. 221. art. XXV. 
+) Bulletin des sciences p. la apc. philomatique Tome I. p. 112. 
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war diese Behauptung dem greisen Lagrange so unerwartet, dass 
er ihr auf das Entschiedenste entgegentrat. Es soll*) sich hierüber 
noch ein Schriftstück im Archiv der Pariser Akademie befinden. 
Dessenungeachtet verweist**) Poisson überall, wo er sich der trigono- 
metrischen Reihen zur Darstellung willkürlicher Funetionen bedient, 
auf eine Stelle in Lagrange’s Arbeiten über die schwingenden Saiten, 
wo sich diese. Darstellungsweise finden soll. Um diese Behauptung, 
- die sich nur aus der bekannten Rivalität zwischen Fourier und 
Poisson erklären lässt***), zu widerlegen, sehen wir uns genöthigt, 
noch einmal auf die Abhandlung Lagrange’s zurückzukommen; denn 
über jenen Vorgang in der Akademie findet sich nichts veröffentlicht. 

Man findet in der That an der von Poisson eitirten, Stelley) die 
Formel: 


„y=2SY snXr dX x sinez +2/Y sn2Xr dX x sin2xr 
+ 2/Y sin3XrdX x sindxcn + et. + 2/Y sinnXxdX sinnzz, 


de sorte que, lorsgue <= X, on aura y—=Y, Y etant l’ordonnee qui 
repond A Yabseisse X.“ 

Diese Formel sieht nun allerdings ganz so aus wie die Fourier’sche 
Reihe, so dass bei flüchtiger Ansicht eine Verwechselung leicht mög- 
lich ist; aber dieser Schein rührt bloss daher, weil Lagrange das 
Zeichen SAX anwandte, wo er heute das Zeichen FAX angewandt 
haben würde. Sie ER die Lösung der Aufgabe, die endliche Sinus- 
reihe 

a,sinzxz + a,sin2x0 ++ a„sinnarx 
so zu bestimmen, dass sie für die Werthe 
+ E Eh 
nt1i1’n+1’'"""’n-+i1 
von x, welche Lagrange unbestimmt durch X bezeichnet, gegebene 
Werthe erhält. Hätte Lagrange in dieser Formel » unendlich gross 
werden lassen, so wäre er allerdings zu dem Fourier’schen Resultat 
selangt. Wenn man aber seine Abhandlung durchliest, so sieht man, 
dass er weit davon entfernt ist zu glauben, eine ganz willkürliche 
Function lasse sich wirklich durch eine unendliche Sinusreihe dar- 
stellen. Er hatte vielmehr die ganze Arbeit gerade unternommen, weil 
er glaubte, diese willkürlichen Funetionen liessen sich nicht durch eine 





*) Nach einer mündlichen Mittheilung des Herrn Professor Dirichlet. 
*#*) Unter Andern in dem verbreiteten Trait6 de me&canique Nro. 323. p. 638. 
*=*) Der Bericht im bulletin des sciences über die von Fourier der Akademie 
vorgelegte Abhandlung ist von Poisson. 
7) Misc Taur. Tom. III. Pars math. pag. 261. 
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Formel ausdrücken, und von der trigonometrischen Reihe glaubte er, 
dass sie jede analytisch gegebene periodische Function darstellen könne. 
Freilich erscheint es uns jetzt kaum denkbar, dass Lagrange von 
seiner Summenformel nicht zur Fourier’schen Reihe gelangt sein sollte; 
aber dies erklärt sich daraus, dass durch den Streit zwischen Euler 
und d’Alembert sich‘bei ihm im Voraus eine bestimmte Ansicht über 
den einzuschlagenden Weg gebildet hatte. Er glaubte das Schwingungs- 
problem für eine unbestimmte endliche Anzahl von Massen erst voll- 
ständig absolviren zu müssen, bevor er seine Grenzbetrachtungen an- 
wandte. Diese erfordern eine ziemlich ausgedehnte Untersuchung*), 
welche unnöthig war, wenn er die Fourier’sche Reihe kannte. 

Durch Fourier war nun zwar die Natur der trigonometrischen 
Reihen vollkommen richtig erkannt**); sie wurden seitdem in der 
mathematischen Physik zur Darstellung willkürlicher Functionen viel- 
fach angewandt, und in jedem einzelnen Falle überzeugte man sich 
leicht, dass die Fourier’sche Reihe wirklich gegen den Werth der 
Funetion convergire; aber es dauerte lange, ehe dieser wichtige Satz 
allgemein bewiesen wurde. 

Der Beweis, welchen Cauchy in einer der Pariser Akademie am 
27. Febr. 1826 vorgelesenen Abhandlung gab***), ist unzureichend, wie 
Dirichlet gezeigt hatf). Cauchy setzt voraus, dass, wenn man in 
der willkürlich gegebenen periodischen Function f(x) für x ein com- 
plexes Argument x + yi setzt, diese Function für jeden Werth von y 
endlich sei. Dies findet aber nur Statt, wenn die Function gleich 
einer constanten Grösse ist. Man sieht indess leicht, dass diese Voraus- 
setzung für die ferneren Schlüsse nicht nothwendig ist. Es reicht hin, 
wenn eine Function p (x + yi) vorhanden ist, welche für"alle positiven 
Werthe von y endlich ist und deren reeller Theil für y= 0 der ge- 
gebenen periodischen Function f(x) gleich wird. Will man diesen 
Satz, der in der That richtig istff), voraussetzen, so führt allerdings 
der von Cauchy eingeschlagene Weg zum Ziele, wie umgekehrt dieser 
Satz sich aus der Fourier’schen Reihe ableiten lässt. 


*) Misc. Taur. Tom. III. Pars math. p. 251. 
**) Bulletin d. se Tom. I. p. 115. Les coefficients a, a’, a”,... etant ainsi 
determines etc. 
*#*) Memoires de l’ac. d. sc. de Paris. Tom. VI. p. 603. 
+) Crelle Journal für die Mathematik. Bd. IV. p. 157 & 158. 
+7) Der Beweis findet sich in der Inauguraldissertation des Verfassers. 
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3. 


Erst im Januar 1829 erschien im Journal von Crelle*) eine Ab- 
handlung von Dirichlet, worin für Functionen, die durchgehends eine 
Integration zulassen und nicht unendlich viele Maxima und Minima 
haben, die Frage ihrer Darstellbarkeit durch trigonometrische Reihen 
in aller Strenge entschieden wurde. 

Die Erkenntniss des zur Lösung dieser Aufgabe einzuschlagenden 
Weges ergab sich ihm aus der Einsicht, dass die unendlichen Reihen 
in zwei wesentlich verschiedene Klassen zerfallen, je nachdem sie, 
wenn man sämmtliche Glieder positiv macht, convergent bleiben oder 
nicht. In den ersteren können die Glieder beliebig versetzt werden, 
der Werth der letzteren dagegen ist von der Ordnung der Glieder ab- 
hängig. In der That, bezeichnet man in einer Reihe zweiter Klasse 
die positiven Glieder der Reihe nach durch 

Gy @, ig, 
die negativen durch 
eh —b,, —b;, En 

so ist klar, dass sowohl &a, als Zb unendlich sein müssen; denn 
wären beide endlich, so würde die Reihe auch nach Gleichmachung 
der Zeichen convergiren; wäre aber eine unendlich, so würde die Reihe 
divergiren. Offenbar kann nun die Reihe durch geeignete Anordnung 
der Glieder einen beliebig gegebenen Werth © erhalten. Denn nimmt 
man abwechselnd so lange positive Glieder der Reihe, bis ihr Werth 
grösser als C wird, und so lange negative, bis ihr Werth kleiner als 
C wird, so wird die Abweichung von C nie mehr betragen, als der 
Werth des dem letzten Zeichenwechsel voraufgehenden Gliedes. Da 
nun sowohl die Grössen a, als die Grössen b mit wachsendem Index 
zuletzt unendlich klein werden, so werden auch die Abweichungen 
von C, wenn man in der Reihe nur hinreichend weit fortgeht, be- 
liebig klein werden, d. h. die Reihe wird gegen © convergiren. 

Nur auf die Reihen erster Klasse sind die Gesetze endlicher Sum- 
men anwendbar; nur sie können wirklich als Inbegriff ihrer Glieder 
betrachtet werden, die Reihen der zweiten Klasse nicht; ein Umstand, 
welcher von den Mathematikern des vorigen Jahrhunderts übersehen 
wurde, hauptsächlich wohl aus dem Grunde, weil die Reihen, welche 
nach steigenden Potenzen einer veränderlichen Grösse fortschreiten, all- 
gemein zu reden (d. h. einzelne Werthe dieser Grösse ausgenommen), 
zur ersten Klasse gehören. 


®) Bd. IV. pag. 157. 
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Die Fourier’sche Reihe gehört nun offenbar nicht nothwendig 
zur ersten Klasse; ihre Convergenz konnte also gar nicht, wie Cauchy 
vergeblich*) versucht hatte, aus dem Gesetze, nach welchem die Glie- 
der abnehmen, abgeleitet werden. Es musste vielmehr gezeigt werden, 


dass die endliche Reihe 


(0098 ıf 
= f(«e) sinade sinz + = [(«) sin2ade sn2= + :-- 
= st@ sinnade sinn® 
m /f@) de + US cosada cosc + /t@ cos2ada c0s2x% + -- 


at 
-- =) f«) cosnada cosn& 


oder, was dasselbe ist, das Integral 











sich, wenn » in’s Unendliche wächst, dem Werthe f(x) unendlich an- 
nähert. 
Dirichlet stützt diesen. Beweis auf die beiden Sätze: 


sin ß 


1) Wenn 0O<e<-— = ‚ nähert [9 (B) Ban ‚dß mit wach- 
sendem n zuletzt unendlich dem Werth — 5 90); 


2) wenn O<b<e< -. nähert sich | 9(ß op (PB) PT IR dß mit 
wachsendem » zuletzt unendlich dem Werth 0; 
vorausgesetzt, dass die Function p(ß) zwischen den Grenzen dieser 
Integrale entweder immer abnimmt, oder immer zunimmt. 
Mit Hülfe dieser beiden Sätze lässt sich, wenn die Function f 
nicht unendlich oft vom Zunehmen zum Abnehmen oder vom Ab- 
nehmen zum Zunehmen übergeht, das Integral 








*) Dirichlet in Crelle’s Journal. Bd. IV. pag. 158. Quoi qu'il en soit de 
cette premiere observation, ... & mesure que ” croit. 
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- 


durch eine trigonometrische Reihe. 223 











Br 2 
offenbar in eine endliche Anzahl von Gliedern zerlegen, von denen 
eins*) gegen 4 f(x +0), ein anderes gegen 4 f(x — 0), die übrigen 
aber gegen O0 convergiren, wenn n ins Unendliche wächst. 

Hieraus folgt, dass durch eine trigonometrische Reihe jede sich 
nach dem Intervall 2x7 periodisch wiederholende Function darstellbar 
ist, welche i 

1) durchgehends eine Integration zulässt, 

2) nicht unendlich viele Maxima und Minima hat und 

3) wo ihr Werth sich sprungweise ändert, den Mittelwerth zwi- 
schen den beiderseitigen Grenzwerthen annimnt. 


Eine Function, welche die ersten beiden Eigenschaften hat, die 
dritte aber nicht, kann durch eine trigonometrische Reihe offenbar 
nicht dargestellt werden; denn die trigonometrische Reihe, die sie 
ausser den Unstetigkeiten darstellt, würde in den Unstetigkeitspunkten 
selbst von ihr abweichen. Ob und wann aber eine Function, welche 
die ersten beiden Bedingungen nicht erfüllt, durch eine trigonometrische 
Reihe darstellbar sei, bleibt durch diese Untersuchung unentschieden. 

Durch diese Arbeit Dirichlet’s ward einer grossen Menge wich- 
tiger analytischer Untersuchungen eine feste Grundlage gegeben. Es 
war ihm gelungen, indem er den Punkt, wo Euler irrte, in volles 
Licht brachte, eine Frage zu erledigen, die so viele ausgezeichnete 
Mathematiker seit mehr als siebzig Jahren (seit dem Jahre 1753) be- 
schäftigt hatte. In der That für alle Fälle der Natur, um welche es 
sich allein handelte, war sie vollkommen erledigt; denn so gross auch 
unsere Unwissenheit darüber ist, wie sich die Kräfte und Zustände der 
Materie nach Ort und Zeit im Unendlichkleinen ändern, so können 
wir doch sicher annehmen, dass die Functionen, auf welche sich die 
Dirichlet’sche Untersuchung nicht erstreckt, in der Natur nicht vor- 
kommen. 

Dessenungeachtet scheinen diese von Dirichlet unerledigten Fälle 
aus einem zweifachen Grunde Beachtung zu verdienen. 


*) Es ist nicht schwer zu beweisen, dass der Werth einer Function f, welche 
nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, stets, sowohl wenn der Argument- 
werth abnehmend, als wenn er zunehmend gleich x, wird, entweder festen Grenz- 
werthen f(& +4 0) und f(x — 0) (nach Dirichlet’s Bezeichnung in Dove’s Reper- 
torium der Physik. Bd. 1. pag. 170) sich nähern, oder unendlich gross werden 
müsse, $ 
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Erstlich steht, wie Dirichlet selbst am Schlusse seiner Abhand- 
lung bemerkt, dieser Gegenstand mit den Prineipien der Infinitesimal- 
rechnung in der engsten Verbindung und kann dazu dienen, diese 
Principien zu grösserer Klarheit und Bestimmtheit zu bringen. In 
dieser Beziehung hat die Behandlung desselben ein unmittelbares 
Interesse. 

Zweitens aber ist die Anwendbarkeit der Fourier’schen Reihen 
nicht auf physikalische Untersuchungen beschränkt; sie ist jetzt auch 
in einem Gebiete der reinen Mathematik, der Zahlentheorie, mit Er- 
folg angewandt, und hier scheinen gerade diejenigen Functionen, 
deren Darstellbarkeit durch eine trigonometrische Reihe Dirichlet 
nicht untersucht hat, von Wichtigkeit zu sein. 

Am Schlusse seiner Abhandlung verspricht freilich Dirichlet, 
später auf diese Fälle zurückzukommen, aber dieses Versprechen ist 
bis jetzt unerfüllt geblieben. Auch die Arbeiten von Dirksen und 
Bessel über die Cosinus- und Sinusreihen leisten diese Ergänzung 
nicht; sie stehen vielmehr der Dirichlet’schen an Strenge und All- 
gemeinheit nach. Der mit ihr fast ganz gleichzeitige Aufsatz Dirksen’s*) 
welcher offenbar ohne Kenntniss derselben geschrieben ist, schlägt 
zwar im Allgemeinen einen richtigen Weg ein, enthält aber im Ein- 
zelnen einige Ungenauigkeiten. Denn abgesehen davon, dass er in 
einem speciellen Falle**) für die Summe der Reihe ein falsches Re- 
sultat findet, stützt er sich in einer Nebenbetrachtung auf eine nur in 
besorideren Fällen mögliche Reihenentwicklung***), so dass sein Be- 
weis nur für Funetionen mit überall endlichen ersten Differential- 
quotienten vollständig ist. Besself) sucht den Dirichlet’schen Be- 
weis zu vereinfachen. Aber die Aenderungen in diesem Beweise ge- 
währen keine wesentliche Vereinfachung in den Schlüssen, sondern 
dienen höchstens dazu, ihn in geläufigere Begriffe zu kleiden, während 
seine Strenge und Allgemeinheit beträchtlich darunter leidet. 

Die Frage über die Darstellbarkeit einer Function durch eine tri- 
gonometrische Reihe ist also bis jetzt nur unter den beiden Voraus- 
setzungen entschieden, dass die Function durchgehends eine Integration 
zulässt und nicht unendlich viele Maxima und Minima hat. Wenn die 
letztere Voraussetzung nicht gemacht wird, so sind die beiden Integral- 
theoreme Dirichlet’s zur Entscheidung der Frage unzulänglich; wenn 
aber die erstere wegfällt, so ist schon die Fourier’sche Coefficienten- 


») Crelle’s Journal. Bd. IV. p. 170. 
*#*) ], c. Formel 22. 
”)))., ec Art.:3. 
+) Schumacher. Astronomische Nachrichten. Nro. 374 (Bd. 16. p. 229). 
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bestimmung nicht anwendbar. Der im Folgenden, wo diese Frage 
ohne besondere Voraussetzungen über die Natur der Function unter- 
sucht werden soll, eingeschlagene Weg ist hierdurch, wie man sehen 
wird, bedingt; ein so direeter Weg, wie der Dirichlet’s, ist der Natur 
der Sache nach nicht möglich. 


Ueber den Begriff eines bestimmten Integrals und den Umfang 
seiner Gültigkeit. 


4. 


Die Unbestimmtheit, welche noch in einigen Fundamentalpunkten 
der Lehre von den bestimmten Integralen herrscht, nöthigt uns, 
Einiges voraufzuschicken über den Begriff eines bestimmten Integrals 


und den Umfang seiner Gültigkeit. 
b 


Also zuerst: Was hat man unter f f(x) dx zu verstehen? 
a 
Um dieses festzusetzen, nehmen wir zwischen a und b der Grösse 
nach auf einander folgend, eine Reihe von Werthen x, 23, ..., ui 
an und bezeichnen der Kürze wegen x, — a durch ö,, &, — x, durch 
Ö,,...,d — 2-1 durch d, und durch & einen positiven ächten Bruch. ' 
Es wird alsdann der Werth der Summe 


S=dfa tag) ti, Fa ts) +, +04) +--- 
+ Ö, FIN + Ey Ö,) 
von der Wahl der Intervalle d und der Grössen & abhängen. Hat sie 
nun die Eigenschaft, wie auch ö und & gewählt werden mögen, sich 
einer festen Grenze A unendlich zu nähern, sobald sämmtliche 6 un- 


b 
endlich klein werden, so heisst dieser Werth 3 f(«&) da. 


b 
Hat sie diese Eigenschaft nicht, so hat 7 f(x) dx keine Beden- 


tung. Man hat jedoch in mehreren Fällen versucht, diesem Zeichen 
auch dann eine Bedeutung beizulegen, und unter diesen Erweiterungen 
des Begriffs eines bestimmten Integrals ist eine von allen Mathema- 
tikern angenommen. Wenn nämlich die Funetion f(x) bei Annäherung 
des Arguments an einen einzelnen Werth ce in dem Intervalle (a, b) 
unendlich gross wird, so kann offenbar die Summe $, welchen Grad 
von Kleinheit man auch den & vorschreiben möge, jeden beliebigen 


RiEMAnN’s gesammelte mathematische Werke. I. 15 


226 XI. Ueber die Darstellbarkeit einer Function 


b 
Werth erhalten; sie hat also keinen Grenzwerth, und ef f («) dx würde 


nach dem Obigen keine Bedeutung haben. Wenn aber alsdann 
c—a, b 

BL f(@) de + / f(@) dx 

a c+&, 


sich, wenn «, und «, unendlich klein werden, einer festen Grenze 
b 


nähert, so versteht man unter 5 | f («) dx diesen Grenzwerth. 
a 


Andere Festsetzungen von Cauchy über den Begriff des bestimm- 
ten Integrales in den Fällen, wo es dem Grundbegriffe nach ein sol- 
ches nicht giebt, mögen für einzelne Klassen von Untersuchungen 
zweckmässig sein; sie sind indess nicht allgemein eingeführt und dazu, 
schon wegen ihrer grossen Willkürlichkeit, wohl kaum geeignet. 


5. 

Untersuchen wir jetzt zweitens den Umfang der Gültigkeit dieses 
Begriffs oder die Frage: in welchen Fällen lässt eine Function eine 
‘ Integration zu und in welchen nicht? 

Wir betrachten zunächst den Integralbegriff im engern Sinne, 
d. h. wir setzen voraus, dass die Summe $, wenn sämmtliche ö un- 
endlich klein werden, convergirt. Bezeichnen wir also die grösste 
Schwankung der Function zwischen a und «,, d. h. den Unterschied 
ihres grössten und kleinsten Werthes in diesem Intervälle, durch D,, 
zwischen x, und z, durch D, ...., zwischen x, und 5b durch D,, 
so muss 

9,D, + PR UF Re: = 0,Dn 

mit den Grössen ö unendlich klein werden. Wir nehmen ferner an, 
dass, so lange sämmtliche ö kleiner als d bleiben, der grösste Werth, 
den diese Summe erhalten kann, A sei; A wird alsdann eine Function 
von d sein, welche mit d immer abnimmt und mit dieser Grösse un- 
endlich klein wird. Ist nun die Gesammtgrösse der Intervalle, in 
welchen die Schwankungen grösser als 6 sind, = s, so wird der Bei- 
trag dieser Intervalle zur Summe 6,D, + 6,D, + :-—+ 0,.D. oflen- 
bar >os. Man hat daher 


0s&8,D,+8,D,+::-+0,D, <A, folglich s< 


A ’ f . 
-— kann nun, wenn 6 gegeben ist, immer durch geeignete Wahl von 


Ki 
er 
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d beliebig klein gemacht werden; dasselbe gilt daher von s, und es 
ergiebt sich also: 

Damit die Summe $, wenn sämmtliche d unendlich klein werden, 
convergirt, ist ausser der Endlichkeit der Function f(x) noch erfor- 
derlich, dass die Gesammtgrösse der Intervalle, in welchen die 
Schwankungen > 6 sind, was auch o sei, durch geeignete Wahl von 
d beliebig klein gemacht werden kann. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren: 

Wenn die Funetion f(x) immer endlich ist, und bei unendlichem 
Abnehmen sämmtlicher Grössen ö die Gesammtgrösse s der Intervalle, 
in welchen die Schwankungen der Function f(x) grösser, als eine ge- 
gebene Grösse o, sind, stets zuletzt unendlich klein wird, so conver- 
girt die Summe $, wenn sämmtliche 0 unendlich klein werden. 

Denn diejenigen Intervalle, in welchen die Schwankungen >6 
sind, liefern zur Summe 6,D, + 6,D, + :----+06,D, einen Beitrag, 
kleiner als s, multiplieirt in die grösste Schwankung der Function 
zwischen a und b, welche (n. V.) endlich ist; die übrigen Intervalle 
einen Beitrag <o(b — a). Offenbar kann man nun erst 6 beliebig 
klein annehmen und dann immer noch die Grösse der Intervalle (n. V.) 
so bestimmen, dass auch s beliebig klein wird, wodurch der Summe 
9,D, ++ 0.D. jede beliebige Kleinheit gegeben, und folglich der 
Werth der Summe $ in beliebig enge Grenzen eingeschlossen wer- 
den kann. 

Wir haben also Bedingungen gefunden, welche nothwendig und 
hinreichend sind, damit die Summe $ bei unendlichem Abnehmen der 
Grössen Ö convergire und also im engern Sinne von einem Integrale 
der Funetion f(x) zwischen a und b die Rede sein könne. 

Wird nun der Integralbegriff wie oben erweitert, so ist offenbar, 
damit die Integration durchgehends möglich sei, die letzte der beiden 
gefundenen Bedingungen auch dann noch nothwendig; an die Stelle 
der Bedingung, dass die Function immer endlich sei, aber tritt die 
Bedingung, dass die Function nur bei Annäherung a Arguments an 
einzelne Werthe unendlich werde, und dass sich ein bestimmter 
Grenzwerth ergebe, wenn die Grenzen der Integration diesen Werthen 
unendlich genähert werden. 


6. 
Nachdem wir die Bedingungen für die Möglichkeit eines bestimm- 
ten Integrals im Allgemeinen, d. h. ohne besondere Voraussetzungen 
über die Natur der zu integrirenden Function, untersucht haben, soll 


nun diese Untersuchung in besonderen Fällen heil angewandt, hesls 
15* 
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weiter ausgeführt werden, und zwar zunächst für die Funetionen, 
welche zwischen je zwei noch so engen Grenzen unendlich oft un- 
stetig sind. . 

Da diese Functionen noch nirgends betrachtet sind, wird es gut 
sein, von einem bestimmten Beispiele auszugehen. Man bezeichne der 
Kürze wegen durch (x) den Ueberschuss von x über die nächste ganze 
Zahl, oder, wenn x zwischen zweien in der Mitte liegt und diese Be- 
stimmung zweideutig wird, den Mittelwerth aus den beiden Werthen 


3 und — $, also die Null, ferner durch n eine ganze, durch p eine 
ungerade Zahl und bilde alsdann die Reihe 
D-ALWLEH,.._ Sm, 
Marie tTz a za Es 


so convergirt, wie leicht zu sehen, diese Reihe für jeden Werth von x 
ihr Werth nähert sich, sowohl, wenn der Argumentwerth stetig ab- 
nehmend, als wenn er stetig zunehmend gleich x wird, stets einem 


. ) . . 
festen Grenzwerth, und zwar ist, wenn © = Er (wo p,n relative Prim- 


zahlen) 
+) tt Et) er 


I6nn 
et lH tat ef + 


löonn 
sonst aber überall (2 +0) = f(x), f(x — 0) = f(«). 

Diese Function ist also für jeden rationalen Werth von x, der in 
den kleinsten Zahlen ausgedrückt ein Bruch mit geradem Nenner ist, 
unstetig, also zwischen je zwei noch so engen Grenzen unendlich oft, 
so jedoch, dass die Zahl der Sprünge, welche grösser als eine ge- 
gebene Grösse sind, immer endlich ist. Sie lässt durchgehends eine 
Integration zu. In der That genügen hierzu neben ihrer Endlichkeit 
die beiden Eigenschaften, dass sie für jeden Werth von x beiderseits 
einen Grenzwerth f(x + 0) und f(x — 0) hat, und dass die Zahl der 
Sprünge, welche grösser oder gleich einer gegebenen Grösse 0 sind, 
stets endlich ist. Denn wenden wir unsere obige Untersuchung an, 
so lässt sich offenbar in Folge dieser beiden Umstände d stets so klein 
‚ annehmen, dass in sämmtlichen Intervallen, welche diese Sprünge nicht 
enthalten, die Schwankungen kleiner als 6 sind, und dass” die Ge- 
sammtgrösse der Intervalle, welche diese Sprünge enthalten, beliebig 
klein wird. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Functionen, welche nicht 
unendlich viele Maxima und Minima haben (zu welchen übrigens die 
eben betrachtete nicht gehört), wo sie nicht unendlich werden, stets 
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diese beiden Eigenschaften besitzen und daher allenthalben, wo sie 
nicht unendlich werden, eine Integration zulassen, wie sich auch leicht 
direct zeigen lässt. 

Um jetzt den Fall, wo die zu integrirende Function f(x) für einen 
einzelnen Werth unendlich gross wird, näher in Betracht zu ziehen, 
nehmen wir an, dass dies für 2 —= O0 stattfinde, so dass bei abnehmen- 
dem positiven x ihr Werth zuletzt über jede gegebene Grenze wächst. 

Es lässt sich dann leicht zeigen, dass « f(x) bei abnehmendem x 
von einer endlichen Grenze « an, nicht fortwährend grösser als eine 
endliche Grösse c bleiben könne. Denn dann wäre 


fr® da > ef = , 


x 
r 1 1 . | 
also grösser als c (log — log), welche Grösse mit abnehmendem 


x zuletzt in’s Unendliche wächst.. Es muss also zf(x), wenn diese 
Funetion nicht in der Nähe von <= (0 unendlich viele Maxima und 
Minima hat, nothwendig mit x unendlich klein werden, damit f(«) 
einer Integration fähig sein könne. Wenn andererseits 


ode 1 —« 
f(a) #° = a = 
bei einem Werth von @«<1 mit x unendlich klein wird, so ist klar, 
dass das Integral bei unendlichem Abnehmen der unteren Grenze con- 
vergirt. 
Ebenso findet: man, dass im Falle der Convergenz des Integrals 
die Functionen 


f(a)alog a, fo) wlog — log log — = - nn ..., 
— dloglog = — dlog log log-- 
: 1 1 ch BEN. f(x) d& 
f(@) xlog „, log log — - - - log! — log —— — = 
—d log! +*— 


nicht bei abnehmendem x von einer endlichen Grenze an fortwährend 
grösser als eine endliche Grösse bleiben können, und also, wenn sie 
nicht unendlich viele Maxima ‚und Minima haben, mit x unendlich 
klein werden müssen; dass dagegen das Integral Sf(x) dz bei un- 
endlichem Abnehmen der unteren Grenze convergire, sobald 


ae 
— a (Iog" —) 





für «>1 mit x unendlich klein wird. 
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Hat aber die Function f(x) unendlich viele Maxima und Minima, 
so lässt sich über die Ordnung ihres Unendlichwerdens nichts bestim- 
men. In der That, nehmen wir an, die Function sei ihrem absoluten 
Werthe nach, wovon die Ordnung des Unendlichwerdens allein ab- 
hängt, gegeben, so wird man immer durch geeignete Bestimmung des 
Zeichens bewirken können, dass das Integral Sf(&)dx bei unendlichem 
Abnehmen der unteren Grenze convergire. Als Beispiel einer solchen 
Funetion, welche unendlich wird und zwar so, dass ihre Ordnung (die 


Ordnung von rn als Einheit genommen) unendlich gross ist, mag die 


Function 
1 


d (2 cose*) re 1 =: iR 
—, = coe’ + ze” sine” 
dienen. 

Das möge über diesen im Grunde in ein anderes Gebiet gehörigen 
Gegenstand genügen; wir gehen jetzt an unsere eigentliche Aufgabe, 
eine allgemeine Untersuchung über die Darstellbarkeit einer Function 
durch eine trigonometrische Reihe. 


Untersuchung der Darstellbarkeit einer Function durch eine trigo- 
nometrische Reihe ohne besondere Voraussetzungen über die Natur 
der Function, 


u 


Die bisherigen Arbeiten über diesen Gegenstand hatten den Zweck, 
die Fourier’sche Reihe für die in der Natur vorkommenden Fälle zu 
beweisen; es konnte daher der Beweis für eine ganz willkürlich ange- 
nommene Function begonnen, und später der Gang der Function behuf 
des Beweises willkürlichen Beschränkungen unterworfen werden, wenn 
sie nur jenen Zweck nicht beeinträchtigten. Für unsern Zweck darf 
derselbe nur den zur Darstellbarkeit der Function nothwendigen Be- 
dingungen unterworfen werden; es müssen daher zunächst zur Dar- 
stellbarkeit nothwendige Bedingungen aufgesucht und aus diesen dann 
zur Darstellbarkeit hinreichende ausgewählt werden. Während also 
die bisherigen Arbeiten zeigten: wenn eine Function diese und jene 
Eigenschaften hat, so ist sie durch die Fourier’sche Reihe darstell- 
bar; müssen wir von der umgekehrten Frage ausgehen: Wenn eine 
Function durch eine trigonometrische Reihe darstellbar ist, was folgt 
daraus über ihren Gang, über die Aenderung ihres Werthes bei stetiger 
Aenderung des Arguments? 
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Demnach betrachten wir die Reihe 
‚asinz+sin2c-+-- 

4b, + b,eos# + b,cos2% +: 

oder, wenn wir der Kürze wegen 
4b, — 4,, a, sin& + b, cos« —= A,, 9 sin2% + b,c0s 20 — A,,... 
setzen, die Reihe 
KA Ar: 

als gegeben. Wir bezeichnen diesen Ausdruck durch 2& und seinen 
Werth durch f(x), so dass diese Function nur für diejenigen Werthe 
von x vorhanden ist, wo die Reihe convergirt. 

Zur Convergenz einer Reihe ist nothwendig, dass ihre Glieder zu- 
letzt unendlich klein werden. Wenn die Coefficienten a,, b„ mit 
wachsendem » in’s Unendliche abnehmen, so werden die Glieder der 
Reihe & für jeden Werth von & zuletzt unendlich klein; andernfalls 
kann dies nur für besondere Werthe von x» stattfinden. Es ist nöthig, 
beide Fälle getrennt zu behandeln. 


8. 


Wir setzen also zunächst voraus, dass die Glieder der Reihe & 
für jeden Werth von x zuletzt unendlich klein werden. 
Unter dieser Voraussetzung convergirt die Reihe 


CHE 4% A-2-Tie): 
welche man aus & durch zweimalige Integration jedes Gliedes nach x 
erhält, für jeden Werth von x. Ihr Werth F'(x) ändert sich mit « 
stetig, und diese Function F' von x lässt folglich allenthalben eine 


Integration zu. 
Um Beides — die Convergenz der Reihe und die Stetigkeit der 


Function F(x) — einzusehen, bezeichne man die Summe der Glieder 
bis — = einschliesslich durch N, den Rest der Reihe, d. h. die Reihe 
An-+1 An-+2 





I EC VER 
durch R und den grössten Werth von A„ für m>n durch &e Als- 
dann bleibt der Werth von R, wie weit man diese Reihe fortsetzen 
möge, offenbar abgesehen vom Zeichen 


1 1 € 
<eagutarmt)<e 
und kann also in beliebig kleine Grenzen eingeschlossen werden, wenn 
man n nur hinreichend gross annimmt; folglich convergirt die Reihe. 
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Ferner: ist die Function F(@) stetig; d. h. ihrer Aenderung kann jede 
Kleinheit gegeben werden, wenn man der entsprechenden Aenderung 
von x eine hinreichende Kleinheit vorschreibt. Denn die Aenderung 
von F'(x) setzt sich zusammen aus der Aenderung von R und von N; 
offenbar kann man nun erst n so gross annehmen, dass R, was auch 
x sei, und folglich auch die Aenderung von R für jede Aenderung 
von x beliebig klein wird, und dann die Aenderung von x so klein 
annehmen, dass auch die Aenderung von N beliebig klein wird. 

Es wird gut sein, einige Sätze über diese Funetion F(x), deren 
Beweise den Faden der Untersuchung unterbrechen würden, vorauf- 
zuschicken. 

Lehrsatz 1. Falls die Reihe & convergirt, convergirt 
Fete+d- Fate d- FR Ehe Fe Minds: - 
4«ß 
wenn « und ß so unendlich klein werden, dass ihr Verhältniss endlich 

bleibt, gegen denselben Werth, wie die Reihe. 

In der That wird 


Fe+e+- Fate -M-Fe-a++F@—-a— 
4a@ß 


RE sin « nt sin 2« +, n nr. 




















oder, um den alien Fall, wo “ = «, zuerst zu ler 


F(c+?2e)—2F(a) + Fa —2o) _ +4 cp} E en iu FERY 
a ee 








4aa 


Ist die unendliche Reihe 
4+A+L4+:=fo@), 


4+A+: +.ı=f@) + %, 
so muss sich für eine beliebig gegebene Grösse ö ein Werth m von n 
angeben lassen, so dass, wenn n> m, &,<ö wird. Nehmen wir nun 
« so klein an, dass m« < x, setzen wir ferner mittelst der Substitution 
Ad, E11 0 


nn.) A, in die Form 
0, f(a) Fr > een *; 2 (=) 


und theilen wir diese jätalehh unendliche Reihe in drei Theile, indem wir 
1) die Glieder vom Index 1 bis m einschliesslich, 


die Reihe 





\ . . T +» 
2) vom Index m + 1 bis zur grössten unter — liegenden ganzen 


Zahl, welche s sei, 
3) von s+ 1 bis unendlich, 


durch eine trigonometrische Reihe. 233 


zusammenfassen, so besteht der erste Theil aus einer endlichen Anzahl 
stetig sich ändernder Glieder und kann daher seinem Grenzwerth O 
beliebig genähert werden, wenn man « hinreichend klein werden lässt; 
der zweite Theil ist, da der Factor von &, beständig positiv ist, offen- 
bar abgesehen vom Zeichen ! 


a); 


um endlich den dritten Theil in Grenzen einzuschliessen, zerlege man 
das allgemeine Glied in 





„fees 22 (ea 





n—1V)e Na 
und 
R [ sin(n — 1)«\? sinn« 2 AS R sin (?n — 1a sin«, 
2 ( na ) ( na ) Er ” (n«)? : 


so leuchtet ein, dass es 
[ SE 1 Rn : 
SL \n — 1)’a« Be N Se nna 


und folglich die Summe vnn=s+1bsn =» 
! 1 
<6 (mar Be 
welcher Werth für ein unendlich kleines « in 
Ö - 2 = übergeht. 
[jun — Hay? _ /einne\? 
& Em ( (n — 1)« ) ( Na )! 


nähert sich daher mit abnehmendem « einem Grenzwerth, der nicht 
grösser als 








Die Reihe 


1 1 
ö 1 +++ = 
sein kann, also Null sein muss, und folglich convergirt 
F (x +20) — 2F (x) + F(& — 20) 


4ao ’ 


2 sin (n — 1)&\? sinne\2 
=, > merke 
mit in’s Unendliche abnehmendem & gegen f(x), wodurch unser Satz 


für den Fall ß = « bewiesen ist. 
Um ihn allgemein zu beweisen, sei 


Fette +) —- 2F@)+F@—e—P)—=(e+B) (fe) + 6.) 
Fate )—-2F)+F@—e+N=a— Bf) +), 


woraus 





welches 








” 
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Fate+P—-Fata—)— Fa—a+)+F&—a—P) 
—4aßfle) + (e + Bd, — (a — BB, 
In Folge des eben Bewiesenen werden nun ö, und ö, unendlich klein, 
sobald « und 8 unendlich klein werden; es wird also auch 
& (« — ß)? 
( rn di ern ö, 
unendlich klein, wenn dabei die Coeffieienten von ö, und d, nicht un- 








endlich gross werden, was nicht stattfindet, wenn zugleich 14 endlich 
bleibt; und folglich convergirt alsdann 


Fe ra +9 - -F@te--Fa-ce+d+F@-a- 
daß 








gegen f(x), w. z. b. w. 
Lehrsatz 2. 
F(c+ 2) + F(x — 20) — 2F (e) 
20 





wird stets mit & unendlich klein. 
Um dieses zu beweisen, theile man die Reihe 


4 Is 2): 
in drei Gruppen, von welchen die erste alle Glieder bis zu einem festen 
Index m enthält, von dem an A, immer kleiner als & bleibt, die zweite 
alle folgenden Glieder, für welche na < als eine feste Grösse c ist, die 


dritte den Rest der Reihe umfasst. Es ist dann leicht zu sehen, dass, 
wenn « in's Unendliche abnimmt, die Summe der ersten endlichen won 


endlich bleibt, d. h. < eine feste Grösse iä die der er; <e—, die 


der dritten 
1 € 
rer 


e< na ’ 








Folglich bleibt 
F(x + 20) + F(& — 20) — 2F (&) ‚ welches — 2a BER ®: SE 


20 Na 
<2(Qe+2(c+7)); 


woraus der z. b. Satz folgt. 

Lehrsatz 3. Bezeichnet man durch b und c zwei beliebige Con- 
stanten, die grössere durch c, und durch A (x) eine Function, welche 
nebst ihrem ersten Differentialgquotienten zwischen b und c immer 
stetig ist und an den Grenzen gleich Null wird, und von welcher der 
zweite Differentialquotient nicht unendlich viele Maxima und Minima 
hat, so wird das Integral 





°* 
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ef F (x) cosu(x — a)A(x) de, 


wenn u in’s Unendicke wächst, zuletzt kleiner als jede g gegebene (Grösse. 
Setzt man für F'(x) seinen Ausdruck durch die Reihe, so erhält 
man für 


wu [Fo cosu (ec — a) A (x) da 
die Reihe (®) 
aa +(0:+% 3) cos u (u — a)A (x) dx 
b 


gr al A, eosu (8 — a)A (x) da 


Nun lässt sich E cosu (& — a) offenbar als ein Aggregat von 
eos(u+n) (©— a), sin(u—+n) (©— a), cos(u—n) («— a), sin (u—n) (&— a) 
ausdrücken, und bezeichnet man in demselben die Summe der beiden 
ersten Glieder durch B,+„, die Summe der beiden letzten Glieder durch 
Bun, so hat man cosu (« — a) An = Buatn + Bun, 

d? B ıt+n Ss > 
Be STEH — (tb Ti n)? Bis; En ee (uw Bar n)” Bu; 
und es werden B.+„ und B,_, mit wachsendem n, was auch x sei, 
zuletzt unendlich klein. 
Das allgemeine Glied der Reihe ® 


193 A, cosu (x — a)Al«) da 
wird daher 


Ba . u? * d? Butn dB un 
Feat 1 Mad 5 TE = . f" nr Aa) da 
b 


oder durch zweimalige partielle Integration, indem man zuerst A (x), 
dann A’(x) als betrachtet, ' 


—_n’(u + n) Er n)? | Dasr 2 (&) dx + 








a ai Di r% (2)48; 


da A(x) und 4’ (a) und daher auch die aus dem Integralzeichen 
tretenden Glieder an den Grenzen = 0 werden. 


ee 


Man überzeugt sich nun leicht, dass 4 e Bu+n A (x) de, wenn u 
N 5 
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in's Unendliche wächst, was auch n sei, unendlich klein wird; denn 
dieser Ausdruck ist gleich einem Aggregat der Integrale 


c c ; 
7 cos (u  n)(® — a)A’ (a) da, | sin (u + n)(x — a) A” (x) de 
b b 
und wenn @+n unendlich gross wird, so werden diese Integrale, 
wenn aber nicht, weil dann » unendlich gross wird, ihre Coeffieienten 
in diesem Ausdrucke unendlich klein. 
Zum Beweise unseres Satzes genügt es daher offenbar, wenn von 


der Summe 
u? 
2 wen 


über alle ganzen Werthe von n ausgedehnt, welche den Bedingungen 
n<—ec,e" <n<u— ec”, u+ec”<n genügen, für irgend welche 
positive Werthe der Grössen c gezeigt wird, dass sie, wenn w unend- 
lich gross wird, endlich bleibt. Denn abgesehen von den Gliedern, für 
welche — e <n<c’,u— ce” <n<wu-+e!”, welche offenbar un- 
endlich klein werden und ‚von endlicher Anzahl sind, bleibt die Reihe ® 
offenbar kleiner als diese Summe, multiplieirt mit dem grössten Werthe 


von J 2 A” (x) dx, welcher unendlich klein wird. 
; : 


Nun ist aber, wenn die Grössen c>1 sind, die Summe 
1 


w? 1. % w 
Swen 
2) 6) 
in den obigen Grenzen, kleiner als 


ausgedehnt von 
; ei ,d—1,. e”—1 eV —1,. 
— oo bis — ‚„———— bs1-— ‚1+ - bis 00; 
u u u u 


denn zerlegt man das ganze Intervall von — bis + oo von Null 











anfangend in Intervalle von der Grösse re und ersetzt man überall die 


Funetion unter dem Integralzeichen durch den kleinsten Werth in jedem 

Intervall, so erhält man, da diese Function zwischen den Integrations- 

grenzen nirgends ein Maximum hat, sämmtliche Glieder der Reihe. 
Führt man die Integration aus, so erhält man 


Kerl 1 1 As 
Ferkel fe ya Yu x 2logx — 2log(1 — *)) —- const. 


te ae 3 ie nr. Sun 2; 
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und folglich zwischen den obigen Grenzen einen Werth, der mit u 
nicht unendlich gross wird. 


3, 


Mit Hülfe dieser Sätze lässt sich über die Darstellbarkeit einer 
Function durch eine trigonometrische Reihe, deren Glieder für jeden 
Argumentwerth zuletzt unendlich klein werden, Folgendes feststellen: 


I. Wenn eine nach dem Intervall 2x7 periodisch sich wieder- 
holende Function f(x) durch eine trigonometrische Reihe, deren Glieder 
für jeden Werth von x zuletzt unendlich klein werden, darstellbar sein 
soll, so muss es eine stetige Function F'(x) geben, von welcher f(«) 
so abhängt, dass 


Fe+e +D-Fete--Fa-ae+B+Fe&k-a-P 
4a@ß ? 





wenn « und ß unendlich klein werden und dabei ihr Verhältniss end- 
lich bleibt, gegen f(x) convergirt. 


Es muss ferner 


uu | F(x) cosu(x — a) A(a)d«, 
b 

wenn A(x) und A (x) an den Grenzen des Integrals = 0 und zwischen 
denselben immer stetig sind, und A” (x) nicht unendlich viele Maxima 
und Minima hat, mit wachsendem u zuletzt unendlich klein werden. 

II. Wenn umgekehrt diese beiden Bedingungen erfüllt sind, so 
giebt es eine trigonometrische Reihe, in welcher die Öoefficienten zu- 
letzt unendlich klein werden, und welche überall, wo sie convergirt, 
die Function darstellt. 

Denn bestimmt man die Grössen C’, A, so, dass 


Fa)— O2 — 4% 
eine nach dem Intervall 2x periodisch wiederkehrende Function ist 
und entwickelt diese nach Fourier’s Methode in die trigonometrische 


Reihe 


indem man 


rt 
1 +. ‚ tt 
„fen er ana 
ji ’ n tt An 
N (FW) — (t— 4A =) cosn (a — dd=— Fa 


bi; 
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setzt, so muss (n. V.) 


n s v tt 
A=— (FO -0:— 45) cosn (x — t) dt 
mit wachsendem % zuletzt unendlich klein werden; woraus nach Satz 1 


des vorigen Art. folgt, dass die Reihe 
4+Ar+r4%+--- 


überall, wo sie convergirt, gegen f(x) convergirt.(!) 

III. Es sei b<x<e, und e(t) eine solche Function, dass e(t) 
und g°(£) für = b und t= ce den Werth 0 haben und zwischen diesen 
Werthen stetig sich ändern, e”(£) nicht unendlich viele Maxima und 
Minima hat, und dass ferner für = x el)=1, Et) = 0, E”(t) = 0, 
e”(t) und g°"(t) aber endlich und stetig sind; so wird der Unterschied 
zwischen der Reihe 








a» rare 
und dem Integral 
sin nd (x — t) 
ld R — 
c ; E (x “> Ü) 
1 f} sın ren 
Ir, / Ft) IE o(t) dt 
b 


mit wachsendem n zuletzt unendlich klein. Die Reihe 


A+A+ At 
wird daher eonvergiren oder nieht eonvergiren je nachdem 


er, a; 











d 
1 : sin = = 
m /FO dt? FIIR 
b 


sich mit wachsendem » zuletzt einer festen Grenze nähert oder dies 
nicht stattfindet. 
In der That wird 








A,+4A,+:-A4A= „(Fo —(Üt— A, = >) — nn cosn (x —t) dt, 
u 1,n 
oder, da 
sin 2: : (© — t) 
dd ae 
wet 
sin —— 





dcosn(@= —t) __ 2 
2 > —ancosn(a—)=2 2, ern ": a iR 
1,n „n 


ist, 
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ale 
1 ’ tt 2 
= if (rn — (lt— 4, u ern di. 
—z 


Nun wird aber nach Satz 3 des vorigen Art. 


hun. (dien) 








zı 


” BIN 
(ri EN 2) N LL 


—7R 





27 


bei unendlichem Zunehmen von n unendlich klein, wenn A(t) nebst 
ihrem ersten Differentialquotienten stetig ist, A”(f) nicht unendlich viele 
Maxima und Minima hat, und für = x A{tf) =, X (t) = 0, A(t) =), 
2” (t) und A’”(t) aber endlich und stetig sind.(?) 

Setzt man hierin A(f) ausserhalb der Grenzen b, ec gleich 1 und 
zwischen diesen Grenzen — 1 — o(t), was offenbar verstattet ist, so 
folgt, dass die Differenz zwischen der Reihe A, +++ A. und dem 


Integral 














sin ed (2 —t) 
dd 
€ ce —t 
7 BA 
2 ((ro=- cr 4%) er oMdt 
b 


mit wachsendem » zuletzt unendlich klein wird. Man überzeugt sich 
aber leicht durch partielle Integration, dass 


2n N 


sin — 








dd 3 


n ; Fe 
1 , tt 2 
(e t +4, =) Er o(t) dt 


b 





wenn » unendlich gross wird, gegen A, convergirt, wodurch man 
obigen Satz erhält. 


10. 


Aus dieser Untersuchung hat sich also ergeben, dass, wenn die 
Coefficienten der Reihe & zuletzt unendlich klein werden, dann die 
Convergenz der Reihe für einen bestimmten Werth von « nur abhängt 
von dem Verhalten der Function f(x) in unmittelbarer Nähe dieses 
Werthes. 

Ob nun die Coefficienten der Reihe zuletzt unendlich klein werden, 
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wird in vielen Fällen nicht aus ihrem Ausdrucke durch bestimmte 
Integrale, sondern auf anderm Wege entschieden werden müssen. Es 
verdient indess ein Fall hervorgehoben zu werden, wo sich dies un- 
mittelbar aus der Natur der Function entscheiden lässt, wenn nämlich 
die Funetion f(«) durchgehends endlich bleibt und eine Integration 
zulässt. 

In diesem Falle muss, wenn man das ganze Intervall von — x 
bis x der Reihe nach in Stücke von der Grösse 

Ö,, Ö,, Ö,, Plan 
zerlegt, und durch D, die grösste Schwankung der Funetion im ersten, 
durch D, im zweiten, u. s. w. bezeichnet, 
d,D, r 0,D, ug: 0,D, > es 
unendlich klein werden, so bald sämmtliche ö unendlich klein werden. 
a 
Zerlegt man aber das Integral J f(x) sinn («= — a) dx, in welcher 
Sa 
Form von dem Factor rn abgesehen die Coefficienten der Reihe ent- 
F ar?rn 
halten sind, oder was dasselbe ist, / f(&) sinn (e — a) dx von z=a 
a 


- 27 . . 
anfangend in Integrale vom Umfange — , 80 liefert jedes derselben zur 


Summe einen Beitrag kleiner als „, , multiplieirt mit der grössten 
Schwankung in seinem Intervall, und ihre Summe ist also kleiner als 
R EN ae I, : s , 

eine Grösse, welche n. V. mit —, unendlich klein werden muss. 


In der That: diese Integrale haben die Form 


i 1 
arten 


J F: (2) sinn (x — a) dx. 


E, 
8 

a — 27 

Ha 


Der Sinus wird in der ersten Hälfte positiv, in der zweiten negativ. 
Bezeichnet man also den grössten Werth von f(x) in dem Intervall 
des Integrals durch M, den kleinsten durch m, so ist einleuchtend, 
dass man das Integral vergrössert, wenn man in der ersten Hälfte 
f: (x) durch M, in der zweiten durch m ersetzt, dass man aber das 
Integral verkleinert, wenn man in der ersten Hälfte f(x) durch m und 
in der zweiten durch M ersetzt. Im ersteren Falle aber erhält man 


den Werth n (M — m), im letzteren rn (m — M). Es ist daher dies 
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Integral abgesehen vom Zeichen kleiner als = (M — m) und das 
Integral 

a-+27 

f(&) sinn (x — a) dx 


kleiner als 
- (M, — m,) + en M;;—m)+- = (M, — m,) +: 


wenn man durch M, den grössten, durch m, den kleinsten Werth von 
f(«) im sten Intervall bezeichnet; diese Summe aber muss, wenn f(z) 
einer Integration fähig ist, unendlich klein werden, sobald » unendlich 


gross und also der Umfang der Intervalle = unendlich klein wird. 


In dem vorausgesetzten Falle werden daher die Coeffieienten der 
Reihe unendlich klein. 


11. 


Es bleibt nun noch der Fall zu untersuchen, wo die Glieder der 
Reihe & für den Argumentwerth x zuletzt ah klein werden, 
ohne dass dies für jeden Argumentwerth stattfindet. Dieser Fall lässt 
sich auf den vorigen zurückführen. 

Wenn man nämlich in den Reihen für den Argumentwerth = + t 
und x — t die Glieder gleichen Ranges addirt, so erhält man die Reihe 
2A, + 2A, cost + 24A,cos2t + ---, 
in welcher die Glieder für jeden Werth von £ zuletzt unendlich klein 
werden und auf welche also die vorige Untersuchung angewandt wer- 

den kann. 

Bezeichnet man zu diesem Ende den Werth der unendlichen Reihe 





27 0x n3 A, = a Ar Ey A — A —4, nt Z 
durch @(f), so dass ae el überall, wo die Reihen für 


F(e+t) und F(@— t) eonvergiren, = @(t) ist, so ergiebt sich 
Folgendes: 


I. Wenn die Glieder der Reihe 2 für den Argumentwerth © zu- 
letzt unendlich klein werden, so muss 


vu Eh cos u (t — a)A(t)dt, 
E 


wenn A eine Function wie oben — Art. 9 — bezeichnet, mit wachsen- 


RIEMANnN’s gesammelte mathematische Werke, I. 16 
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dem u zuletzt unendlich klein werden. Der Werth dieses Integrals 
setzt sich zusammen aus den beiden Bestandtheilen 


a cos u (— a)A(t)dt und a cos u(t — a)A(t)dt, 
5 5 


wofern diese Ausdrücke einen Werth haben. Das Unendlichkleinwerden 
desselben wird daher bewirkt durch das Verhalten der Function F an 
zwei symmetrisch zu beiden Seiten von x gelegenen Stellen. Es ist 
aber zu bemerken, dass hier Stellen vorkommen müssen, wo jeder Be- 
standtheil für sich nicht unendlich klein wird; denn sonst würden die 
Glieder der Reihe für jeden Argumentwerth zuletzt unendlich klein 
werden. Es müssen also dann die Beiträge der symmetrisch zu beiden 
Seiten von x gelegenen Stellen einander aufheben, so dass ihre Summe 
für ein unendliches # unendlich klein wird. Hieraus folgt, dass die 
Reihe & nur für solche Werthe der Grösse x convergiren kann, zu 
welchen die Stellen, wo nicht 


wu FC) cos u (2 — a) A(z) dx 


für ein unendliches # unendlich klein wird, symmetrisch liegen. Offenbar 
kann daher nur dann, wenn die Anzahl dieser Stellen unendlich gross 
ist, die trigonometrische Reihe mit nicht in’s Unendliche abnehmenden 
Coeffieienten für eine unendliche Anzahl von Argumentwerthen con- 
vergiren. 


Umgekehrt ist 


P44 


A.=—ın „(eo — 4 -) cosntdt 
v 


f 


und wird also mit wachsendem » zuletzt unendlich klein, wenn 
vol Gl) eosu(t — a)Alt)dt 
b 


für ein unendliches w immer unendlich klein wird. 


II. Wenn die Glieder der Reihe & für den Argumentwerth x 
zuletzt unendlich klein werden, so hängt es nur von dem Gange der 
Funetion @(f) für ein unendlich kleines t ab, ob die Reihe convergirt 
oder nicht, und zwar wird der Unterschied zwischen 


u FASER, 
und dem Integrale 
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Re 1 
a 








z . sin 
2 Kl BR 
0 


mit wachsendem » zuletzt unendlich klein, wenn b eine zwischen 0 
und x enthaltene noch so kleine Constante und o(f) eine solche Function 
bezeichnet, dass o(t) und o'(f) immer stetig und für ?= b gleich Null 
sind, e”(£) nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, und für 
teI, ee )eL, EMO, Et) = 0, E”(t) und E””(t) aber endlich 
und stetig sind. 


3 12. 


Die Bedingungen für die Darstellbarkeit einer Function durch 
eine trigonometrische Reihe können freilich noch etwas beschränkt 
und dadurch unsere Untersuchungen ohne besondere Voraussetzungen 
über die Natur der Funetion noch etwas weiter geführt werden. So 
z. B. kann in dem zuletzt erhaltenen Satze die Bedingung, dass 
oe’(0)= 0 sei, weggelassen werden, wenn man in dem Integrale 


n+i 


_. —t 
dd ENTER RT 


1 fo a — o(t) dt 


@(t) durch @(f) — @(0) ersetzt. Es wird aber dadurch nichts Wesent- 
liches gewonnen. 


Indem wir uns daher zur Betrachtung besonderer Fälle wenden, 
wollen wir zunächst der Untersuchung für eine Function, welche nicht 
unendlich viele Maxima und Minima hat, diejenige Vervollständigung 
zu geben suchen, deren sie nach den Arbeiten Dirichlet’s noch 
fähig ist. 

Es ist oben bemerkt, dass eine solche Function allenthalben in- 
tegrirt werden kann, wo sie nicht unendlich wird, und es ist offenbar, 
dass dies nur für eine endliche Anzahl von Argumentwerthen eintreten 
kann. Auch lässt der Beweis Dirichlet’s, dass in dem Integralaus- 
drucke für das nte Glied der Reihe und für die Summe ihrer » ersten 
Glieder der Beitrag aller Strecken mit Ausnahme derer, wo die Function 
unendlich ev und der dem Argumentwerth der Reihe unendlich nahe 


liegenden mit wachsendem » zuletzt unendlich klein wird, und dass 
= 16* 





wenn O<b<x und f(f) zwischen den Grenzen des Integrals nicht 
unendlich wird, für ein unendliches n gegen m f(x + 0) convergirt, in 
der That nichts zu wünschen übrig, wenn man die unnöthige Voraus- 
setzung, dass die Function stetig sei, weglässt. Es bleibt also nur noch 
zu untersuchen, in welchen Füllen in diesen Integralausdrücken der 
Beitrag der Stellen, wo die Funetion unendlich wird, mit wachsendem 
n zuletzt unendlich klein wird. Diese Untersuchung ist noch nicht 
erledigt; sondern es ist nur gelegentlich von Dirichlet gezeigt, dass 
dies stattfindet unter der Voraussetzung, dass die darzustellende Function 
eine Integration zulässt, was nicht nothwendig ist. 

Wir haben oben gesehen, dass, wenn die Glieder der Reihe 2 für 
jeden Werth von x zuletzt unendlich klein werden, die Funetion F(«), 
deren zweiter Differentialquotient /(x) ist, endlich und stetig sein muss, 
und dass 


& 
mit « stets unendlich klein wird. Wenn nun F’(& +1) — F(@« — t) 
nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, so muss es, wenn { 
Null wird, gegen einen festen Grenzwerth Z, convergiren oder unend- 
lich gross werden, und es ist offenbar, dass 


1 fa Ha-re Ha F(@ +0) —2F(@)+F(@— 0) 
0 





dann ebenfalls gegen L oder gegen ® convergiren muss und daher 
nur unendlich klein werden kann, wenn F’(= +1) — F’(x — t) gegen 
Null eonvergirt. Es muss daher, wenn f(x) für x —= a unendlich gross 
wird, doch immer f(a +1) + f(a— t) bis an t—= 0 integrirt werden 
können. Dies reicht hin, damit 


( er da (f(x) eosn (0 — a)) 


“+: 
mit abnehmendem & convergire und mit wachsendem n unendlich klein 
werde. Weil ferner die Function F'(x) endlich und stetig ist, so muss 
F(&) bis an = a eine Integration zulassen und (x — a) F'(x) mit 
(# — a) unendlich klein werden, wenn diese Funetion nieht unendlich 
viele Maxima und Minima hat; woraus folgt, dass 


-— a)F'(« i 
d(x zn DM (@— af) +F (a) h 





SE 


; fr (a) sinn (0 — a)dx T sinn (2 — a)da = 
b b 
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und also auch (x — a)f(x) bis an = «a integrirt werden kann. Es 
kann daher auch Sf(x) sinn (« — a)dx bis an x = a integrirt werden, 
und damit die Coeffieienten der Reihe zuletzt unendlich klein werden, 
ist offenbar nur noch nöthig, dass 


ro sinn (2 — a)de, wwb<a<c, 
b 


mit wachsendem » zuletzt unendlich klein werde. Setzt man 


f(@) @ — a) = yla), 
so ist, wenn diese Function nicht unendlich viele Maxima und Minima 
hat, für ein unendliches » 


Pa +) + Ha — 0) 
2 ? 


wie Dirichlet gezeigt hat. Es muss daher 


pa+Yy+Ya@-Y=Ffa+tdHdti-fa— N: 
mit # unendlich klein werden, und da 


fa+)+fla— 


bis an {= ( integrirt werden kann und folglich auch 


fa+Yt+ra— Di 
mit # unendlich klein wird, so muss sowohl f(@a + t)t, als f(a — t)t 
mit abnehmendem ? zuletzt unendlich klein werden. Von. Functionen, 
welche unendlich viele Maxima und Minima haben, abgesehen, ist es 
also zur Darstellbarkeit der Function f(x) durch eine trigonometrische 
Reihe mit in's Unendliche abnehmenden Coeffieienten hinreichend und 
nothwendig, dass, wenn sie für «= a unendlich wird, f(a + t)t und 
f(a — t)t mit t unendlich klein werden und f(a-+t) + f(la—t) bis 
an t= () integrirt werden kann. 
Durch eine trigonometrische Reihe, deren Coeffieienten nicht zuletzt 
unendlich klein werden, kann eine Function f(x), welche nicht unend- 
lich viele Maxima und Minima hat, da 


Fa) cosu( — a) A(a)da 
b 
nur für eine endliche Anzahl von Stellen für ein unendliches « nicht 
unendlich klein wird, auch nur für eine endliche Anzahl von Argument- 
werthen dargestellt werden, wobei es unnöthig ist länger zu verweilen. 
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13. 


Was die Functionen betrifft, welche unendlich viele Maxima und 
Minima haben, so ist es wohl nicht überflüssig zu bemerken, dass eine 
Funetion f(x), welche unendlich viele Maxima und Minima hat, einer 
Integration durchgehends fähig sein kann, ohne durch die Fourier’sche 
Reihe darstellbar zu sein. Dies findet z. B. Statt, wenn f(x) zwischen 
0 und 2x gleich 

a | (vr cos = 
ra 
2 


C 
ist. Denn es wird in dem Integral / f(z) ecosn (x — a)dx mit wach- 
: { 








sendem » der Beitrag derjenigen Stelle, wo z nahe — y“ ist, all- 


gemein zu reden zuletzt unendlich gross, so dass das Verhältniss dieses 


Integrals zu 
1—2rv 


$ sin (2 Vn—na-+t a Van * 


gegen 1 convergirt, wie man auf dem gleich anzugebenden Wege finden 
wird. Um dabei das Beispiel zu verallgemeinern, wodurch das Wesen 
der Sache mehr hervortritt, setze man 


4 oda = pa) cosy(«) 


und nehme an, dass p(x) für ein unendlich kleines x unendlich klein 
und (x) unendlich gross werde, übrigens aber diese Functionen nebst 
ihren Differentialquotienten stetig seien und nicht unendlich viele 
Maxima und Minima haben. Es wird dann 


f(@) = P(a) cos Ya) — plz) %(a) sin v(e) 


und 2 
4 f(z#) cosn (= — a) dx 
gleich der Summe der vier Integrale 
1 [ 92) 60 (le) Anke — m))da, 
m 1/00) Y (x) sin (u(&) tn(a — a)) da. 
Man betrachte nun, %(x) positiv genommen, das Glied 


m f 9a) YeR) sin (va) na — a))da 


durch eine trigonometrische Reihe. 247 


und untersuche in diesem Integrale die Stelle, wo die Zeichenwechsel 
des Sinus sich am langsamsten folgen. Setzt man 


v@)+n@-)-1, 
so geschieht dies, wo a —= ( ist, und also, 
v(o)+n=0 
gesetzt, für «= a. Man untersuche also das Verhalten des Integrals 


+8 
8 3 px) Yv (x) sinyda 


für den Fall, dass e für ein unendliches » unendlich klein wird, und 
führe hiezu y als Variable ein. Setzt man 


ı(e) +n(a — a) =ß, 
so wird für ein hinreichend kleines & 


vahrtrltWtr- 


und zwar ist 9’ («) positiv, da y(x) für ein unendlich kleines z positiv 
unendlich wird; es wird ferner 


I = ya —- )=+V23WW)y — PR); 


je nachdem x — « > 0, und 
a--e 








wi ı[@ Y (x) sinydı 
8 P+W" 
. k dy ) p(e) % (e) 
—, — BI Were ee 
(/ I ) ( NE V2%Y" («) 
PHVWZ | 
vw) 
Hi dy Ye) y (e) 
= — sın (2? ee 
1; ee 


Lässt man also mit wachsendem » die Grösse & so abnehmen, dass 
Y’(«)ss unendlich gross wird, so wird, falls 


o 


Füw +0. 


welches bekanntlich gleich ist sin (B ) Yx, nicht Null ist, von 


® 


Grössen niederer Ordnung abgesehen 
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a+es re ‚ 
= 1/96) v (x) sin (HR) Hrn (a — a))dv = — sin (B a 


Es wird daher, wenn diese Grösse nicht unendlich klein wird, das Ver- 
hältniss von 





es fie) cosn (a — a)dı 


zu dieser Grösse, da dessen übrige Bestandtheile unendlich klein wer- 
den, bei unendlichem Zunehmen von n gegen 1 convergiren. 

Nimmt man an, dass p(x) und %(x) für ein unendlich kleines x 
mit Potenzen von x von gleicher Ordnung sind und zwar p(x) mit ” 
und Y(x) mit «=#—1, so dass v>0 und “>00 sein muss, so wird 
für ein unendliches » 

$ (a) w («) 

V2%” (e) 

i se 

von gleicher Ordnung mit « °” und daher nicht unendlich klein, wenn 
“> 2v. Ueberhaupt aber wird, wenn x%’(z) oder, was damit iden- 
tisch ist, wenn w für ein unendlich kleines x unendlich gross ist, 
sich (x) immer so annehmen lassen, dass für ein unendlich kleines x 
p(x) unendlich klein, 


a. 9 ine ie 


Vey’@) Sa ır, an 
V-:4 3) V-:in 29°) 


aber unendlich gross wird, und folglich J fl&) ds bs n z=0 er- 





streckt werden kann, während 
27 
/ f(x) eosn(z — a)da 
M 


für ein unendliches » nicht unendlich klein wird. Wie man sieht, 


heben sich in dem Integrale / a) dx bei unendlichem Abnehmen von 
E} 


% die Zuwachse des Integrals, obwohl ihr Verhältniss zu den Aen- 
derungen von x sehr rasch wächst, wegen des raschen Zeichenwechsels 
der Function f(x) einander auf; durch das Hinzutreten des Factors 
c08n (2 — a) aber wird hier bewirkt, dass diese Zuwachse sich summiren. 

Ebenso wohl aber, wie hienach für eine Function trotz der durch- 
gängigen Möglichkeit der Integration die Fourier’sche Reihe nicht 
"convergiren und selbst ihr Glied zuletzt unendlich gross werden kann, 
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— ebenso wohl können trotz der durchgängigen Unmöglichkeit der 
Integration von f(x) zwischen je zwei noch so nahen Werthen un- 
endlich viele Werthe von x liegen, für welche die Reihe & convergirt. 

Ein Beispiel liefert, (nx) in der Bedeutung, wie oben (Art. 6.) 
genommen, die durch die Reihe 


Di 
1, 


gegebene Funetion, welche für jeden rationalen Werth von x vorhanden 
ist und sich durch die trigonometrische Reihe 
n29 _ (_ 419 
ne 2 Zen nme : 


TE 
1, © 


wo für 0 alle Theiler von » zu setzen sind, darstellen lässt, welche 

aber in keinem noch so kleinen Grössenintervall zwischen endlichen 

Grenzen enthalten ist und folglich nirgends eine Integration zulässt. 
Ein anderes Beispiel erhält man, wenn man in den Reihen 


2 Cn COSNNK, 2 C, SINN“ 


0, © 1, o 


für 6, €, €g, -.. positive Grössen setzt, welche immer abnehmen und 


e $ 
zuletzt unendlich klein werden, während &c, mit » unendlich gross 
1,n . 


wird. Denn wenn das Verhältniss von x zu 2x rational und in den 
kleinsten Zahlen ausgedrückt, ein Bruch mit dem Nenner m ist, so 
werden offenbar diese Reihen convergiren oder in’s Unendliche wachsen, 
je nachdem 


COSMN« sinnn« 
0,m—1 i > 
gleich Null oder nicht gleich Null sind. Beide Fälle aber treten nach 
einem bekannten Theoreme der Kreistheilung*) zwischen je zwei noch 
so engen Grenzen für unendlich viele Werthe von x ein. 
In einem eben so grossen Umfange kann die Reihe & auch con- 
vergiren, ohne dass der Werth der Reihe 
dAn 


‚ & Er 
C + 4% rg > gr 5 
welche man durch Integration jedes Gliedes aus & erhält, durch ein 


noch so kleines Grössenintervall integrirt werden könnte, 
Wenn man z. B. den Ausdruck 





*) Disquis, ar. pag. 636 art. 356. (Gauss’s Werke Bd. I. pag. 442.) 
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an 1 (1 — q") log ee n- es ei), 


wo die RR so zu nehmen sind, dass sie für g=0 ver- 
schwinden, nach steigenden Potenzen von q entwickelt und darin 
q = e*i setzt, so bildet der imaginäre Theil eine trigonometrische Reihe, 
welehe zweimal nach x differentiirt in jedem Grössenintervall unend- 
lich oft convergirt, während ihr erster Differentialquotient unendlich 
oft unendlich wird. 

In demselben Umfange, d. h. zwischen je zwei noch so nahen 
Argumentwerthen unendlich oft, kann die trigonometrische Reihe auch 
selbst dann convergiren, wenn ihre Coefficienten nieht zuletzt unend- 
lich klein werden. Ein einfaches Beispiel einer solchen Reihe bildet 
die unendliche Reihe & sin (n! x), wo n!, wie gebräuchlich, 


1, 
== 1:2 :8...9#, 

welche nicht bloss für jeden rationalen Werth von # convergirt, indem 
sie sich in eine endliche verwandelt, sondern auch für eine unendliche 
Anzahl von irrationalen, von denen die einfachsten sind sin1, cos1 
1 
e en 

3 
gs w.(°) 


e — 
2 ß Mn: 
— und deren Vielfache, ungerade Vielfache von e, 
; | 
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Anmerkungen. 


(1) (Zu Seite 238). Die unter II. aufgestellten Sätze bedürfen einer Erläuterung: 
Da die Function f(x) um 2” periodisch angenommen ist, so muss 
F(x + 2r) — F(x)= 9(%) 
die Eigenschaft haben, dass 
va t+a+B)— pr te) Ple—a+P)+ He a P) 
4aß 
unter der im Text gemachten Voraussetzung sich mit « und ß der Grenze 0 
nähert. Es ist daher p(x) eine lineare Function von x, und folglich lassen 
sich die Constanten C’, A, so bestimmen, dass 








©()= F(a) - C’x — 4 


eine um 2” periodische Function von x ist. 
Nun ist über die Function F(x) weiter die Voraussetzung gemacht, dass 
für beliebige Grenzen b, c 


u (FW WERTEN 
b 


mit unendlich wachsendem u sich der Grenze 0 nähere, wenn A(x), den im 
Text angegebenen Bedingungen genügt, woraus folgt, dass unter den gleichen 
Voraussetzungen 


c 


u. (0 cos u(x — a) Ala)di 
b 


i 
rv 


sich der Grenze 0 nähert. 
Es seinun b<—xz,c>nr, und man nehme, was zulässig ist, A(x) im » 
Intervall von — z bis + = = 1 an, so folgt, dass auch: 


nt © 


u. (8 cos u(x — a) Aa)dx + un (2) cos u(x — a) A(a)dx 
b RR RL 
+ um [® cos u(w — a)dı 


Null zur Grenze hat. Nun kann man, wenn u eine ganze Zahl n ist, mit 
Rücksicht auf die Periodicität von ®(x) für diese Summe setzen: 
; 4a 
ee; D(x) cos u(w — a) A, (a)de + uf B(x) cosn (x — a)dz 
» +27 A 
wenn in dem Intervall von b +2 bis = A, (a) = M& — 2) und in dem 
Intervall von x bis e A,(x) = A(&) ist, so dass A, (x) zwischen den Grenzen 
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b + 2” und c den Voraussetzungen über die Function A(x) genügt. Demnach 
hat das erste Glied der obigen Summe für sich den Grenzwerth 0, und folg- 
lich ist auch der Grenzwerth von 
A +7 
anf D(x) cosn(z — a)dx 
— 7a E 
gleich Null. 

(2) (Zu Seite 239). Hier scheint für die Function A(x) die Bedingung hinzugefügt 
werden zu müssen, dass sie sich nach dem Intervall 2x7 periodisch wiederholt, 
(die mit der nachher gemachten Annahme verträglich 'ist). In der That würde 
z. B. das in Rede stehende Integral nicht sich der Grenze 0 nähern, wenn 


Fi) — 0't— 4A z = const. und A(t) = (x — ti)?” gesetzt würde. Dagegen 


lässt sich unter der Voraussetzung der Periodieität von A(x) das Verschwinden 
dieses Integrals durch Ausführung der Differentiation 


sin an (© — t) 





sin} (= — t) 
dt? 
durch Anwendung des Satzes 3, Art. 8. und eines ähnlichen Verfahrens wie 
in der Anmerkung (1) leicht darthun. 





(3) (Zu Seite 250) der Werth==}4 (e —,) gehört, wie Genocchi in einem 
diese Beispiele betreffenden Aufsatz bemerkt (Intorno ad alcune serie, Torino 


1875) nicht zu den Werthen von x, für welche die Reihe > sin(n/xr) con- 


1,0 


vergirt. Aber auch für x =} (e 22) ist die Reihe nicht, wie Genocchi 


angiebt, convergent. 





. XIII. 


Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen. 


(Aus dem dreizehnten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen.*)) 


Plan der Untersuchung. 


Bekanntlich setzt die Geometrie sowohl den Begriff des Raumes, 
als die ersten Grundbegriffe für die Constructionen im Raume als etwas 
Gegebenes voraus. Sie giebt von ihnen nur Nominaldefinitionen, wäh- 
rend die wesentlichen Bestimmungen in Form von Axiomen auftreten. 
Das Verhältniss dieser Voraussetzungen bleibt dabei im Dunkeln; man 
sieht weder ein, ob und in wie weit ihre Verbindung nothwendig, 
noch a priori, ob sie möglich ist. 

Diese Dunkelheit wurde auch von Euklid bis auf Legendre, um 
den berühmtesten neueren Bearbeiter der Geometrie zu nennen, weder 
von den Mathematikern, noch von den Philosophen, welche sich da- 
mit beschäftigten, gehoben. Es hatte dies seinen Grund wohl darin, 
dass der allgemeine Begriff mehrfach ausgedehnter Grössen, unter 
welchem die Raumgrössen enthalten sind, ganz unbearbeitet blieb. 
Ich habe mir daher zunächst die Aufgabe gestellt, den Begriff einer 
mehrfach ausgedehnten Grösse aus allgemeinen Grössenbegriffen zu 
construiren. Es wird daraus hervorgehen, dass eine mehrfach aus- 
gedehnte Grösse verschiedener Massverhältnisse fähig ist und der Raum 
also nur einen besonderen Fall einer dreifach ausgedehnten Grösse 
bildet. Hiervon aber ist eine nothwendige Folge, dass die Sätze der 


*) Diese Abhandlung ist am 10. Juni 1854 von dem Verfasser bei dem zum 
Zweck seiner Habilitation veranstalteten Colloquium mit der philosophischen 
Facultät zu Göttingen vorgelesen worden. Hieraus erklärt sich die Form der Dar- 
stellung, in welcher die analytischen Untersuchungen nur angedeutet werden 
konnten; einige Ausführungen derselben findet man in der Beantwortung der 
Pariser Preisaufgabe nebst den Anmerkungen zu derselben, 
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Geometrie sich nicht aus allgemeinen Grössenbegriffen ableiten lassen, 
sondern dass diejenigen Eigenschaften, durch welche sich der Raum 
von anderen denkbaren dreifach ausgedehnten Grössen unterscheidet, 
nur aus der Erfahrung entnommen werden können. Hieraus entsteht 
die Aufgabe, die einfachsten Thatsachen aufzusuchen, aus denen sich 
die Massverhältnisse des Raumes bestimmen lassen — eine Aufgabe, 
die der Natur der Sache nach nicht völlig bestimmt ist; denn es lassen 
sich mehrere .Systeme einfacher Thatsachen angeben, welche zur Be- 
stimmung der Massverhältnisse des Raumes hinreichen; am wichtigsten 
ist für den gegenwärtigen Zweck das von Euklid zu Grunde gelegte. 
Diese Thatsachen sind wie alle Thatsachen nicht nothwendig, sondern 
nur von empirischer Gewissheit, sie sind Hypothesen; man kann also 
ihre Wahrscheinlichkeit, welche innerhalb der Grenzen der Beobachtung 
allerdings sehr gross ist, untersuchen und hienach über die Zulässig- 
keit ihrer Ausdehnung jenseits der Grenzen der Beobachtung, sowohl 
nach der Seite des Unmessbargrossen, als nach der Seite des Un- 
messbarkleinen urtheilen. 


I. Begriff einer nfach ausgedehnten Grösse. 


Indem ich nun von diesen Aufgaben zunächst die erste, die Ent- 
wicklung des Begriffs mehrfach ausgedehnter Grössen, zu lösen ver- 
suche, glaube ich um so mehr auf eine nachsichtige Beurtheilung An- 
spruch machen zu dürfen, da ich in dergleichen Arbeiten philosophischer 
Natur, wo die Schwierigkeiten mehr in den Begriffen, als in der Con- 
struction liegen, wenig geübt bin und ich ausser einigen ganz kurzen 
Andeutungen, welche Herr Geheimer Hofrath Gauss in der zweiten 
Abhandlung über die biquadratischen Reste, in den Göttingenschen 
gelehrten Anzeigen und in seiner Jubiläumsschrift darüber gegeben 
hat, und einigen philosophischen Untersuchungen Herbart’s, durchaus 
keine Vorarbeiten benutzen konnte. - 


‘FE 


Grössenbegriffe sind nur da möglich, wo sich ein allgemeiner Be- 
griff vorfindet, der verschiedene Bestimmungsweisen zulässt. Je nach- 
dem unter diesen Bestimmungsweisen von einer zu einer andern ein 
stetiger Uebergang stattfindet oder nicht, bilden sie eine stetige oder 
diserete Mannigfaltigkeit; die einzelnen Bestimmungsweisen heissen im 
erstern Falle Punkte, im letztern Elemente dieser Mannigfaltigkeit. 
Begriffe, deren Bestimmungsweisen eine diserete Mannigfaltigkeit bil- 
den, sind so häufig, dass sich für beliebig gegebene Dinge wenigstens, 
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in den gebildeteren Sprachen immer ein Begriff auffinden lässt, unter 
welchem sie enthalten sind (und die Mathematiker konnten daher in 
der Lehre von den discreten Grössen unbedenklich von der Forderung 
ausgehen, gegebene Dinge als gleichartig zu betrachten), dagegen sind 
die Veranlassungen zur Bildung von Begriffen, deren Bestimmungs- 
weisen eine stetige Mannigfaltigkeit bilden, im gemeinen Leben so 
selten, dass die Orte der Sinnengegenstände und die Farben wohl die 
einzigen einfachen Begriffe sind, deren Bestimmungsweisen eine mehr- 
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit bilden. Häufigere Veranlassung zur 
Erzeugung und Ausbildung dieser Begriffe findet sich erst in der 
höhern Mathematik. 

Bestimmte, durch ein Merkmal oder eine Grenze unterschiedene 
Theile einer Mannigfaltigkeit heissen Quanta. Ihre Vergleichung der 
Quantität nach geschieht bei den discreten Grössen durch Zählung, bei 
den stetigen durch Messung. Das Messen besteht in einem Aufeinander- 
legen der zu vergleichenden Grössen; zum Messen wird also ein Mittel 
erfordert, die eine Grösse als Massstab für die andere fortzutragen. 
Fehlt dieses, so kann.man zwei Grössen nur vergleichen, wenn die 
eine ein Theil der andern ist, und auch dann nur das Mehr oder Min- 
der, nicht das Wieviel entscheiden. Die Untersuchungen, welche sich 
in diesem Falle über sie anstellen lassen, bilden einen allgemeinen von 
Massbestimmungen unabhängigen Theil der Grössenlehre, wo die Grössen 
nicht als unabhängig von der Lage existirend und nicht als durch eine 
Einheit ausdrückbar, sondern als Gebiete in einer Mannigfaltigkeit be- 
trachtet werden. Solche Untersuchungen sind für mehrere Theile der 
Mathematik, namentlich für die Behandlung der mehrwerthigen ana- 
Iytischen Funetionen ein Bedürfniss geworden, und der Mangel der- 
selben ist wohl eine Hauptursache, dass der berühmte Abel’sche Satz 
und die Leistungen von Lagrange, Pfaff, Jacobi für die allgemeine 
Theorie der Differentialgleichungen so lange unfruchtbar geblieben sind. 
Für den gegenwärtigen Zweck genügt es, aus diesem allgemeinen Theile 
der Lehre von den ausgedehnten Grössen, wo weiter nichts vorausgesetzt 
wird, als was in dem Begriffe derselben schon enthalten ist, zwei 
Punkte hervorzuheben, wovon der erste die Erzeugung des Begriffs 
einer mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, der zweite die Zurück- 
führung der Ortsbestimmungen in einer gegebenen Mannigfaltigkeit 
auf Quantitätsbestimmungen betrifft und das wesentliche Kennzeichen 
einer nfachen Ausdehnung deutlich machen wird. 
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2. 


Geht man bei einem Begriffe, dessen Bestimmungsweisen eine 
stetige Mannigfaltigkeit bilden, von einer Bestimmungsweise auf eine 
bestimmte Art zu einer andern über, so bilden die durchlaufenen Be- 
stimmungsweisen eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, deren 
wesentliches Kennzeichen ist, dass in ihr von einem Punkte nur nach 
zwei Seiten, vorwärts oder rückwärts, ein stetiger Fortgang möglich 
ist. Denkt man sich nun, dass diese Mannigfaltigkeit wieder in eine 
andere, völlig verschiedene, übergeht, und zwar wieder auf bestimmte 
Art, d.h. so, dass jeder Punkt in einen bestimmten Punkt der andern 
übergeht, so bilden sämmtliche so erhaltene Bestimmungsweisen eine 
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. In ähnlicher Weise erhält man 
eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, wenn man sich vorstellt, 
dass eine zweifach ausgedehnte in eine völlig verschiedene auf be- 
stimmte Art übergeht, und es ist leicht zu sehen, wie man diese Con- 
struction fortsetzen kann. Wenn man, anstatt den Begriff als be- 
stimmbar, seinen Gegenstand als veränderlich betrachtet, so kann diese 
Construction bezeichnet werden als eine Zusammensetzung einer Ver- 
änderlichkeit von » + 1 Dimensionen aus einer Veränderlichkeit von 
n Dimensionen und aus einer Veränderlichkeit von Einer Dimension. 


3. 


Ich werde nun zeigen, wie man umgekehrt eine Veränderlichkeit, 
deren Gebiet gegeben ist, in eine Veränderlichkeit von einer Dimension 
und eine Veränderlichkeit von weniger Dimensionen zerlegen kann. 
Zu diesem Ende denke man sich ein veränderliches Stück einer Mannig- 
faltigkeit von Einer Dimension — von einem festen Anfangspunkte an 
gerechnet, so dass die Werthe desselben unter einander vergleichbar 
sind — welches für jeden Punkt der gegebenen Mannigfaltigkeit einen 
bestimmten mit ihm stetig sich ändernden Werth hat, oder mit andern 
Worten, man nehme innerhalb der gegebenen Mannigfaltigkeit eine 
stetige Function des Orts an, und zwar eine solche Function, welche 
nicht längs eines Theils dieser Mannigfaltigkeit constant ist. Jedes 
System von Punkten, wo die Function einen constanten Werth hat, 
bildet dann eine stetige Mannigfaltigkeit von weniger Dimensionen, 
als die gegebene. Diese Mannigfaltigkeiten gehen bei Aenderung der 
Function stetig in einander über; man wird daher annehmen können, 
dass aus einer von ihnen die übrigen hervorgehen, und es wird dies, 
allgemein zu reden, so geschehen können, dass jeder Punkt in einen 
bestimmten Punkt der andern übergeht; die Ausnahmsfälle, deren 
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Untersuchung wichtig ist, können hier unberücksichtigt bleiben. Hier- 
durch wird die Ortsbestimmung in der gegebenen Mannigfaltigkeit zurück- 
geführt auf eine Grössenbestimmung und auf eine Ortsbestimmung in 
einer minderfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Es ist nun leicht zu 
zeigen, dass diese Mannigfaltigkeit n — 1 Dimensionen hat, wenn die 
gegebene Mannigfaltigkeit eine nfach ausgedehnte ist. Durch »malige 
Wiederholung dieses Verfahrens wird daher die Ortsbestimmung in 
einer nfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit auf n Grössenbestimmungen, 
und also die Ortsbestimmung in einer gegebenen Mannigfaltigkeit, 
wenn dieses möglich ist, auf eine endliche Anzahl von Quantitäts- 
bestimmungen zurückgeführt. Es giebt indess auch Mannigfaltigkeiten, 
in welchen die Ortsbestimmung nicht eine endliche Zahl, sondern ent- 
weder eine unendliche Reihe oder eine stetige Mannigfaltigkeit von 
Grössenbestimmungen erfordert. Solche Mannigfaltigkeiten bilden z. B. 
die möglichen Bestimmungen einer Function für ein gegebenes (Gebiet, 
die möglichen Gestalten einer räumlichen Figur u. s. w. 


II. Massverhältnisse, deren eine Mannigfaltigkeit von »Dimensionen 
fähig ist, unter der Voraussetzung, dass die Linien unabhängig 
von der Lage eine Länge besitzen, also jede Linie durch jede 
messbar ist. 


* 


Es folgt nun, nachdem der Begriff einer nfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit construirt und als wesentliches Kennzeichen derselben ge- 
funden worden ist, dass sich die Ortsbestimmung in derselben auf 
n Grössenbestimmungen zurückführen lässt, als zweiteder oben ge- 
stellten Aufgaben eine Untersuchung über die Massverhältnisse, deren 
eine solche Mannigfaltigkeit fähig ist, und über die Bedingungen, welche 
zur Bestimmung dieser Massverhältnisse hinreichen. Diese Massver- 
hältnisse lassen sich nur .in abstraeten Grössenbegriffen untersuchen 
und im Zusammenhange nur durch Formeln darstellen; unter gewissen 
Voraussetzungen kann man sie indess in Verhältnisse zerlegen, welche 
einzeln genommen einer geometrischen Darstellung fähig sind, und 
hiedurch wird es möglich, die. Resultate der Rechnung BERN 
auszudrücken. Es wird Ben; um festen Boden ‚zu gewinnen, zwar 
eine abstracte Untersuchung in Formeln nicht zu vermeiden sein, die 
Resultate derselben aber werden sich im geometrischen Gewande dar- 
stellen lassen. Zu Beidem sind die Grundlagen enthalten in der be- 
rühmten Abhandlung des Herrn Geheimen Hofraths Gauss über die 
krummen Flächen. 
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Massbestimmungen erfordern eine Unabhängigkeit der Grössen 
vom Ort, die in mehr als einer Weise stattfinden kann; die zunächst 
sich darbietende Annahme, welche ich hier verfolgen will, ist wohl 
die, dass die Länge der Linien unabhängig von der Lage sei, also 
jede Linie durch jede messbar sei. Wird die Ortsbestimmung auf 
Grössenbestimmungen zurückgeführt, also die Lage eines Punktes in 
der gegebenen nfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit durch » veränder- 
liche Grössen &,, &%,, &,, und so fort bis x, ausgedrückt, so wird die 
Bestimmung einer Linie darauf hinauskommen, dass die Grössen x als 
Funetionen Einer Veränderlichen gegeben werden. Die Aufgabe ist 
dann, für die Länge der Linien einen mathematischen Ausdruck auf- 
zustellen, zu welchem Zwecke die Grössen x als in Einheiten ausdrück- 
bar betrachtet werden müssen. Ich werde diese Aufgabe nur unter 
gewissen Beschränkungen behandeln und beschränke mich erstlich auf 
solche Linien, in welchen die Verhältnisse zwischen den Grössen dx 
— den zusammengehörigen Aenderungen der Grössen x — sich stetig 
ändern; man kann dann die Linien in Elemente zerlegt denken, inner- 
halb deren die Verhältnisse der Grössen dx als constant betrachtet 
werden dürfen, und die Aufgabe kommt dann darauf zurück, für jeden 
Punkt einen allgemeinen Ausdruck des von ihm ausgehenden Linien- 
elements ds aufzustellen, welcher also die Grössen x und die Grössen 
dx enthalten wird. Ich nehme nun zweitens an, dass die Länge des 
Linienelements, von Grössen zweiter Ordnung abgesehen, ungeändert 
bleibt, wenn sämmtliche Punkte desselben dieselbe unendlich kleine 
Örtsänderung erleiden, worin zugleich enthalten ist, dass, wenn sämmt- 
liche Grössen dx in demselben Verhältnisse wachsen, das Linienelement 
sich -ebenfalls in diesem Verhältnisse ändert. Unter diesen Annahmen 
wird das Linienelement eine beliebige homogene Function ersten Grades 
der Grössen dx sein können, welche ungeändert bleibt, wenn sümmt- 
liche Grössen dx ihr Zeichen ändern, und worin die willkürlichen 
Constanten stetige Funetionen der Grössen x sind. Um die einfachsten 
Fälle zu finden, suche ich zunächst einen Ausdruck für die n — 1fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, welche vom Anfangspunkte des Linien- 
elements überall gleich weit abstehen, d. h. ich suche eine stetige 
Function des Orts, welche sie von einander unterscheidet. Diese wird 
vom Anfangspunkt aus nach allen Seiten entweder ab- oder zunehmen 


müssen; ich will annehmen, dass sie nach allen Seiten zunimmt und 


also in dem Punkte ein Minimum hat. Es muss dann, wenn ihre 


ersten und zweiten Differentialquotienten endlich sind, das Differential 
En 
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erster Ordnung verschwinden und das zweiter Ordnung darf nie negativ 
werden; ich nehme an, dass es immer positiv bleibt. Dieser Differential- 
ausdruck zweiter Ordnung bleibt alsdann constant, wenn ds constant 
bleibt, und wächst im quadratischen Verhältnisse, wenn die Grössen 
dx und also auch ds sich sämmtlich in demselben Verhältnisse ändern; 
er ist also — const. ds? und folglich ist ds — der Quadratwurzel aus 
einer immer positiven ganzen homogenen Function zweiten Grades der 
Grössen dx, in welcher die Coefficienten stetige Functionen der Grössen 
x sind. Für den Raum wird, wenn man die Lage der Punkte durch 
also unter diesem einfachsten Falle enthalten. Der nächst einfache 
Fall würde wohl die Mannigfaltigkeiten umfassen, in welchen sich das 
Linienelement durch die vierte Wurzel aus einem Differentialausdrucke 
vierten Grades ausdrücken lässt. Die Untersuchung dieser allgemeinern 
Gattung würde zwar keine wesentlich andere Prineipien erfordern, aber 
ziemlich zeitraubend sein und verhältnissmässig auf die Lehre vom 
Raume wenig neues Licht werfen, zumal da sich die Resultate nicht 
seometrisch ausdrücken lassen; ich beschränke mich daher auf die 
Mannigfaltigkeiten, wo das Linienelement durch die Quadratwurzel aus 
einem Differentialausdruck zweiten Grades ausgedrückt wird. Man kann 
einen solehen Ausdruck in einen andern ähnlichen transformiren, in- 
dem man für die n unabhängigen Veränderlichen Functionen von n 
neuen unabhängigen Veränderlichen setzt. Auf diesem Wege wird 
man aber nicht jeden Ausdruck in jeden transformiren können; denn 


der Ausdruck enthält n et Coeffieienten, welche willkürliche Funetionen 


der unabhängigen Veränderlichen sind; durch Einführuag neuer Ver- 
inderlicher wird man aber nur » Relationen genügen und also nur % 
der Coefficienten gegebenen Grössen gleich machen können. Es sind 
n—1i 
2 
faltigkeit schon völlig bestimmt, und zur Bestimmung ihrer Massver- 
n—1 
5} 





dann die übrigen n durch die Natur der darzustellenden Mannig- 





hältnisse also » Functionen des Orts erforderlich. Die Mannig- 


faltigkeiten, in welchen sich, wie in der Ebene und im Raume, das 
Linienelement auf die Form Yzda? bringen lässt, bilden daher nur 
einen besondern Fall der hier zu untersuchenden Mannigfaltigkeiten; 
sie verdienen wohl einen besonderen Namen, und ich will also diese 
Mannigfaltigkeiten, in welchen sich das Quadrat des Linienelements 
auf die Summe der Quadrate von vollständigen Differentialien bringen. 
lässt, eben nennen. Um nun die wesentlichen Verschiedenheiten sämmt- 
licher in der vorausgesetzen Form darstellbarer Mannigfaltigkeiten über- 
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sehen zu können, ist es nöthig, die von der Darstellungsweise her- 
rührenden zu beseitigen, was durch Wahl der veränderlichen Grössen 
nach einem bestimmten Prineip erreicht wird. 


2. 


Zu diesem Ende denke man sich von einem beliebigen Punkte aus 
das System der von ihm ausgehenden kürzesten Linien construirt; die 
Lage eines unbestimmten Punktes wird dann bestimmt werden können 
durch die Anfangsrichtung der kürzesten Linie, in welcher er liegt, 
und durch seine Entfernung in derselben vom kimasgurkiä und kann 
daher durch die Verhältnisse der Grössen da’, d. h. der Grössen dx im 
Anfang dieser kürzesten Linie und durch die Länge s dieser Linie aus- 
gedrückt werden. Man führe nun statt d.«” solche aus ihnen gebildete 
lineäre Ausdrücke de ein, dass der Anfangswerth de Quadrats des Linien- 
elements gleich der Summe der Quadrate dieser Ausdrücke wird, so dass 
die unabhängigen Variabeln sind: die Grösse s und die Verhältnisse der 
Grössen d«; und setze schliesslich statt da solche ihnen proportionale 
Grössen &, , 3,5. +, %n, dass die Quadratsumme — s? wird. Führt man 
diese Grössen ein, so wird für unendlich kleine Werthe von # das 
Quadrat des Linienelements = &da?, das Glied der nächsten Ordnung in 
demselben aber gleich einem homogenen Ausdruck zweiten Grades der 
n ni Grössen (x, da, — 2, da,), (2, da, — x, da,), ..., also eine 
unendlich kleine Grösse von der vierten Dimension, so dass man eine 
endliche Grösse erhält, wenn man«sie durch das Quadrat des unendlich 
kleinen Dreiecks dividirt, in dessen Eckpunkten die Werthe der Ver-: 
änderlichen sind (0, 0,0, ...), (&, 2, %3, +), (da,, day, dxz, ER 
Diese Grösse behält es Werth, so lange die Grössen x und dw 
in denselben binären Linearformen enthalten sind, oder so lange die 
beiden kürzesten Linien von den Werthen 0 bis zu den Werthen « 
und von den Werthen O0 bis zu den Werthen dx in demselben Flächen- 
element bleiben, und hängt also nur von Ort und Richtung desselben 
ab. Sie wird offenbar = 0, wenn die dargestellte Mannigfaltigkeit, 
eben, d. h. das Quadrat des in lnseiile auf YZdx? reducirbar ist, 
und kann daher als das Mass der in diesem Punkte in dieser Flächen- 
richtung stattfindenden Abweichung der Mannigfaltigkeit von der Eben- 
heit angesehen werden. Multiplieirt mit — } wird sie der (Grösse 
gleich, welche Herr Geheimer Hofrath RR das Krümmungsmass 
einer Fläche genannt hat. "Zur Bestimmung der Massverhältnisse einer 
nfach ausgedehnten in der en Form darstellbaren Mannig- 


faltigkeit wurden vorhin " — 1 Functionen des Orts nöthig gefunden; - 
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wei also das Krümmungsmass in jedem Punkte in n —, 
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Flächen- 
richtungen gegeben wird, so werden daraus die Massverhältnisse der 
Mannigfaltigkeit sich bestimmen lassen, wofern nur zwischen diesen 
Werthen keine identischen Relationen stattfinden, was in der That, 
allgemein zu reden, nicht der Fall ist. Die Massverhältnisse dieser 
Mannigfaltigkeiten, wo das Linienelement durch die Quadratwurzel aus 
einem Differentialausdruck zweiten Grades dargestellt wird, lassen sich 
so auf eine von der Wahl der veränderlichen Grössen völlig unab- 
hängige Weise ausdrücken. Ein ganz ähnlicher Weg lässt sich zu 
diesem Ziele auch bei den Mannigfaltigkeiten einschlagen, in welchen 
das Linienelement durch einen weniger einfachen Ausdruck, z. B. durch 
die vierte Wurzel aus einem Differentialausdruck vierten Grades, aus- 
gedrückt wird. Es würde sich dann das Linienelement, allgemein zu 
reden, nicht mehr auf die Form der Quadratwurzel aus einer Quadrat- 
summe von Differentialausdrücken bringen lassen und also in dem 
Ausdrucke für das Quadrat des Linienelements die Abweichung von 
der Ebenheit eine unendlich kleine Grösse von. der zweiten Dimension 
sein, während sie bei jenen Mannigfaltigkeiten eine unendlich kleine 
Grösse von der vierten Dimension war. Diese Eigenthümlichkeit der 
letztern Mannigfaltigkeiten kann daher wohl Ebenheit in den kleinsten 
Theilen genannt werden. Die für den jetzigen Zweck wichtigste Eigen- 
thümlichkeit dieser Mannigfaltigkeiten, derentwegen sie hier allein 
untersucht worden sind, ist aber die, dass sich die Verhältnisse der 
zweifach ausgedehnten geometrisch durch Flächen darstellen und die 
der mehrfach ausgedehnten auf die der in ihnen enthaltenen Flächen 
zurückführen lassen, was jetzt noch einer kurzen Erörterung bedarf. 


+ 


3. 


In die Auffassung der Flächen mischt sich neben den inneren 
Massverhältnissen, bei welchen nur die Länge der Wege in ihnen in 
Betracht kommt, immer auch ihre Lage zu ausser ihnen gelegenen 
Punkten. Man kann aber von den äussern Verhältnissen abstrahiren, 
indem man sofche Veränderungen mit ihnen vornimmt, bei denen die 
Länge der Linien in ihnen ungeändert bleibt, d. h. sie sich beliebig 
— ohne Dehnung — gebogen denkt, und alle so auseinander ent- 
stehenden Flächen als gleichartig betrachtet. Es gelten also z. B. be- 
liebige eylindrische oder conische Flächen einer Ebene gleich, weil sie 
sich durch blosse Biegung aus ihr bilden lassen, wobei die innern 
Massverhältnisse bleiben, und sämmtliche Sätze über dieselben — also 
die ganze Planimetrie — ihre Gültigkeit behalten; dagegen gelten sie 
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als wesentlich verschieden von der Kugel, welche sich nicht ohne 
Dehnung in eine Ebene verwandeln lässt. Nach der vorigen Unter- 
suchung werden in jedem Punkte die innern Massverhältnisse einer 
zweifach ausgedehnten Grösse, wenn sich das Linienelement durch die 
Quadratwurzel aus einem Differentialausdruck zweiten Grades ausdrücken 
lässt, wie dies bei den Flächen der Fall ist, charakterisirt durch das 
Krümmungsmass. Dieser Grösse lässt sich nun bei den Flächen die 
anschauliche Bedeutung geben, dass sie das Product aus den beiden 
Krümmungen der Fläche in diesem Punkte ist, oder auch, dass das 
Product derselben in ein unendlieh kleines aus kürzesten Linien ge- 
bildetes Dreieck gleich ist dem halben Ueberschusse seiner Winkel- 
summe über zwei Rechte in Theilen des Halbmessers. Die erste De- 
fnition würde den Satz voraussetzen, dass das Product der beiden 
Krümmungshalbmesser bei der blossen Biegung einer Fläche ungeändert 
bleibt, die zweite, dass an demselben Orte der Ueberschuss der Winkel- 
summe eines unendlich kleinen Dreiecks über zwei Rechte seinem In- 
halte proportional ist. Um dem Krümmungsmass einer nfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit in einem gegebenen Punkte und einer ge- 
gebenen durch ihn gelegten Flächenrichtung eine greifbare Bedeutung 
zu geben, muss man davon ausgehen, dass eine von einem Punkte 
ausgehende kürzeste Linie völlig bestimmt ist, wenn ihre Anfangs- 
richtung gegeben ist. Hienach wird man. eine bestimmte Fläche er- 
halten, wenn man sämmtliche von dem gegebenen Punkte ausgehenden 
und in dem gegebenen Flächenelement liegenden Anfangsrichtungen 
zu kürzesten Linien verlängert, und diese Fläche hat in dem gegebenen 
Punkte ein bestimmtes Krümmungsmass, welches zugleich das Krüm- 
mungsmass der nfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit in dem gegebenen 
Punkte und der gegebenen Flächenrichtung ist. 


* 


4. 


Es sind nun noch, ehe die Anwendung auf den Raum gemacht 
wird, einige Betrachtungen über die ebenen Mannigfaltigkeiten im All- 
gemeinen nöthig, d. h. über diejenigen, in welchen das Quadrat des 
Linienelements durch eine Quadratsumme vollständiger Differentialien 
darstellbar ist. 

In einer ebenen nfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ist das 
Krümmungsmass in jedem Punkte in jeder Richtung Null; es reicht 
aber nach der frühern Untersuchung, um die Massverhältnisse zu be- 


E f : BR. . n — 1 me 
stimmen, hin zu wissen, dass es in jedem Punkte in n —5— Flächen- 


richtungen, deren Krümmungsmasse von einander unabhängig sind, 
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Null sei. Die Mannigfaltigkeiten, deren Krümmungsmass überall = 0 
ist, lassen sich betrachten als ein besonderer Fall derjenigen Mannig- 
faltigkeiten, deren Krümmungsmass allenthalben constant ist. Der 
gemeinsame Charakter dieser Mannigfaltigkeiten, deren Krümmungs- 
mass constant ist, kann auch so ausgedrückt werden, dass sich die 
Figuren in ihnen ohne Dehnung bewegen lassen. Denn offenbar wür- 
den die Figuren in ihnen nicht beliebig verschiebbar und drehbar sein 
können, wenn nicht in jedem Punkte in allen Richtungen das Krüm- 
mungsmass dasselbe wäre. Andererseits aber sind durch das Krüm- 
mungsmass die Massverhältnisse der Mannigfaltigkeit vollständig be- 
stimmt; es sind daher um einen Punkt nach allen Richtungen die 
Massverhältnisse genau dieselben, wie um einen andern, und also von 
ihm aus dieselben Constructionen ausführbar, und folglich kann in den 
Mannigfaltigkeiten mit constantem Krümmungsmass den Figuren jede 
beliebige Lage gegeben werden. Die Massverhältnisse dieser Mannig- 
faltigkeiten hängen nur von dem Werthe des Krümmungsmasses ab, 
und in Bezug auf die analytische Darstellung mag bemerkt werden, 
dass, wenn man diesen Werth durch « bezeichnet, dem Ausdruck für 
das Linienelement die Form 


1 FEAR de 
re 
1 + y 3x? 


gegeben werden kann. 


5. 


Zur geometrischen Erläuterung kann die Betrachtung der Flächen 
mit constantem Krümmungsmass dienen. Es ist leicht zu sehen, dass 
sich die Flächen, deren Krümmungsmass positiv ist, immer auf eine 
Kugel, deren Radius gleich 1 dividirt durch die Wurzel aus dem 
Krümmungsmass ist, wickeln lassen werden; um aber die ganze Mannig- 
faltigkeit dieser Flächen zu übersehen, gebe man einer derselben die 
Gestalt einer Kugel und den übrigen die Gestalt von Umdrehungs- 
flächen, welche sie im Aequator berühren. Die Flächen mit grösserem 
Krümmungsmass, als diese Kugel, werden dann die Kugel von innen 
berühren und eine Gestalt annehmen, wie der äussere der Axe ab- 
gewandte Theil der Oberfläche eines Ringes; sie würden sich auf Zonen 
von Kugeln mit kleinerem Halbmesser wickeln lassen, aber mehr als 
einmal herumreichen. Die Flächen mit kleinerem positiven Krümmungs- 
mass wird man erhalten, wehn man aus Kugelflächen mit grösserem 
Radius ein von zwei grössten Halbkreisen begrenztes Stück ausschneidet 
und die Schnittlinien zusammenfügt. Die Fläche mit dem Krümmungs- 
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mass Null wird eine auf dem Aequator stehende Cylinderfläche sein; 
die Flächen mit negativem Krümmungsmass aber werden diesen Oylin- 
der von aussen berühren und wie der innere der Axe zugewandte Theil 
der Oberfläche eines Ringes geformt sein. Denkt man sich diese 
Flächen als Ort für in ihnen bewegliche Flächenstücke, wie den Raum 
als Ort für Körper, so sind in allen diesen Flächen die Flächenstücke 
ohne Dehnung beweglich. Die Flächen mit positivem Krümmungsmass 
lassen sich stets so formen, dass die Flächenstücke auch ohne Biegung 
beliebig bewegt werden können, nämlich zu Kugelflächen, die mit ne- 
gativem aber nicht. Ausser dieser Unabhängigkeit der Flächenstücke 
vom Ort findet bei der Fläche mit dem Krümmungsmass Null auch 
eine Unabhängigkeit der Richtung vom Ort statt, welche bei den 
übrigen Flächen nicht stattfindet. 


III. Anwendung auf den Raum. 
E. 


Nach diesen Untersuchungen über die Bestimmung der Massver- 
hältnisse einer nfach ausgedehnten Grösse lassen sich nun die Bedin- 
gungen angeben, welche zur Bestimmung der Massverhältnisse des- 
Raumes hinreichend und nothwendig sind, wenn Unabhängigkeit der 
Linien von der Lage und Darstellbarkeit des Linienelements durch die 
Quadratwurzel aus einem Differentialausdrucke zweiten Grades, also 
Ebenheit in den kleinsten Theilen vorausgesetzt wird. 

Sie lassen sich erstens so ausdrücken, dass das Krümmungsmass 
in jedem Punkte in drei Flächenrichtungen = 0 ist, und es sind da- 
her die Massverhältnisse des Raumes bestimmt, wenn die Winkel- 
summe im Dreieck allenthalben gleich zwei Rechten ist. 

Setzt man aber zweitens, wie Euklid, nicht bloss eine von der 
Lage unabhängige Existenz der Linien, sondern auch der Körper 
voraus, so folgt, dass das Krümmungsmass allenthalben constant ist, 
und es ist dann in allen Dreiecken die Winkelsumme bestimmt, wenn 
sie in Einem bestimmt ist. 

Endlich könnte man drittens, anstatt die Länge der Linien als 
unabhängig von Ort und Richtung anzunehmen, auch eine Unab- 
hängigkeit ihrer Länge und Richtung vom Ort voraussetzen. Nach 
dieser Auffassung sind die Ortsänderungen oder Ortsverschiedenheiten 


complexe in drei unabhängige Einheiten ausdrückbare Grössen. 


2. 
Im Laufe der bisherigen Betrachtungen wurden zunächst die Aus- 
dehnungs- oder Gebietsverhältnisse von den Massverhältnissen geson- 
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dert, und gefunden, dass bei denselben Ausdehnungsverhältnissen ver- 
schiedene Massverhältnisse denkbar sind; es wurden dann die Systeme 
einfacher Massbestimmungen aufgesucht, durch welche die Massver- 
hältnisse des Raumes völlig bestimmt sind und von welchen alle Sätze 
über dieselben eine nothwgndige Folge sind; es bleibt nun die Frage 
zu erörtern, wie, in welchem Grade und in welchem Umfange diese 
Voraussetzungen durch die Erfahrung verbürgt werden. In dieser Be- 
ziehung findet zwischen den blossen Ausdehnungsverhältnissen und den 
Massverhältnissen eine wesentliche Verschiedenheit statt, insofern bei 
erstern, wo die möglichen Fälle eine discrete Mannigfaltigkeit bilden, 
die Aussagen der Erfahrung zwar nie völlig gewiss, aber nicht un- 
genau sind, während bei letztern, wo die möglichen Fälle eine stetige 
Mannigfaltigkeit bilden, jede Bestimmung aus der Erfahrung immer 
ungenau bleibt — es mag die Wahrscheinlichkeit, dass sie nahe richtig 
ist, noch so gross sein. Dieser Umstand wird wichtig bei der Aus- 
dehnung dieser empirischen Bestimmungen über die Grenzen der Beob- 
achtung in’s Unmessbargrosse und Unmessbarkleine; denn die letztern 
können offenbar jenseits der Grenzen der Beobachtung immer unge- 
nauer werden, die ersteren aber nicht. 

| Bei der Ausdehnung der Raumconstructionen in’s Unmessbargrosse 
ist Unbegrenztheit und Unendlichkeit zu scheiden; jene gehört zu den 
Ausdehnungsverhältnissen, diese zu den Massverhältnissen. Dass der 
Raum eine unbegrenzte dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit sei, ist 
eine Voraussetzung, welche bei jeder Auffassung der Aussenwelt an- 
gewandt wird, nach welcher in jedem Augenblicke das Gebiet der 
wirklichen Wahrnehmungen ergänzt und die möglichen Orte eines ge- 
suchten Gegenstandes construirt werden und welche sich bei diesen 
Anwendungen fortwährend bestätigt. Die Unbegrenztheit des Raumes 
besitzt daher eine grössere empirische Gewissheit, als irgend eine 
äussere Erfahrung. Hieraus folgt aber die Unendlichkeit keineswegs; 
vielmehr würde der Raum, wenn man Unabhängigkeit der Körper vom 
Ort voraussetzt, ihm also ein constantes Krümmungsmass zuschreibt, 
nothwendig endlich sein, so bald dieses Krümmungsmass einen noch 
so kleinen positiven Werth hätte. Man würde, wenn man die in einem 
Flächenelement liegenden Anfangsrichtungen zu kürzesten Linien ver- 
längert, eine unbegrenzte Fläche mit constantem positiven Krümmungs- 
mass, also eine Fläche erhalten, welche in einer ebenen dreifach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit die Gestalt einer Kugelflüäche annehmen 
würde und welche folglich endlich ist. 


a 
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3. 


Die Fragen über das Unmessbargrosse sind für die Naturerklärung 
müssige Fragen. Anders verhält es sich aber mit den Fragen über 
das Unmessbarkleine. Auf der Genauigkeit, mit welcher wir die Er- 
scheinungen in’s Unendlichkleine verfolgen, beruht wesentlich die Er- 
kenntniss ihres Causalzusargmenhangs. Die Fortschritte der letzten 
Jahrhunderte in der Erkenntniss der mechanischen Natur sind fast 
allein bedingt durch die Genauigkeit der Construction, welehe durch 
die Erfindung der Analysis des Unendlichen und die von Archimed, 
Galliläi und Newton aufgefundenen einfachen Grundbegriffe, deren 
sich die heutige Physik bedient, möglich geworden ist. In den Natur- 
wissenschaften aber, wo die einfachen Grundbegriffe zu solchen Con- 
structionen bis jetzt fehlen, verfolgt man, um den Causalzusammen- 
hang zu erkennen, die Erscheinungen in’s räumlich Kleine, so weit es 
das Mikroskop nur gestattet. Die Fragen über die Massverhältnisse 
des Raumes im Unmessbarkleinen gehören also nicht zu den müssigen. 

Setzt man voraus, dass die Körper unabhängig vom Ort existiren, 
so ist das Krümmungsmass überall constant, und es folgt dann aus 
den astronomischen Messungen, dass es nicht von Null verschieden 
sein kann; jedenfalls müsste sein reeiprocer Werth eine Fläche sein, 
gegen welche das unsern Teleskopen zugängliche Gebiet verschwinden 
müsste. Wenn aber eine solche Unabhängigkeit der Körper vom Ort 
nicht stattfindet, so kann man aus den Massverhältnissen im Grossen 
nicht auf die im Unendlichkleinen schliessen; es kann dann in jedem 
Punkte das Krümmungsmass in drei Richtungen einen beliebigen Werth 
haben, wenn nur die ganze Krümmung jedes messbaren Raumtheils 
nicht merklich von Null verschieden ist; noch complicirtere Verhält- 
nisse können. eintreten, wenn die vorausgesetzte Darstellbarkeit eines 
Linienelements durch die Quadratwurzel aus einem Differentialausdruck 
zweiten Grades nicht stattfindet. Nun scheinen aber die empirischen 
Begriffe, in welchen die räumlichen Massbestimmungen gegründet sind, 
der Begriff des festen Körpers und des Lichtstrahls, im Unendlich- 
kleinen ihre Gültigkeit zu verlieren; es ist also sehr wohl denkbar, 
dass die Massverhältnisse des Raumes im Unendlichkleinen den Vor- 
aussetzungen der Geometrie nicht gemäss sind, und dies würde man 
in der That annehmen müssen, sobald sich dadurch die Erscheinungen 
auf einfachere Weise erklären liessen. 

Die Frage über die Gültigkeit der Voraussetzungen der Geometrie 
im Unendlichkleinen hängt zusammen mit der Frage nach dem innern 
Grunde der Massverhältnisse des Raumes. Bei dieser Frage, welche 
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wohl noch zur Lehre vom Raume gerechnet werden darf, kommt die 
obige Bemerkung zur Anwendung, dass bei einer discreten Mannig- 
faltigkeit das Prineip der Massverhältnisse schon in dem Begriffe 
dieser Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders 
woher hinzukommen muss. Es muss also entweder das dem Raume 
zu Grunde liegende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden, 
oder der Grund der Massverhältnisse ausserhalb, in darauf wirkenden 
bindenden Kräften, gesucht werden. 

Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden werden, indem 
man von der bisherigen durch die Erfahrung bewährten Auffassung 
der Erscheinungen, wozu Newton den Grund gelegt, ausgeht und 
diese durch Thatsachen, die sich aus ihr nicht erklären lassen, ge- 
trieben allmählich umarbeitet; solehe Untersuchungen, welche, wie die 
hier geführte, von allgemeinen Begriffen ausgehen, können nur dazu 
dienen, dass diese Arbeit nicht durch die Beschränktheit der Begriffe 
gehindert und der Fortschritt im Erkennen des Zusammenhangs der 
Dinge nieht durch überlieferte Vorurtheile gehemmt wird. 

Es führt dies hinüber in das Gebiet einer andern Wissenschaft, 
in das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur der heutigen Ver- 
anlassung nicht zu betreten erlaubt. 
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*) Art. I. bildet zugleich die Vorarbeit für Beiträge zur analysis situs. 
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ist*), unter der Voraussetzung, dass die Linien unabhängig von der 
Lage eine Länge besitzen, also jede Linie durch jede messbar ist. 


871: 


= 


$. 2. 
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Br 


Ausdruck des Linienelements. Als eben werden solche Mannigfaltig- 
keiten betrachtet, in denen das Linienelement durch die Wurzel aus 
einer Quadratsumme vollständiger Differentialien ausdrückbar ist 
Untersuchung der nfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, in welchen 
das Linienelement durch die Quadratwurzel aus einem Differentialaus- 
druck zweiten Grades dargestellt werden kann. Mass ihrer Abwei- 
chung von der Ebenheit (Krümmungsmass) in einem gegebenen Punkte 
und einer gegebenen Flächenrichtung. Zur Bestimmung ihrer Mass- 
verhältnisse ist es (unter gewissen Beschränkungen) zulässig und 
hinreichend, dass das Krümmungsmass in jedem Punkte in n en 
Flächenrichtungen beliebig gegeben wird . 

Geometrische Erläuterung 

Die ebenen Mannigfaltigkeiten lin derer das N altenie 
halben = 0 ist) lassen sich betrachten als einen besondern Fall der 
Mannigfaltigkeiten mit constantem Krümmungsmass. Diese können 
auch dadurch definirt werden, dass in ihnen Unabhängigkeit der nfach 
ausgedehnten Grössen vom Ort (Bewegbarkeit derselben ohne Dehnung) 
stattfindet ee 

Flächen mit sohirlerken Krömmungemass 
Anwendung auf den Raum. 

Systeme von Thatsachen, welche zur EEE . ST ERRRROLFTRRTRR 
des Raumes, wie die Geometrie sie voraussetzt, hinreichen 


$. 2. In wie weit ist die Gültigkeit dieser empirischen Bestimmungen wahr- 


scheinlich jenseits der Grenzen der Beobachtung im Unmessbargrossen ? 


$. 3. In wie weit im Unendlichkleinen? Zusammenhang dieser Frage mit 


der Naturerklärung 
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*) Die Untersuchung über die möglichen Massbestimmungen einer nfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit ist sehr unvollständig, indess für den gegenwärtigen 
Zweck wohl ausreichend. 





**) Der $. 3. des Art. III. bedarf noch einer Umarbeitung und weitern Ausführung. 


XIV. 


Ein Beitrag zur Elektrodynamik. 


(Aus Poggendorff’s Annalen der Physik und Chemie, Bd. CXXXI.) 


Der Königlichen Societät erlaube ich mir eine Bemerkung mit- 
zutheilen, welche die Theorie der Elektrieität und des Magnetismus 
mit der des Lichts und der strahlenden Wärme in einen nahen Zu- 
sammenhang bringt. Ich habe gefunden, dass die elektrodynamischen 
Wirkungen galvanischer Ströme sich erklären lassen ‚ wenn man an- 
nimmt, dass die Wirkung einer elektrischen Masse auf die übrigen 
nicht momentan geschieht, sondern sich mit einer eonstanten (der Licht- 
geschwindigkeit innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler gleichen) 
Geschwindigkeit zu ihnen fortpflanzt. Die Differentialgleichung für die 
Fortpflanzung der elektrischen Kraft wird bei dieser Annahme dieselbe, 
wie die für die Fortpflanzung des Lichts und der strahlenden Wärme, ' 

Es seien $ und S’ zwei von constanten galvanischen Strömen 
durchflossene und gegen einander nicht bewegte Leiter, & sei ein 
elektrisches Massentheilchen im Leiter 5, welches sich zur Zeit t im 
Punkte (x, y, 2) befinde, # ein elektrisches Massentheilchen von 8° 
und befinde sich zur Zeit t im Punkte («', y, ). Ueber die Bewegung 
der elektrischen Massentheilchen, welche in jedem Leitertheilchen für 
die positiv und negativ elektrischen entgegengesetzt ist, mache ich die 
Voraussetzung, dass sie in jedem Augenblicke so vertheilt sind, dass 
die Summen 

Zefla,y, 2), Zefa, y, 2‘) 
über sämmtliche Massentheilchen der Leiter ausgedehnt gegen dieselben 
Summen, wenn sie nur über die positiv elektrischen oder nur über 
die negativ elektrischen Massentheilchen ausgedehnt werden, vernach- 
lässigt werden dürfen, sobald die Function f und ihre Differential- 
quotienten stetig sind. 

Diese Voraussetzung kann auf sehr mannigfaltige Weise erfüllt 
werden. Nimmt man z.B. an, dass die.Leiter in den kleinsten Theilen 
krystallinisch sind, so dass sich dieselbe relative Vertheilung der 
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Elektrieitäten in bestimmten gegen die Dimensionen der Leiter unend- 
lich kleinen Abständen periodisch wiederholt, so sind, wenn ß die 
Länge einer solchen Periode bezeichnet, jene Summen unendlich klein, 


wie cß”, wenn f und ihre Derivirten bis zur (n — 1)ten Ordnung stetig 


sind, und unendlich klein wie e ?, wenn sie sümmtlich stetig sind. 


” 
Erfahrungsmässiges Gesetz der elektrodynamischen Wirkungen. 


Sind die speeifischen Stromintensitäten nach mechanischem Mass 
zur Zeit t im Punkte (x, y, 2) parallel den drei Axen u, v, w, und 
im Punkte (#, y', 2’) w, v’, w‘, und bezeichnet r die Entfernung beider 
Punkte, ce die von Kohlrausch und Weber bestimmte Constante, so 
ist der Erfahrung nach das Potential der von S auf $’ ausgeübten 


Kräfte 
Er Sf uw + ® + ww dsas‘, 





cc 


dieses Integral über sämmtliche Elemente dS und dS’ der Leiter S 
und S’ ausgedehnt. Führt man statt der speeifischen Stromintensitäten 
die Producte aus den Geschwindigkeiten in die specifischen Dichtig- 
keiten und dann für die Produete aus diesen in die Volumelemente die 
in ihnen enthaltenen Massen ein, so geht dieser Ausdruck über in 
ee 1 dd’ (r?) 

ce r dtdt 





& 


wenn die Aenderung von r” während der Zeit dt, welche von der Be- 
wegung von &-herrührt, durch d, und die von der Bewegung von # 
herrührende durch d’ bezeichnet wird. 

Dieser Ausdruck kann durch Hinwegnahme von 


ee 1 dr?) 
er | 
dt 


welches dureh die Summirung nach & verschwindet, in 


ee 
syn) 





und dieses wieder durch Addition von 
gE. a(*) 
Bee 
ce dt e 


de. 
welches durch die Summation nach & Null wird, in 
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Fr ad (*) 
ie rer 


verwandelt werden. 


Ableitung dieses Gesetzes aus der neuen Theorie. 


Nach der bisherigen Annahme über die elektrostatische Wirkung 
wird die Potentialfunetion U beliebig vertlieilter elektrischer Massen, 
wenn g ihre Dichtigkeit im Punkte (x, y, 2) bezeichnet, durch die 
Bedingung 

U MU &U 
de teten tet, 
und durch die Bedingung, dass U stetig und in unendlicher Entfernung 
von wirkenden Massen constant sei, bestimmt. Ein particulares Inte- 
gral der Gleichung 
U U 2U 
Zt dy® +77, 
welches überall ausser dem Punkte (a’, y, 2’) stetig bleibt, ist 


f(t) 


r 


und diese Function bildet die vom Punkte (a, y, 2‘) aus erzeugte 
Potentialfunction, wenn sich in demselben zur Zeit t die Masse — ft 
befindet. 
Statt dessen nehme ich nun an, dass die Potentialfunetion U durch 
die Bedingung 
BE U BED 
bestimmt wird, so dass die vom Punkte (4, y, 2’) aus erzeugte Po- 
tentialfunetion, wenn sich in demselben zur Zeit t die Masse — f(t) 


befindet, R 
Me) 


oU 


+3 











d 


wird. 
Bezeichnet man die Coordinaten der Masse & zur Zeit t durch 
&, Yı, 2, und die der Masse & zur Zeit ? durch &,, %,, #, und setzt 
zur Abkürzung 
Pen | y 
L ‚\2 Ar ee 
(a UP EI Ye) ha 2r)?) an) Fit,t), 


& a ER Pe 
so wird nach dieser Annahme das Potential von &e auf & zur Zeit / 


a = ee Ft — — i ı) ö 
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Das Potential der von sämmtlichen Massen & des Leiters 5 auf 
die Massen € des Leiters S’ von der Zeit O bis zur Zeit £ ausgeübten 
Kräfte wird daher 


rs - (zer - —, r)dr, 
v 


die Summen über sämmtliche Massen beider Leiter ausgedehnt. 

Da die Bewegung für entgegengesetzt elektrische Massen in jedem 
Leitertheilchen entgegengesetzt ist, so erlangt die Function Ft, f) 
durch die Derivation nach t die Eigenschaft, mit e, und durch die 
Derivation nach ? die Eigenschaft, mit & ihr Zeichen zu ändern. Bei 
der vorausgesetzten Vertheilung der Elektrieitäten wird daher, wenn 
ınan die Derivationen nach t durch obere und nach ?' durch untere 


Accente bezeichnet, 2Xee' F“ (r, r), über sämmtliche elektrische Massen 


ausgedehnt, nur dann nicht unendlich klein gegen die über die elektri- 
schen Massen einer Art erstreckte Summe, wenn » und » beide un- 
gerade sind. 

Man nehme nun an, dass die elektrischen Massen während der 
Fortpflanzungszeit der Kraft von einem Leiter zum anderen nur einen 
sehr kleinen Weg zurücklegen, und betrachte die Wirkung während 
eines Zeitraums, gegen welchen die Fortpflanzungszeit verschwindet. 
In dem Ausdrucke von P kann man dann zunächst 


En] 


7 


durch 
& 


F(7 — —, r) — Flı,)= Be o,r)do 
v 


ersetzen, da ZL2ee'F(r,r) vernachlässigt werden darf. Man erhält 
dadurch 


& 


t 7 
ie) 22er (eo, r)do, 
v VÖ e 


oder wenn man die Ordnung der Integrationen umkehrt und +0 
für 7 setzt, 


r 
@ t-0 


P= zer (do (def, t-+ 0). 
v0 ve 


Verwandelt man die Grenzen des innern Integrals in O und t, so 
wird dadurch an der obern Grenze der Ausdruck 


RıEMANnN’s gesammelte mathematische Werke, I, 18 
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«@ 0 > 
MO—zxer | do | deF(t+r,t-+r-+ 0) 
v —tT 


hinzugefügt, und an der untern Grenze der Werth dieses Ausdrucks 
für = (0) hinweggenommen. Man hat also 


e 


A fr«, t+ 0) — H(t) + H(0). 


In diesem Ausdruck kann man I (t, + 6) durch F(t,r + 6)—F(t,r) 
ersetzen, da 


PP 77 ” F*(t, rt) 
vernachlässigt werden darf. Man erhält dadurch als Factor von se 
einen Ausdruck, der sowohl mit & als mit « sein Zeichen ändert, so 
dass sich bei den Summationen die Glieder nicht gegen einander auf- 


heben, und unendlich kleine Bruchtheile der einzelnen Glieder vernach- 
lässigt werden dürfen. Es ergiebt sich daher, indem man 


ve(‘) 


Ft,r-+ 0) — F’(t, r) durch 6 — Idr 


ersetzt und die Integration nach © ausführt, bis auf einen zu ver- 
nachlässigenden Bruchtheil 

z{ 

war 


nn, Yr 
Meg - [22 20a drde anal. 


H 


Es ist leicht zu sehen, dass H(t) und H(0) vernachlässigt werden 


dürfen; denn es ist 
1 „fi ei 
- ee 
FETTE FAT are 


folglich: 
ee, 


HA) = ZEe: ( ET IE T aTaare 


Hierin aber ist nur das erste Glied des Factors von &e mit dem 
Factor in dem ersten Bestandtheile von P von gleicher Ordnung, und 
dieses liefert wegen der Summation nach # nur einen zu vernach- 
lässigenden Bruchtheil desselben. 

Der Werth von P, welcher sich aus unserer Theorie ergiebt, 
stimmt mit dem erfahrungsmässigen 





ern 
ja 
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. rr er .) 
P= | 22. — ———dı 
ce drdr 


vV 
überein, wenn man «« = 4cc annimmt. 


Nach der Bestimmung von Weber und Kohlrausch ist 
Millimeter 


c = 439450 . 10° Tee 


Secunde 
woraus sich @ zu 41949 geographischen Meilen in der Secunde ergiebt, 
während für die Lichtgeschwindigkeit von Busch aus Bradley’s 
Aberrationsbeobachtungen 41994 Meilen, und von Fizeau durch direete 
Messung 41882 Meilen gefunden worden sind. 


Dieser Aufsatz wurde von Riemann der Königl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen am 10. Februar 1858 überreicht, wie aus einer dem Titel 
des Manuscriptes binzugefügten Bemerkung des damaligen Secretärs der Gesell- 
schaft hervorgeht, später aber wieder zurückgezogen. Nachdem der Aufsatz nach 
Riemann’s Tode veröffentlicht worden war, wurde er durch Clausius (Poggen- 
dorffs Annalen Bd. CXXXV p. 606) einer Kritik unterworfen, deren wesentlichster 
Einwand in Folgendem besteht: 


Nach den Voraussetzungen hat die Summe: 


t 
P=— (zzeer(e- 2, r)dr 
0 


einen verschwindend kleinen Werth. Die Operation, vermöge deren später für die- 
selbe ein nicht verschwindend kleiner Werth gefunden wird, muss daher einen 
Irrthum enthalten, den Clausius in der Ausführung einer unberechtigten Um- 
kehrung der Integrationsfolge findet. . 

Der Einwand scheint mir begründet und ich bin mit Clausius der Meinung, 
dass Riemann sich denselben selbst gemacht und desshalb die Arbeit vor der 
Publication zurückgezogen hat. 

Obwohl damit der wesentlichste Inhalt der Riemann’schen Deduction dahin- 
fallen würde, habe ich mich doch zur Aufnahme dieses Aufsatzes in die vorliegende 
Sammlung entschlossen, weil ich nicht zu entscheiden wagte, ob er nicht doch 
noch Keime zu weiteren fruchtbaren Gedanken über diese höchst interessante 
Frage enthält. «W. 
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XV, 


Beweis des Satzes, dass eine einwerthige mehr als 2» fach 
periodische Funetion von » Veränderlichen unmöglich ist.*) 


(Aus Borchardt’s Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd. 71.) 


... Den Beweis des Satzes, auf welchen Sie neulich die Unterhal- 
tung lenkten, dass eine einwerthige mehr als 2rfach periodische Function 
von n Veränderlichen unmöglich ist, habe ich im Gespräch wohl nicht 
ganz klar ausgedrückt, auch nur die Grundgedanken angegeben; ich 
theile ihn Ihnen daher hier noch einmal mit. 

Es sei f eine 2nfach periodische Funetion von » Veränderlichen 
&, #9, ...,%n und — ich darf wohl meine Ihnen bekannten Benen- 
nungen gebrauchen — der Periodieitätsmodul von x, für die ute Periode 


a‘. Es lassen sich dann bekanntlich die Grössen x in die Form 


u 
=2n 


u 
= > a, E, für v=1,2,...,n 
ui 

setzen“®), so dass die Grössen $ reell sind. Lässt man nun die Grössen 
& die Werthe von O bis 1 mit Ausschluss eines von diesen Grenz- 
werthen durchlaufen, so hat das dadurch entstehende 2nfach ausge- 
dehnte Grössengebiet die Eigenschaft, dass jedes System von Werthen 
der n Veränderlichen einem und nur einem Werthsysteme innerhalb 
dieses Grössengebiets nach den 2» Modulsystemen congruent ist. Ich 
werde, um mich später kürzer ausdrücken zu können, dieses Gebiet 
„das bei diesen 2n Modulsystemen periodisch sich wiederholende Grössen- R 
gebiet“ nennen. 

Hat die Function nun noch ein 2» + 1tes Modulsystem, welches 
sich nicht aus den 2» ersten Modulsystemen zusammensetzen lässt, so 


*) Auszug aus einem Schreiben Riemanns an Hrn. Weierstrass. 

**) Dies ist nicht immer der Fall, sondern nur, wenn die 2n Gleichungen, 
durch welche die Grössen & bestimmt werden, von einander unabhängig sind; die 
Ansnahmen sind aber leicht zu behandeln, 
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kann man die einem Grössensysteme nach diesem Modulsysteme con- 
gruenten Grössensysteme auf innerhalb dieses Gebiets liegende nach 
den 2» ersten Modulsystemen ihnen congruente zurückführen und da- 
durch offenbar beliebig viele innerhalb dieses Gebiets liegende und 
nach den 2» +1 Modulsystemen einander congruente (rössensysteme 
erhalten, wenn nicht zwei von den nach dem 2» + 1ten Modulsysteme 
congruente Grössensysteme auch nach den 2n ersten Modulsystemen 
congruent sind. In diesem Falle würden zwischen den 2n + 1 Modul- 
systemen n Gleichungen von der Form 


worin die Grössen m ganze Zahlen wären, stattfinden, und folglich, 
wie ich später zeigen werde, die 2» + 1 Modulsysteme sich aus 2» Mo- 
dulsystemen zusammensetzen lassen. 

Man theile nun für jede der Grössen & die Strecke von 0 bis 1 
in q gleiche Theile, wodurch das bei den 2n ersten Modulsystemen 
periodisch wiederkehrende Gebiet in g?” Gebiete zerfällt, in deren jedem 


sich die Grössen & nur um 7: ändern. Offenbar müssen dann von 


mehr als 9?” nach den 2" + 1 Modulsystemen einander congruenten und 
in jenem Gebiete liegenden Grössensystemen nothwendig zwei in dasselbe 
Theilgebiet fallen, so dass sich die Werthe derselben Grösse 5 in bei- 


den keinenfalls um mehr als z von einander unterscheiden. Die 
Function bleibt also dann ungeändert, während keine der Grössen & 
um mehr als E geändert wird, und ist folglich, da q beliebig gross 


genommen werden kann, wenn sie stetig ist, eine Function von we- 
niger als » linearen Ausdrücken der Grössen x. 
Es ist nun noch zu zeigen, dass sich 2» + 1 Modulsysteme, zwi- 
schen denen die » Gleichungen 
u=2n-+1 


stattfinden, aus 2» Modulsystemen zusammensetzen lassen. 
Man kann zunächst leicht beweisen, dass sich zu einem Modul- 


systeme 
u=!2n 


” Sr v 
>’a) M=b, 
u=1 
worin die Grössen m ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler 
sind, immer 2» — 1 andere Modulsysteme b,, b;,. . ., ba. so finden lassen, 
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dass Congruenz nach den Modulsystemen a mit Congruenz nach den 
Modulsystemen d identisch ist. Es seien 8, der grösste gemeinschaft- 
liche Theiler von m, und m, und «,ß zwei der Gleichung 


genügende ganze Zahlen. Setzt man dann 


v v v 
am ta,m =c®6, 


v v v 
aa, 7 Ba, Ber Pe 5 


und 


so hat man 


Mm, b’ 


v v ve v Mm, v 
a=ße — Mac + Fr b 


E 
Es lassen sich also auch umgekehrt die Modulsysteme a, und a, aus 
den Modulsystemen b,, und c, zusammensetzen, und folglich ist Con- 
gruenz nach jenen mit Congruenz nach diesen gleichbedeutend. Man 
kann daher die Modulsysteme a, und a, durch die Modulsysteme c, 
und b>, ersetzen. Auf dieselbe Weise kann man nun, wenn ®, der 
grösste gemeinschaftliche Theiler von 8, und m, ist, die Modulsysteme 
c, und a, durch das Modulsystem 


1 ! 
6 (&c +ma) = ce} 


und durch ein Modulsystem b>,_, ersetzen. Durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens erhält man offenbar den zu beweisenden Satz. Der Inhalt 
des periodisch sich wiederholenden Gebiets ist für die neuen Modul- 
systeme b derselbe wie für die alten. 

Mit Hülfe dieses Satzes lassen sich in den n Gleichungen 


2n—1 
A 
aM. = 0 A 
1 


die 2» ersten Modulsysteme so durch 2% neue bi, da, ».., dan ersetzen, 
dass diese Gleichungen die Form 
| pb, ER 194 = 
annehmen, worin p und q ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler 
sind. Sind nun y,ö zwei der Gleichung 

Ptpy=1 
genügende ganze Zahlen, so lassen sich offenbar die beiden Modul- 
systeme b, und as„+ı durch das eine Modulsystem 


a v 
v VER, _. 2n+1 ae 
yb, + Iq,,4, N Fra 


ersetzen. Sämmtliche Modulsysteme, welche sich aus den Modulsystemen 
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a Pe Re Serge lassen, können also auch aus den 
2n Modulsystemen 4 ‚Ds by, ..., Den zusammengesetzt werden, und 
umgekehrt. Der Inhalt des periodisch wiederkehrenden Gebiets be- 
trägt für diese 2» Modulsysteme nur T von dem für die 2» ersten 


Modulsysteme a. Hat die Function nun ausser diesen Modulsystemen 
noch ein durch ähnliche ganzzahlige Gleichungen mit ihnen verbun- 
denes, so lassen sich wieder 2n neue Modulsysteme finden, aus wel- 
chen sich alle diese Modulsysteme zusammensetzen lassen, und der In- 
halt des periodisch sich wiederholenden Gebiets wird dabei wieder auf 
einen aliquoten Theil redueirt. Wenn dieses Gebiet unendlich klein 
wird, so wird die Function eine Function von weniger als n linearen 
Ausdrücken der Veränderlichen und zwar von n— 1 oder n — 2 oder 
n — m, jenachdem nur eine, oder zwei oder m Dimensionen dieses 
Grössengebiets unendlich klein werden. Soll dies aber nicht eintreten, 
so muss die Operation schliesslich abbrechen, und man wird also zu 
2n Modulsystemen gelangen, aus welchen sich sämmtliche Modul- 
systeme der Function zusammensetzen lassen. 


Göttingen, den 26ten October 1859. 


XVl. 


Estratto di una lettera scritta in lingua Italiana il di 
21 Gennaio 1864 al Sig. Professore Enrico Betti. 


(Annali di Matematica, Ser. 1. T. VII.) 


Carissimo Amico 
... Per trovare l’attrazione di un cilindro omogeneo retto ellissoi- 
dale qualunque, io considero, introducendo coordinate rettangolari x, y, 2, 
il eilindro infinito limitato della diseguaglianza: 


2 y? 
ya are 
ripieno di massa di densitä costante +1, se z2<0, e di densitä 


— 1, se 2>0. Allora se poniamo, come & solito, il potenziale nel 
punto x, y, z eguale a V e 


oV oV or r 
Tee Tee, 
siha pr z2=0, V=0,X=0, Y=(. 
Z ® eguale al potenziale dell’ ellisse: ” 
x? y? = 
a a 


colla densitä 2, e si trova co] metodo di Dirichlet, se denotiamo con 
6 la radice maggiore dell’ equazione: 


x? y? 2? a nr 
I as ee 


: V(+4)(i+)s 
con D: 
zw. 


X ed Y si possono determinare dalle equazioni: 
5; 0X __02.0Y _82 
02. 02°’ 08. :0y 
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e dalle condizioni: 
x=0,Y=0 
per 2=°. 
Per effettuare questa determinazione conviene di sostituire invece di 


a f ‚2 f esteso per il contorno intero di un pezzo del Piano degli 


s, che eontiene il valore 6 senza contenere verun altro valore di dira- 
mazione o di discontinuitä della funzione sotto il segno integrale. Se 
denotiamo le radiei di #=0 in ordine di grandezza con 6, 6’, 0”, 
questi valori sono tutti reali e in ordine di grandezza: 
6, 0, 0, TH v°, di; ar, 
in modo che: 
>0>e >> >, 





Posto 
Fer 
Ex s 
viene vi i 
2 ==2 BEER 
H DyYs i 
ot am 
ee 
Er es oo 
ma: 











DYVs 
Dunque si trova per integrazione parziale: 
2ab 0 es 
Xu +8 (fg — 2) ?dlogis. 
b? — a ats ie) 


n 








Se si prende la via dell’ integrazione come nella espressione di Z il 
valore dell’ integrale sodisfa sempre alla condizione: 

N 

08.08" 
ma puö differire di funzioni di x e di y, la funzione sotto segno in- 
tegrale essendo discontinua anche per £=0. Dunque occorre una 
determinazione olteriore della via dell’ integrazione. 


282 XVI. Estratto di una lettere seritta in lingna Italiana ete. 


Nella espressione di &— = = 


€ continua per s=(); dunque il pezzo del piano degli s, per il eui 
contorno lintegrale & esteso, deve contenere s—= 6 e puö contenere 
onos=(), ma nessuno altro dei valori sopra notati. Nella espres- 
sione di X questo pezzo deve essere determinato in modo che X sia = 0) 
per 2= 0; e affinche ciö avvenga, dovendo contenere s = 6, deve anche 
contenere la maggiore radice di ts=0 (la quale & la maggiore radice 
dit=(, se 


la funzione sotto segno integrale 


ede—=(), se: 


ma nessun altra radice di 5—= 0. Perche per z= 0 le radiei di 
F=0 coineidono colle radiei di ts = 0, e se la via dell’ integrazione 
passasse tra due valori di discontinuitä che coineidono per z= (0), 
doverebbe per z2= (0) passare per questo valore in modo che Yintegrale 
nella espressione di X diverrebbe infinito ed il valore nonostante il 
fattore z rimarrebbe finito. — 


Vostro aff”° Amico Riemann. 





XV. 


Ueber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener 
| Begrenzung.*) 


1, 


Eine Fläche lässt sich im Sinne der analytischen Geometrie dar- 
stellen, indem man die rechtwinkligen Coordinaten x, y, 2 eines in ihr 
beweglichen Punktes als eindeutige Funetionen von zwei unabhängigen 
veränderlichen Grössen p und q angiebt. Nehmen dann p und g be- 
stimmte constante Werthe an, so entspricht dieser einen Combination 
immer nur ein einziger Punkt der Fläche. Die unabhängigen Variabeln 
p und q können in sehr mannigfacher Weise gewählt werden. Für 
eine einfach zusammenhängende Fläche geschieht dies zweckmässig 
wie folgt. Man lässt die Fläche längs der ganzen Begrenzung ab- 
nehmen um einen Flächenstreifen, dessen Breite überall unendlich klein 
in derselben Ordnung ist. Durch Wiederholung dieses Verfahrens wird 
die Fläche fortwährend verkleinert, bis sie in einen Punkt übergeht. 
Die hierbei der Reihe nach auftretenden Begrenzungscurven sind in 
sich zurücklaufende, von einander getrennte Linien. Man kann sie 
dadurch unterscheiden, dass man in jeder von ihnen der Grösse p 
einen besondern constanten Werth beilegt, der um ein Unendlichkleines 
zu- oder abnimmt, je nachdem man zu der benachbarten umschliessen- 
den oder umschlossenen Curve übergeht. Die Function p hat dann 
einen constanten Maximalwerth in der Begrenzung der Fläche und 
einen Minimalwerth in dem einen Punkte im Innern, in welchen die 


*) Dieser Abhandlung liegt ein Manusceript Riemann’s zu Grunde, welches 
nach der eigenen Acusserung des Verfassers in den Jahren 1860 und 1861 ent- 
standen ist. Dieses Manuscript, welches in gedrängter‘ Kürze nur die Formeln 
und keinen Text enthält, wurde mir von Riemann im April 1866 zur Bearbeitung 
anvertraut. Es ist daraus die Abhandlung hervorgegangen, welche ich am 
6. Januar 1867 der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen ein- 
gereicht habe, und welche im 13. Band der Abhandlungen dieser Gesellschaft ab- 
gedruckt ist. Diese Abhandlung kommt hier in sorgfältiger Ueberarbeitung zum 
zweiten Male zum Abdruck. K, Hattendorff, 
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allmählich abnehmende Fläche zuletzt zusammenschrumpft. Den Ueber- 
gang von einer Begrenzung der abnehmenden Fläche zur nächsten 
kann man dadurch hergestellt denken, dass man jeden Punkt der Curve 
(p) in einen bestimmten unendlich nahen Punkt der Curve (p + dp) 
übergehen lässt. Die Wege der einzelnen Punkte bilden dann ein 
zweites System von Curven, die von dem Punkte des Minimalwerthes 
von p strahlenförmig nach der Begrenzung der Fläche verlaufen. In 
jeder dieser Curven legt man g einen besondern constanten Werth bei, 
der in einer beliebig gewählten Anfangseurve am kleinsten ist und 
von da beim Uebergange von einer Curve des zweiten Systems zur 
andern stetig wächst, wenn man zum Zweck dieses Ueberganges irgend 
eine Curve (p) in bestimmter Richtung durchläuft. Beim Uebergange 
von der letzten Curve (q) zur Anfangscurve ändert sich q sprung- 
weise um eine endliche Constante. 

Um eine mehrfach zusammenhängende Fläche ebenso zu behan- 
deln, kann man sie zuvor durch Querschnitte in eine einfach zu- 
sammenhängende zerlegen. 

Irgend ein Punkt der Fläche lässt sich hiernach als Durchschnitt 
einer bestimmten Curve des Systems (p) mit einer bestimmten Curve 
des Systems (g) auffassen. Die in dem Punkte (p, g) errichtete Nor- 
male verläuft von der Fläche aus in zwei entgegengesetzten Richtungen, 
der positiven und der negativen. Zu ihrer Unterscheidung hat man 
über die gegenseitige Lage der wachsenden positiven Normale, der 
wachsenden p und der wachsenden q eine Bestimmung zu treffen. Ist 
nichts anderes festgesetzt, so möge, von der positiven x-Axe aus ge- 
sehen, die positive y-Axe auf dem kürzesten Wege in die positive 
z-Axe übergeführt werden durch eine Drehung von rechts nach links. 
Und die Richtung der wachsenden positiven Normale liege zu den 
Richtungen der wachsenden p und der wachsenden q, wie die positive 
»-Axe zur positiven y-Axe und zur positiven z-Axe. Die Seite der 
Fläche, auf welcher die positive Normale liegt, soll die positive Seite 
der Fläche genannt werden. 


2. 


Ueber das Gebiet der Fläche sei ein Integral zu erstrecken, dessen 
Element gleich ist dem Element dpdgq multiplieirt in eine Functional- 


determinante, also 
e ofeg ef og 


wofür zur Abkürzung geschrieben werden soll 


FE} (dfdy). 


eis 
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Denkt man sich f und g als unabhängige Variable eingeführt, so 
seht das Integral über in ff dfdg, und es lässt sich die Integration 
nach f oder nach g ausführen. Die wirkliche Einsetzung von f und g 
als unabhängigen Variabeln verursacht aber Schwierigkeiten oder 
wenigstens weitläufige Unterscheidungen, wenn dieselbe Werthecom- 
bination von f und g in mehreren Punkten der Fläche oder in einer 


‘ Linie vorhanden ist. Sie ist ganz unmöglich, wenn f und 9 com- 


plex sind. 

Es ist daher zweckmässig, zur Ausführung der Integration nach 
f oder g das Verfahren von Jacobi (Ürelle’s Journal Bd. 27 p. 208) 
anzuwenden, bei welchem p und q als unabhängige Variable beibe- 
halten werden. Um in Beziehung auf f zu integriren, hat man die 
Funetionaldeterminante in die Form zu bringen 


ra) la) 


een 
und erhält zunächst 





weil die Integration durch eine in sich zurücklaufende Linie erstreckt 
wird. Dagegen ist 





ve 


op 
in der Richtung der wachsenden p zu nehmen, d. h. von dem Minimal- 
punkte im Innern durch eine Curve (gq) bis zur Begrenzung. Man er- 


hält f ni und zwar den Werth, den dieser Ausdruck in der Begrenzung 


5 —0 ist. Folg- 


Jfero— fr «fra 


und das einfache Integral rechts ist in der Richtung der wachsenden 
q durch die Begrenzung erstreckt. Andererseits hat man nach der 
eingeführten Bezeichnung (dfdg) = — (dgdf), und daher 


Sara) = — ff (dgaf) = — f gaf, 


wobei das einfache Integral rechts ebenfalls in der Richtung der wach- 
senden q durch die Begrenzung der Fläche zu nehmen ist. 


annimmt, da an der untern Grenze des Integrals 


lich wird. 
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Die Fläche, deren Punkte durch die Uurvensysteme (p), (g) fest- 
gelegt sind, soll in der folgenden Weise auf einer Kugel vom Radius 1 
abgebildet werden. Im Punkte (», q) der Fläche, dessen rechtwinklige 
Üoordinaten x, y, z sind, ziehe man die positive Normale und lege zu 
ihr eine Parallele dureh den Mittelpunkt der Kugel. Der Endpunkt 
dieser Parallelen auf der Kugeloberfläche ist die Abbildung des Punktes 
(2, Y, 2). Durchläuft der Punkt (2, Y, 2) auf der stetig gekrümmten 
Fläche eine zusammenhängende Linie, so wird auch die Abbildung 
derselben auf der Kugel eine zusammenhängende Linie sein. Auf die- 
selbe Weise erhält man als Abbildung eines Flächenstücks ein Flächen- 
stück, als Abbildung der ganzen Fläche eine Fläche, welche die Kugel 
_ oder einen Theil derselben einfach oder mehrfach bedeckt. 

Der Punkt auf der Kugel, welcher die Richtung der positiven 
x-Axe angiebt, werde zum Pol gewählt und der Anfangsmeridian durch 
den Punkt gelegt, welcher der positiven y-Axe entspricht. Die Ab- 
bildung des Punktes (x, y, 2) wird dann auf der Kugel festgelegt 
durch ihre Poldistanz » und den Winkel 9, welchen ihr Meridian mit 
dem Anfangsmeridian einschliesst. Für das Vorzeichen von p gilt die 
Bestimmung, dass der der positiven 2-Axe entsprechende Punkt die 


Coordinaten r = r ‚9g=+ = haben soll. 
4. 
Hiernach erhält man als Differential-Gleichung der Fläche 
(1) cosr da + sinr cospdy + sinr sinpdz = (0. 


Sind y und z die unabhängigen Variabeln, so ergeben sich für 
r und 9 die Gleichungen 


sin V Cos o = —— 2: A 


» 
[7 


sinr sing — FF ——— 
ia Au DE 


in welchen gleichzeitig entweder die oberen oder die unteren Vor- 





zeichen gelten. . 
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Ein Parallelogramm auf der positiven Seite der Fläche, begrenzt 
von den Curven (p) und (p + dp), (g) und (9 + dg), projieirt sich 
auf der yz-Ebene in einem Flächenelemente, dessen Inhalt gleich dem 
absoluten Werthe von (dydz) ist. Das Vorzeichen dieser Functional- 
determinante ist verschieden, je nachdem die im Punkte (p, g) errichtete 
positive Normale mit der positiven x-Axe einen spitzen oder stumpfen 
Winkel einschliesst. In dem ersten Falle liegen nemlich die Pro- 
jeetionen von dp und dg in der yz-Ebene ebenso zu einander wie die 
positive y-Axe zur positiven 2-Axe, im zweiten Falle umgekehrt. Daher 
ist die Funetionaldeterminante im ersten Falle positiv, im zweiten 


negativ. Und der Ausdruck 





1 
cosr (ay de) 


ist immer positiv. Er giebt den Inhalt des unendlich kleinen Parallelo- 
gramms auf der Fläche. Um also den Inhalt der Fläche selbst zu 
erhalten, hat man das Doppelintegral 


: ER “ 
sn / h. — (dy de) 


über die ganze Fläche zu erstrecken. 





Soll dieser Inhalt ein Minimum sein, so ist die erste Variation 
des Doppelintegrals = 0 zu setzen. Man erhält 


0x 08% 0x 06x 


HH rr2 
Be =Y m ren 2 ee 


02 








und es gilt das obere oder das untere Zeichen vor der Wurzel, je 
nachdem (dydz) positiv oder negativ ist. Die linke Seite lässt sich 
schreiben 


Sfr (— sinr cosp dx) (dydz) 
+//% (— sinr sing dx) (dydz) 


fe en sinr cos) (dydz) 
f dx r- (— sinr sing) (dydz). 


Die beiden ersten Integrale redueiren sich auf einfache Integrale, die 
in der Richtung der wachsenden g durch die Begrenzung der Fläche 
zu nehmen sind, nemlich 


Sd% (— sinr cosp de ı sin» sing dy). 
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Der Werth ist = 0, da in der Begrenzung öx —= 0 ist. Die Bedingung 
des Minimum lautet also 


. 8 . N . . s 
iR 3 dx Gr St Er (dyde) — 0. 


Sie wird erfüllt, wenn 
(2) — snrsnpdy-+ sinr cospdz — dr 
ein vollständiges Differential ist. 


5. 


Die Coordinaten » und auf der Kugel lassen sich ersetzen durch 
. “ : ; . 
eine complexe Grösse n = tg 5 €‘, deren geometrische Bedeutung 


leicht zu erkennen ist. Legt man nemlich an die Kugel im Pol eine 
Tangentialebene, deren positive Seite von der Kugel abgekehrt ist, und 
zieht vom Gegenpol eine Gerade durch den Punkt (r, 9), so trifft 
diese die Tangentialebene in einem Punkte, der die complexe Grösse 
2n repräsentirt. Dem Pol entspricht n=0, dem Gegenpol n = x. 
Für die Punkte, welche die Richtungen der positiven y- und der posi- 
tiven z-Axe angeben, ist „= --1 und resp. = + i. 
Führt man noch die complexen Grössen 


n—=tg n ers eytei,sey—ei 
ein, so gehen die Gleichungen (1) und (2) über in folgende: 
(1*) A—nn)de Hyd +tnds—=0, 
(2*) AHmm)di—nds+tndi—=0. 


Diese lassen sich durch Addition und Subtraction verbinden. Dabei 
werde 

sti=2X, 2 —ri=2X’ 
gesetzt, so dass umgekehrt = X + X’ ist. Das Problem findet dann 
seinen analytischen Ausdruck in den beiden Gleichungen 


(3) ds —ndX + = 2X 0, 
(4) ds + . dX— yaX—0. 


Betrachtet man X und X’ als unabhängige Variable und stellt 
die Bedingungen dafür auf, dass ds und ds’ vollständige Differentiale 
sind, so findet sich 





d. h. es ist n nur von X, 7’ nur von X’ abhängig, und deshalb um- 
gekehrt X eine Function nur von 7, X’ eine Funetion nur von 7. 


be 
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Hiernach ist die Aufgabe darauf zurück&eführt, n als Function der 
complexen Variabeln X oder umgekehrt X als Function der complexen 
Variabeln 7 so zu bestimmen, dass zugleich den Grenzbedingungen 
(Grenüge geleistet werde. Kennt man n als Function von X, so ergiebt 


sich daraus n’, indem man in dem Ausdrucke von n jede complexe 


Zahl in die”conjugirte verwandelt. Alsdann hat man nur noch die 
Gleiehungen (3) und (4) zu integriren, um die Ausdrücke für s und s 
zu erlangen. Aus diesen erhält man endlich durch Elimination von x 
eine Gleichung zwischen x, %, 2, die Gleichung der Minimalfläche. 


6. 
Sind die Gleichungen (3) und (4) integrirt, so lässt sich auch der 
Inhalt der Minimalfläche selbst leicht angeben, nemlich 


& T °1 r 
> =). r (dy.dz) = f gr ne (dydz). 


Die Funetionaldeterminante (dydz) formt sich in folgender Weise um 


(dydz) = een ;) (4sas) 








os ös os 0s 
-- (dsds’) 

i ’ 1 0x20& ’ 
= 0m 7) Du ndn) 


Danach erhält man 


Y 0% 0x 3% 
2i8 et (2+mm -I- en): PPErG (dndn‘) 
9 080% 08058 0808 N\ ,- nn 
IE SEEN Han) (dndm) 
rs 020% oy ey 02 02 
2 (7 nf 1 In on - ön or) (dndn‘). 
Zur weiteren Umformung dieses Ausdruckes kann man yaus Y 


und Y’, z aus Z und Z’ ebenso zusammensetzen wie x aus X und X, 
so u die Gleichungen gelten 


0x = BE; 
x-[ ön dn, X = man, 


[ 
”oy rr ”oy ; 
Y= Ön dn, Y = Pr dn, 
L 02 es O8; 2 
Bi = in, 2 | dedy. 
i=X—X, 





y=I+T, y=-TrT-Y, 
2=Z+Z, i=Z—Z. 
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Alsdann erhält man schliesslich 
(5) S—=—i[[IaXaX’) + (dYaY') + (dZdZ')] 
— + [[ Iaxar) + (dyay) + (dzd3)). 


5 


Die Minimalfläche und ihre Abbildungen auf der Kugel wie in 
den Ebenen, deren Punkte resp. die complexen Grössen n, X, Y, Z 
repräsentiren, sind einander in den kleinsten Theilen ähnlich. Man 
erkennt dies sofort, wenn man das Quadrat des Linearelementes in 
diesen Flächen ausdrückt. Dasselbe ist 


auf der Kugel sin »? dlogn dlogn', 
in der Ebene der n dndn 
| 5 0x 0x ‚ f 
in der Ebene der X In I dndn, 
in der Ebene der Y u. dndn, 
on on 
} j 02 0z ‚ 
in der Ebene der Z Im zn dn, 


in der Minimalfläche selbst 
d® +dP +d?=(dX+dX)” +(dY+dY + (dZ+dZ)% 
= 2(dXdX’ +dYaY +dZdZ) 
BET COLA. ey oy 02 02 ‚ 
tn ton m) aan. 
Es ist nemlich nach den Gleichungen (3) und (4), wenn man darin n 
und 7‘ als unabhängige Variable ansieht: 


f 
r 


dX ös 08 
Nr Tea ee 
‚dX 068 vg 08 
Er Te Res ah E“. 


und deshalb 
dAX?’ +dY?’ +47 —=0, 
dAX?+dY?+dZ?=0. 


Das Verhältniss von irgend zwei der obigen quadrirten Linearelemente 
ist unabhängig von dn und dy', d. h. von der Richtung des Elementes, 
und darin beruht die in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung. 
Da die Linearvergrösserung bei der Abbildung in irgend einem Punkte 
nach allen Richtungen dieselbe ist, so erhält man die Flächenver- 
grösserung gleich dem Quadrat der Linearvergrösserung. Das Quadrat 
des Linearelementes in der Minimalfläche ist aber gleich der doppelten 
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Summe der Quadrate der entsprechenden Linearelemente in den Ebenen 
der X, der Y und der Z. Daher ist auch das Flächenelement in der 
Minimalfläche gleich der doppelten Summe der entsprechenden Flächen- 
elemente in jenen Ebenen. Dasselbe gilt von der ganzen Fläche und 


ihren Abbildungen in den Ebenen der X, Y, Z. 


8. 


Eine wichtige Folgerung lässt sich noch aus dem Satze von der 
Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen ziehen, wenn man eine neue 
complexe Variable 7, dadurch einführt, dass man auf der Kugel den 
Pol in einen beliebigen Punkt (7 = «) verlegt und den Anfangsmeridian 
beliebig wählt. Hat dann N für das neue Coordinatensystem dieselbe 
Bedeutung wie n für das alte, so kann man jetzt ein unendlich kleines 
Dreieck auf der Kugel sowohl in der Ebene der n als in der der n, 
abbilden. Die beiden Bilder sind dann auch Abbildungen von ein- 
ander und in den kleinsten Theilen ähnlich. Für den Fall der direeten 
Aehnlichkeit ergiebt sich ohne Weiteres, dass nn unabhängig ist von 
der Richtung der Verschiebung von n, d. h. dass n, eine Function der 
complexen Variabeln n ist. Den Fall der inversen (symmetrischen) 
Aehnlichkeit kann man auf den vorigen zurückführen, indem man statt 
n, die conjugirte complexe Grösse nimmt. Um nun 7, als Function 
von n auszudrücken, hat man zu beachten, dass n, = 0 ist in dem 
einen Punkte der Kugel, für welchen „= «, und n, = © in dem dia- 





metral gegenüberliegenden Punkte, d.h. fürn — — m Danach ergiebt 
sich n, = c = me Zur Bestimmung der Constanten c dient die Be- 
merkung, dass, wenn 7,=ß ist für n = (0, daraus 7, = — 7 gefunden 
wird für n=®. Es ist alo B=— ca und — y= , d.h. 
P=—.- Hieraus ergiebt sich cd = 1 und daher c—= e' für ein 


reelles 6. Die Grössen « und 8 können beliebige Werthe erhalten: 
« hängt von der Lage des neuen Pols, 8 von der Lage des neuen 
Anfangsmeridians ab. Diesem neuen Coordinatensystem auf der Kugel 
entsprechen die Richtungen der Axen eines neuen rechtwinkligen 
Systems. Es mögen in dem neuen System x,, s,, 5, dasselbe be- 
zeichnen wie &, s, s in dem alten. Dann erlangt man die Transfor- 
mationsformeln 


19* 
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m er ei 
(6) (1-+«e) x, = l—ece)e+«s+ as, 
I+a)set— — 2art s— u 


— 2ue—a’s+ Ss. 


(1-+ ac) s, 


| 


E 


Aus den 'Transformationsformeln (6) berechnen wir 


Marin 








dn) on n on 
oder “ 
(dlogn,) — (dlog n)® _ 0% 
SM es, 5 ologn 


Hiernach empfiehlt es sich, eine neue complexe Grösse « einzuführen, 
welche durch die Gleichung definirt wird 


E SV 
(7) U -/ Vin dlog 


und die von der Lage des Coordinatensystems (x, y, 2) unabhängig 
ist. Gelingt es dann, « als Function von n zu bestimmen, so erhält 
man 


ar er - , dw \2 ‚ 
(8) il En og til (ds) dlogy. 


x ist der Abstand des zu n gehörigen Punktes der Minimalfläche von 
einer Ebene, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten rechtwinklig 
zur Richtung n = 0 gelegt ist. Man erhält den Abständ desselben 
Punktes der Minimalfläche von einer durch den Anfangspunkt der Co- 
ordinaten gelegten Ebene, die rechtwinklig auf der Richtung 7 = « 


steht, indem man in (8) „” Eary eo? statt n setzt. Speciell also für 


e=1lunde =: 


(9) es 


® dw 2 ‚ 1 ‚ 
#7 (zi6%) ( — „)Alogn 
( 1 


(10) 
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10. 


Die Grösse « ist als Function von n zu bestimmen, d. h. als ein- 
werthige Function des Ortes in derjenigen Fläche, welche, über die 
n-Ebene ausgebreitet, die Minimalfläche in den kleinsten Theilen ähn- 
lich abbildet. Daher kommt es vor allen Dingen auf die Unstetig- 
keiten und Verzweigungen in dieser Abbildung an. Bei der Unter- 
suchung derselben hat man Punkte im Innern der Fläche von Be- 
grenzungspunkten zu unterscheiden. 

Handelt es sich um einen Punkt im Innern der Minimalfläche, so 
lege man in ihn den Anfangspunkt des Coordinatensystems (&, Y, 2), 
die Axe der positiven x in die positive Normale, folglich die yz-Ebene 
tangential. Dann fehlen in der Entwicklung von » das freie Glied 
und die in y und z multiplieirten Glieder. Durch geeignet gewählte 
Richtung der y-Axe und der z-Axe kann man auch das in yz multipli- 
eirte Glied verschwinden lassen. Die partielle Differentialgleichung der 
Minimalfläche reducirt sich 07: .e se für unendlich 


kleine Werthe von y und 2 auf © —, +: ai ==:0.:, Das Krümmungsmass 


ist also negativ, die BEN sind einander entgegen- 
gesetzt gleich. Die Tangentialebene theilt die Fläche in vier Quadran- 
ten, wenn die Krümmungshalbmesser nicht © sind. Diese Quadranten 
liegen abwechselnd über und unter der Tangentialebene. Beginnt die 
Entwicklung von x erst mit den Gliedern nter Ordnung (n > 2), so 
sind die Kriämmungsradien 0, und die Tangentialebene theilt die Fläche 
in 2n Sectoren, die abwechselnd über und unter jener Ebene liegen 
und von den Krümmungslinien halbirt werden. 

Will man nun X als Function der complexen Variabeln Y an- 
sehen, so ergiebt sich in dem Falle der vier Sectoren 


log X = 2log Y + funct. cont., 
in dem Falle der 2» Sectoren 

logX = n log Y+Ef.c. 
Und da nach (8) und (9) = en ist, so beginnt die Entwick- 
lung von n im ersten Falle mit der ersten, im zweiten mit der 
(n — 1)ten Potenz von Y. Umgekehrt wird also, wenn Y als Function 


von n angesehen werden soll, die Entwicklung im ersten Falle nach 
1 
n—1 





ganzen Potenzen von n, im zweiten nach ganzen Potenzen von 9 
fortschreiten. D. h. die Abbildung auf der n-Ebene hat an der be- 
treffenden Stelle keinen oder einen (n — 2)fachen Verzweigungspunkt, 
je nachdem der erste oder der zweite Fall eintritt. 
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du dlogn ; 
Was « betrifft, so ergiebt sich an gr Hoss det also mit 
Hülfe der Gleichung (9) 


ER ER N dn\2 Y? 

(zigr) Di ee (77) m 
Demnach ist in einem (n — 2)fachen Verzweigungspunkte der Ab- 
bildung auf der n-Ebene 





du 


log Ziog A log Y+fe. 


log It — > NlgY+Le 





oder 


11. 


Die weitere Untersuchung soll zunächst auf den Fall beschränkt 
werden, dass die gegebene Begrenzung aus geraden Linien besteht. 
Dann lässt sich die Abbildung der Begrenzung auf der n-Ebene wirk- 
lich herstellen. Die in irgend welchen Punkten einer geraden Be- 
grenzungslinie errichteten Normalen liegen in parallelen Ebenen, und 
daher ist die Abbildung auf der Kugel ein grösster Kreis. 

‘ Um einen Punkt im Innern einer geraden Begrenzungslinie zu 
untersuchen, legt man wie vorher in ihn den Anfangspunkt der Co- 
ordinaten, die positive x-Axe in die positive Normale. Dann fällt die 
ganze Begrenzungslinie in die yz-Ebene. Der reelle Theil von X ist 
demnach in der ganzen Begrenzungslinie = 0. Geht man also durch 
das Innere der Minimalfläiche um den Anfangspunkt der Coordinaten 
herum von einem vorangehenden bis zu einem nachfolgenden Begrenzungs- 
punkte, so muss dabei der Arcus von X sich ändern um nz, ein gan- 
zes Vielfaches von x. Der Arcus von Y ändert sich gleichzeitig 
um x. Man hat also, wie vorher 


logX = nlogY-+f.c. 

legn =(n— )logY-+f.e. 

le 1 —(} — 1) log Y +. c. 
Dem betrachteten Begrenzungspunkte entspricht ein (n — 2)facher Ver- 
zweigungspunkt in der Abbildung auf der n-Ebene. In dieser Ab- 


bildung macht das auf den Punkt folgende N mit dem 
ihm vorhergehenden den Winkel (n — 1) =. 


12. 


Bei dem Uebergange von einer Begrenzungslinie zur folgenden hat 
man zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder treffen sie zusammen in 
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einem im Endlichen liegenden Schnittpunkte, oder sie erstrecken sich 
ins Unendliche. 

Im ersten Falle sei «= der im Innern der Minimalfläche liegende 
Winkel der beiden Begrenzungslinien. Legt man den Anfangspunkt 
der Coordinaten in den zu untersuchenden Eekpunkt, die positive 
x-Axe in die positive Normale, so ist in beiden Begrenzungslinien der 
reelle Theil von X = 0. Beim Uebergange von der ersten Begrenzungs- 
linie zur folgenden ändert sich also der Arcus von X um mz, ein 
ganzes Vielfaches von =, der Arcus von Y um am. Man hat daher 


= legX=1logY-+f.e. 
(1- )logX=logn + fc. 
log 4 — (ee 1) log Y+fe. 


Erstreckt sich die Fläche zwischen zwei auf einander folgenden 
Begrenzungsgeraden ins Unendliche, so lege man die positive w-Axe 
in ihre kürzeste Verbindungslinie, parallel der positiven Normalen im 
Unendlichen. Die Länge der kürzesten Verbindungslinie sei A, und 
«m der Winkel, welchen die Projeetion der Minimalfläche in der yz- 
Ebene ausfüllt. Dann bleiben die reellen Theile von X unde»ilog 7 
im Unendlichen endlich und stetig und nehmen in den begrenzenden 
Geraden constante Werthe an. Hieraus ergiebt sich (für y=-®,2=%) 





Ai 
X=— —logn + fe. 
A 
u — Vi1ogn +2. c. 
7: 5 Be | 
re 7 + f. ce. 


Legt man die x,-Axe eines Ooordinatensystems in eine begrenzende 
Gerade, die x,-Axe eines andern Systems in die zweite begrenzende 
Gerade u. s. f., so ist in der ersten Linie logn,, in der zweiten log n, 
u. s. f. rein imaginär, da die Normale zu der betreffenden Axe der x, 

PER 
elognı 
grenzungslinie reell, En in der zweiten u. s. f£ Da aber auch für 


in der ersten Be- 





der x, u. s. f. senkrecht steht. Es ist also ö 


ein beliebiges Coordinatensystem (x, y, 2) immer 


2.08 ESSEN Vi: PER 
Tr dlogn Vi ER dlogey, =Vi TER dlog na... 


ist, so findet sich, dass in jeder geraden Begrenzungslinie 
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2 SO 
du = gm log 


entweder reelle oder rein imaginäre Werthe besitzt. 


13. 


Die Minimalfläche ist bestimmt, sobald man eine der Grössen u, 
n, X, Y, Z durch eine der übrigen ausgedrückt hat. Dies gelingt in 
vielen Fällen. Besondere Beachtung verdienen darunter diejenigen, in 


welchen Ir eine algebraische Funetion von n ist. Dazu ist nöthig 
und hinreichend, dass die Abbildung auf der Kugel und ihre symmetri- 
schen und congruenten Fortsetzungen eine geschlossene Fläche bilden, 


welche die ganze Kugel einfach oder mehrfach bedeckt. 


Im Allgemeinen aber wird es schwierig sein, direct eine der 
Grössen u, n, X, Y, Z durch eine der übrigen auszudrücken. Statt 
dessen kann man aber auch jede von ihnen als Function einer neuen 
zweckmässig gewählten unabhängigen Variablen bestimmen. Wir führen 
eine solche unabhängige Variable £ ein, dass die Abbildung der Fläche 
auf der t-Ebene die halbe unendliche Ebene einfach bedeckt ‚ und zwar 
diejenige Hälfte, für welche der imaginäre Theil von £ positiv ist. In 
der That ist es immer möglich, t als Function von u (oder von irgend 
einer der übrigen Grössen n, X, Y, Z) in der Fläche so zu bestimmen, 
dass der imaginäre Theil in der Begrenzung = 0 ist, und dass sie in 
einem beliebigen Begrenzungspunkte (u = b) unendlich von der ersten 
Ordnung wird, d. h. 


ft 
v 


== ont, +f.c. (u=b). 


U — 


Der Arcus des Factors von = „ ist durch die Bedingung be- 


stimmt, dass der imaginäre Theil von i in der Begrenzung = 0, im 
Innern der Fläche positiv sein soll. Es bleibt also in dem Ausdrucke 
von £ nur der Modul dieses Factors und eine additive Constante will- 
kürlich. ; 

Es sit=a, 4,,... für die Verzweigungspunkte im Innern der 
Abbildung auf der n-Ebene, ti — bi> by, ... für die Verzweigungspunkte 
in der Begrenzung, die nicht Eckpunkte sind, = 6, &, ... für die 
Eckpunkte, {=&, &,.... für die ins Unendliche sich erstreckenden 
Sectoren. Wir wollen der Einfachheit wegen voraussetzen, dass die 
sämmtlichen Grössen a, b, c, e im endlichen Gebiete der t-Ebene 
liegen. 
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Dann hat man 
e— 1) log (t— a) +f.c., 
„ib lg (% —1)loge—d) +Le,. 


2 
f Ll 
„ tm log — el 1)logt- + Le, 


ee, u ViE legt - )+Le 


Man kann die Untersuchung auf den Faln=3, m=1 be- 
schränken, d.h. auf einfache Verzweigungspunkte, und den allgemeinen 
Fall aus diesem dadurch ableiten, dass man mehrere einfache Ver- 
zweigungspunkte zusammenfallen lässt. 


fürt=a log — 


Um den Ausdruck für = zu bilden, hat man zu beachten, dass 
längs der Begrenzung dt caall, du entweder reell oder rein imaginär 
ist. Demnach ist &= 7 =Y reell, wenn ? reell ist. - Diese Function kann 


man über die Linie der reellen Werthe von t hinüber stetig fortsetzen, 
indem man die Bestimmung trifft, dass für conjugirte Werthe t und f 
der Variabeln auch die Function conjugirte Werthe haben soll.. Als- 


dann ist = = für die ganze t-Ebene bestimmt und zeigt sich ein- 


werthig. 
- Es seien a, d',,.... die conjugirten Werthe zu a,, @,,..., und 
das Product (t—a,) (t—a,).... werde mit II(t— a) bezeichnet. 


Alsdann ist 


(11) «= const. +} y- en en Id —b) vom ae 








Die Constanten a, b, ce etc. müssen so bestimmt werden, dass für 


i=e u— Vigo) +. c. 


wird. Damit « für alle Werthe von t ausser az b, c, e endlich und 
stetig bleibe, muss für die Anzahl dieser realen Werthe eine 
Relation Boston Es muss die Differenz der Anzahl der Eckpunkte 
und der in der Begrenzung liegenden Verzweigungspunkte um 4 grösser 
sein als die doppelte Differenz der Anzahl der innern Verzweigungs- 
punkte und der ins Unendliche verlaufenden Sectoren. Setzt man zur 
Abkürzung 
nd a) Ht—a) IC) = go), 
Nt— 09 Nd—o’=16) 
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d. h. RL „y® 
3 == const. 7)’ 


so ist die ganze Function @(f) vom Grade v — 4, wenn x(t) vom 
Grade v ist. Hier bedeutet » die Anzahl der Eckpunkte vermehrt um 
die doppelte Anzahl der ins Unendliche verlaufenden Sectoren. 


14. 


Es ist noch n als Function von t auszudrücken. Direet gelangt 
man dazu nur in den einfachsten Fällen. Im Allgemeinen ist der fol- 
gende Weg einzuschlagen. Es sei v eine noch näher zu bestimmende 
Funetion von t, die als bekannt vorausgesetzt wird. In den Gleichungen 


(8), (9), (10) kommt es wesentlich an auf Ion wofür man auch 


du dv 


schreiben kann — ———., 
dv dlogn 
Product der beiden Factoren 


1/4 d 
(12) h=V ar ,=n FrL 


die der Differentialgleichung erster Ordnung genügen 


dk, _ 7, di, 
dv 2 dv 


Der letzte Factor lässt sich ansehen als 


(13) h, l 


=], 


sowie der Differentialgleichung zweiter Ordnung 


1 dk _1dk, 
(14) ee 





_ 


Gelingt es also, die eine oder die andere Seite dieser letzten 
Gleichung als Function von t auszudrücken, so lässt sich eine homogene 
lineäre Differentialgleichung zweiter Ordnung herstellen, von welcher 
k, und %, particuläre Integrale sind. Es sei k das vollständige Inte- 
d?k 


‘ durch das ihm gleichbedeutende 


‚al. i n 
gral. Wir ersetzen 


dv d’k dk de 
dt dt? dt dt? 


(2) 


und erhalten für % die Differentialgleichung 





dv dk dv dk (> Lan Ber: 
(15) gr her Aalen er ra 2 Er eh 


Von der Gleichung (15) seien zwei von einander unabhängige 
partieuläre Integrale X, und X, gefunden, deren Quotient K,:K, =H 
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ein von Bögen grösster Kreise begrenztes Abbild der positiven # Halb- 
ebene auf der Kugelfläche liefert. Dasselbe leistet dann jeder Ausdruck 
von der Form 


6 H— 
(16) ne iron 


worin ® reell und «, @’ conjugirte complexe Grössen sind. 
Die Function v ist so zu wählen, dass für endliche Werthe von £ die 


2 
Unstetigkeiten von 3 Gr nicht ausserhalb der Punkte a, a, b, c,e 
® 
liegen. 
Setzt man 


dv 1 = 
17 an en arena | 
di Yrlıl) VI 


2 
so wird die Function & — 
k dv 





im Endlichen unstetig nur für die Punkte 


a, a, b, ec, und zwar für jeden unendlich in erster Ordnung. Man 
erhält nemlich für = c 


2 —— „= —— 


N— Ne = eonst. (L— eV. 
Folglich: 


k,= y% = const. (v — Be 


und hieraus: 





4, Ww-Hfo, 

k dv? t—c 
Entsprechende Ausdrücke erhält man für t—= a, a’, b, in denen ce resp. 
durch a, a’, b, und y durch 2 zu ersetzen ist. 


Eine ähnliche Betrachtung lehrt, dass für {=e die Function 


+ 25 stetig bleibt. 
Für {= x ergiebt sich 
EeH - v v 27-6 
1a=(-3+?2) 2-1)". 


Demnach lautet der Ausdruck für 1 en wie folgt: 

I SR Wr —HfW 

mt D ee + ro. 
Die Summe bezieht sich auf alle Punkte g=a, «a, b, ec, und bei 
a, d, bist 2 statt y zu setzen. F(f) ist eine ganze Function vom 


Grade (2v — 6), in der die ersten beiden Coeffieienten sich folgender- 
massen bestimmen. Man bringe dv in die Form 
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dv = 
Vrwırt 


= rn 





oder kürzer = « d»,. 
Dann ergiebt sich durch Differentiation 


d? dn\-% BER ER ı. dn\-3 dn\-% d? («?) 
a (2) |-« a N) Fge) ar 


folglich 
dn\t a? ö E33, d? dn\-3 = d? («®) ; 
>) dv? fe .. dv, dv? |\de, +«% Be Pe ah 


a BE DE I BER EUCH 
3 Ede. ap? 





oder 


dn 3 a (e)*) — 7248 VW -D7W 
(4) dv? | dv, & : t—yg 


1 





Die Function auf der linken Seite ist endlich für t — . Folg- 

lich hat man rechts in der Entwicklung von f"*" u und von 
3 

en die Coeffieienten von {? und resp. von £ einander gleich zu 


2 (a 
setzen. Die Entwicklung von a giebt nach einfacher Rechnung 








3 de (of « ZUG Ae 2 
Eee Be Pa tzare 

Hiernach bleiben in F’(f) noch 2» — 7 unbestimmte Coeffieienten. 
Es ist aber wichtig zu bemerken, dass dieselben reell sein müssen. 
Denn wir haben in 8. 12 gefirhdln, dass du reell oder rein imaginär 
ist in allen geraden Begrenzungslinien der Minimalfläche und folglich 
auch an jeder Stelle in der Beerenzung der Abbildungen. Vermöge 


der Gleichung (17) gilt dasselbe von dv. Daraus lässt sich beweisen, 


k 1 d*k ’ ’ 
dass für reelle Werthe von £ die Function — 7, nothwendigerweise 


k dv 
reelle Werthe besitzt. 


Um diesen Beweis zu führen, betrachten wir die Abbildung auf 
der Kugel vom Radius 1 und nehahen irgend einen Theil der Begren- 
zung, also den Bogen eines gewissen grössten Kreises. Im Pole dieses 
grössten Kreises legen wir die Tangential-Ebene an und bezeichnen 
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sie als die Ebene der n,. Dann lassen sich die constanten Grössen 
&, &,, 0, so bestimmen, dass 
0, H-—o, 
1+% H 
: : Be 
ist, und wir erhalten zwei Functionen %, -V7- und k, = n, ve } 
Nı 


dm 


(2 Mi 


die particuläre Integrale der Differentialgleichung (15) sind. Folglich 
haben wir 
1 dk 1 dk, 


kde x, dw ; 








Der eben betrachtete Theil der Begrenzung bildet sich in der 
n,-Ebene ab durch die Gleichung 


Bee ent, 


und wenn man dies in k, einführt, so erkennt man leicht, dass in dem 





fraglichen Begrenzungstheile 7 ii reell ausfällt. Folglich gilt das- 


und da diese Betrachtung für jedes einzelne Begren- 


2 de 
selbe von E 7 do?’ 


BER E5 
zungsstück angestellt werden kann, so ist -, z reell in der ganzen 


Begrenzung. 
Nun fällt aber bei einem reellen oder rein imaginären dv die 
=, 
Function AT auch dann reell aus, wenn man allgemeiner 
un N 





Ne 
setzt und den Modul e, constant nimmt. Damit also die Axe der 
reellen £ sich auf der Kugel vom Radius 1 wirklich in Bögen grösster 
Kreise abbilde, muss für jeden Begrenzungstheil oe, =1 sein. Dies 
liefert ebenso viele Bedingungsgleichungen, als einzelne Begrenzungs- 
linien gegeben sind. 

Bei dieser Untersuchung ist, wie schon im vorigen Paragraphen, 
vorausgesetzt, dass die Werthe a, b, c, e sämmtlich endlich seien. Trifft 
dies nicht zu, so bedarf die Betrachtung einer geringen Modification. 

Anmerkung. Die Aufgabe ist hiermit vollständig formulirt. Im einzelnen 
Falle kommt es nur darauf an, die Differentialgleichung (15) wirklich aufzustellen 
und zu integriren. Uebrigens ist es nicht unwichtig, zu bemerken, dass die An- 
zahl der in der Lösung auftretenden willkürlichen reellen Constanten ebenso gross 
ist wie die Anzahl der Bedingungsgleichungen, welche vermöge der Natur der 
Aufgabe und vermöge der Daten des Probiems erfüllt sein müssen. Wir bezeich- 
nen die Anzahl der Punkte a, b, ec, e resp. mit A, B, C, E und beachten, dass 
2A+B+ıi=(0+2E=» ist: In der Differentialgleichung (15) treten 
2A+B-+4C+5E — 10 willkürliche reelle Constanten auf, nemlich: die Win- 
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kel y, deren Anzahl C ist; die 2» — 7 Constanten der Function F'(t); die reellen 
Grössen b, c, e, von denen man dreien beliebige Werthe geben kann, indem man 
für t eine lineare Substitution mit reellen Coefficienten macht. Zu diesen willkür- 
lichen Constanten kommen bei der Integration noch 10 hinzu, nemlich 6 reelle 
Constanten in n, ein Factor von du und je eine additive Constante in den Aus- 
drücken für x, y, 2. Die Lösung enthält also 24 + B-+40C + 5E reelle Con- 
stanten von unbestimmtem Werthe. 

Die Daten des Problems bestehen in den Coordinaten der Eckpunkte und 
den Winkeln, welche die Richtungen der ins Unendliche verlaufenden Begren- 
zungslinien festlegen. Diese Daten sprechen sich in 30 + 4E Gleichungen aus. 
Dazu kommen © + E Bedingungsgleichungen, die erfüllt sein müssen, damit die 
Axe der reellen t sich auf der Kugel vom Radius 1 in © + E Bögen grösster 
Kreise abbilde. Wenn also die Zahl der Bedingungsgleichungen ebenso gross sein 
soll wie die Zahl der unbestimmten Constanten, so fehlen noch ebenso viele Glei- 
chungen, wie Punkte a, a’, b vorhanden sind. Nun ist aber die Differential- 
gleichung (15) so beschaffen, dass in der Umgebung jedes dieser Punkte das In- 
tegral einen Logarithmus enthalten kann. Ein solcher ist nach der Natur der 
Aufgabe nicht zulässig, und damit er nicht auftrete, ist für jeden der genannten 
Punkte Eine Bedingungsgleichung zu erfüllen. 

In der That ist hiernach die Anzahl der Bedingungsgleichungen ebenso gross 
wie die Anzahl der unbestimmten Constanten in der Lösung. 


Beispiele. 
15. 

Die Begrenzung bestehe aus zwei unendlichen geraden Linien, 
die nicht in einer Ebene liegen. Ihre kürzeste Verbindungslinie habe 
die Länge A, und es sei «x der Winkel, welchen die Projeetion der 
Fläche auf der rechtwinklig gegen jene Verbindungslinie gelegten 
Ebene ausfüllt. 

Nimmt man die kürzeste Verbindungslinie zur za so hat in 
jeder der beiden Begrenzungsgeraden x einen constanten Werth. 
Ebenso ist g in jeder der beiden Begrenzungsgeraden constant. In 
unendlicher Entfernung ist die positive Normale für den einen Sector 
parallel der positiven, für den andern Sector parallel der negativen 
x-Axe. Die Begrenzung bildet sich auf der Kugel in zwei grössten 
Kreisen ab, die durch die Pole „=0 und „=® gehen und den 
Winkel «x einschliessen. 

Hiernach hat man 
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folglich eg (7): 


(a) = BET s 
eV 0 (- 7); 


worin man die Gleichung der Schraubenfläche erkennt. 

Der Inhalt der Fläche ist unendlich gross. Soll also von einem 
Minimum die Rede sein, so ist dies so zu verstehen. Der Inhalt jeder 
andern Fläche von derselben Begrenzung ist ebenfalls unendlich gross. 
Aber wenn man den Inhalt der Schraubenfläche abzieht, so kann die 
Differenz endlich sein, und die Schraubenfläche hat die Eigenschaft, 
dass diese endliche Differenz positiv ausfällt. 

In demselben Sinn hat man die Minimal-Eigenschaft immer auf- 
zufassen, wenn die Fläche unendliche Sectoren besitzt. 


16. 


Die Begrenzung bestehe aus drei geraden Linien, von denen zwei 
sich schneiden und die dritte zur Ebene der beiden ersten parallel läuft. 

Legt man den Anfangspunkt der Coordinaten in den Schnittpunkt 
der beiden ersten Geraden, die positive «-Axe in die negative Normale, 
so bildet jener Schnittpunkt auf der Kugel sich ab im Punkte 7 = x. 
Die Abbildung der beiden ersten Geraden sind grösste Halbkreise, die 
von n=&x bis n=0 laufen. Ihr Winkel sei «x. Die Abbildung 
der dritten Linie ist der Bogen eines grössten Kreises, der von 7 = 0 
ausgeht, an einer gewissen Stelle umkehrt und in sich selbst bis zum 
Punkte n = 0 zurückläuft. Dieser Bogen bilde mit den beiden ersten 
grössten Halbkreisen die Winkel — x und yz, so dass ß und y ab- 
solute Zahlen sind und ß-+y—=« sich ergiebt. Um die Abbildung 
auf der halben t-Ebene zu erhalten, setzen wir fest, dass = oo sein 
soll für n = oo, dass dem unendlichen Sector zwischen der ersten und 
dritten Linie {= b, dem unendlichen Sector zwischen der zweiten und 
dritten Linie {= c, dem Umkehrpunkte der Normalen auf der dritten 
Linie {=a entsprechen soll. Dabei sind a, b, ce reell unde>a>!b. 
Diesen Bestimmungen entspricht 7 = (t — b)? (t— c)/. Der Werth a 
hängt von b und c ab. Man hat nemlich 


dlogn _ Pt -d+rt-d 
dt B=-Dt-— co 





und dieses muss für den Umkehrpunkt = 0 sein, also a = pa . 
Man hat weiter nach Art. 12. und 13. 








3 
_wAtec-YE+Y d— dt 
| Im W-Di-g’ 
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2n 5 
oder wenn man ce —b—(" annımmt 


A 
t— a)ld 
du=YVß-+y & en i 
du 1 


dien " yorne=n 


du \? dl — dt 
(a log .) KEN Gt—-DE- 9 














en 
ma ee 5? 
le ernietun 
ya Bi un, Fr SE URL 
1 few getan 
ı 2 re arte Eye 
17. 


Die Begrenzung bestehe aus drei einander kreuzenden geraden 
Linien, deren kürzeste Abstände A, B, ( sein mögen. Zwischen je zwei 
begrenzenden Linien erstreckt sich die Flüche ins Unendliche. Es 
seien «x, ßx, yx die Winkel der Richtungen, in welchen die Grenz- 
linien des ersten, des zweiten, des dritten Sectors in's Unendliche ver- 
laufen. Setzt man fest, dass für die drei Seetoren der Minimalfläche 
im Unendlichen die Grösse t resp. = (0), ©, 1 sein soll, so erhält man 


du Vo) 


dt: BAD 





p(t) ist eine ganze Function zweiten Grades. Ihre Coefficienten 
bestimmen sich daraus, dass 


= du Aa 
für 0 dlogt — y: 
für {= x u TE BB 
dlog t 27 

für t=1 RER Ba 72 Vz 
dlog(1 — t) 2n 


sein muss. 
Danach ergiebt sich 
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Je nachdem die Wurzeln der Gleichung g (t) = 0 imaginär oder 
reell sind, hat die Abbildung auf der Kugel einen Verzweigungspunkt 
im Innern eder zwei Umkehrpunkte der Normalen auf der Begrenzung. 


Ä dv dv R 
Die Functionen k, = , und ,=7 V# werden nur für 
; d . 
die drei Seetoren unstetig, wenn man er —=g(t) nimmt. Und zwar 
ist die Unstetigkeit von k, der Art, dass 
RL: 
für t= 0 RN 
DE. 
für = oo ee 
NER TR 
fürt=1 1—h ? °®k 


einändrig und verschieden von 0 und oo wird. %k, und k, sind partieu- 

läre Integrale einer homogenen lineären Differentialgleichung zweiter 
er 

k dv 

als Function von £ darstellt und t statt v als unabhängige Variable in 


= einführt. Hat man das particuläre Integral k, gefunden, so ergiebt 


Ordnung, die sich ergiebt, wenn man aus seinen Unstetigkeiten 


sich k, aus der Differentialgleichung erster Ordnung 


dk, dk, 
(6) k, Ze — ke Ferne | (t). 

Das vollständige Integral der homogenen lineären Differential- 
gleichung zweiter Ordnung werde mit 


TE EN 
a) ae 
ah or en en 
ee 


bezeichnet. Diese Function genügt wesentlich denselben Bedingungen, 
die in der Abhandlung über die Gauss’sche Reihe F(«, ß, y, x) als 
Definition der P-Function ausgesprochen sind *). Sie weicht von der 
P-Funetion darin ab, dass die Summe der Exponenten — 1 ist, nicht 
+ 1 wie bei P. 

Man kann die Function Q mit Hülfe einer Funetion P und ihrer 
ersten Derivirten ausdrücken. Zunächst ist nemlich 


*) Beiträge zur Theorie der durch die Gauss’sche Reihe F'(«, ß, y, «) dar- 
stellbaren Functionen. (S. 62 dieser Sammlung.) 
BıEMAnN’s gesammelte mathematische Werke. I. 20 
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1 @ 1 y Di an ee Ara. 0 
se ae 2 z 
wr Se mt Saal ee. & 
5) r 





Setzt man nun 





2 


—P 
s en a 





0 1 0 | 
Et; 


so lassen sich die Constanten a, b, c so bestimmen, dass 


1 @ 


(6) ne LE (a+b)o+e(l—) =) 


wird. In der That hat man nur diesen Ausdruck in die Differential- 
gleichung (c) einzusetzen und die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
für 6 zu beachten, um zu der Gleichung zu gelangen 


do, _ „ds, 
Er Hr -n)FO 
Fi)=a(a+e)(—N+(a+b)(a+d— et 
ee) ( ER an ber e) ( er ira e): 
Vermöge der Eigenschaften der Function 6 kann man setzen 
ds, 
He] — Si-r (a 6 =) -1, 


und folglich muss F(t)=g(f) sein. Hieraus ergeben sich drei Be- 
dingungsgleichungen für a, b, c, die eine sehr einfache Form an- 
nehmen, wenn man l 


a+zc=p, b — IE gang, a+b— Lc=— 
setzt. Die Bedingungsgleichungen lauten dann 
p—aaptırtr’— a 
a—-BpteıtnN?=t, 


vpy@otı+n- 
Mit Hülfe der Function 





ie, Bi 302 
2 2 A 

i=P & ß 1 2) 
2 


deren Zweige A, und A, der Differentialgleichung genügen 
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di, da, 


4, dlogt 4 dlogt 1, 
kann man % noch einfacher ausdrücken, nemlich 

| dA 
HE (Hate N): 


Es würde nicht schwer sein, die einzelnen Zweige der Function % 
in der Form von bestimmten Integralen herzustellen. Der Weg dazu 
ist in art. VII. der Abhandlung über die Function P vorgezeichnet. 


In dem besondern Falle, dass die drei begrenzenden geraden Linien 


den Coordinatenaxen parallel laufen, ta=ß=y= > Dann er- 


hält man 


=r.d04 AN. 0 —t 0 
erh) ler nt 
oh 
Der Zweig A, dieser Function ist 
i—1 RT E 
= we V e +(ht— 1) const., 
und daraus ergiebt sich 


B-Varc-DYVerE-1 (pt -L-veN), 


1 BE MEN 
pt (t—1) V#-( yo ip+gt- + VIE)! 
Mit Hülfe dieser beiden Functionen lassen sich dX, dY, dZ folgender- 


massen ausdrücken 








det 


2 ei — t)? 2 
i 
ı=—— (k A) 
: 1 dt 
dZ= SEIN ry (k} + k}) Pa — 5 


X-pta- N Yes + rtatN VI 


nt 
++ tn, 
) iT=--ß-4+ntd—(p+g4nNt 


} 
@tat+ tan, 


Z=-p- +? A-W+R@ß + NAH 


+3@p+ at pt at log +. 


20* 








» 
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Wenn p, q, r reell sind, so geben die doppelten Coeffieienten von 
‘ in den drei Grössen rechts die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes der Fläche. 


18. 

Die Begrenzung bestehe aus vier sich schneidenden geraden Linien, 
die man erhält, wenn von den Kanten eines beliebigen Tetraeders 
zwei nicht zusammenstossende weggelassen werden. Die Abbildung 
auf der Kugeloberfläche ist ein sphärisches Viereck, dessen Winkel 
an, Pt, ya, ön sein mögen. Es ergiebt sich 

ER Udt 
 VE-al-HE-oHl-a YVAU’ 
wenn die reellen Werthe t=a, b, ce, d die Punkte der t-Ebene be- 
zeichnen, in welchen sich die Eckpunkte des Vierecks abbilden. 


Soll die in $. 14 entwickelte Methode zur Bestimmung von 7 
angewandt In so hat man hier speciell p(t) =1, y(t) = Aft), 


dv dv 
hyn Am VE 


Die Functionen k, und k, genügen der Differentialgleichung 
dk, dk, 
huhu n] 
und sind particuläre Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
4 d’k _ (ea — Aa) er (BB — HA) 
a TS t—a t—d 
A 98 -- HAdd)“ 
Hua: El REN mr KR 3 
Die Function F'(t) des $. 14 ist hier vom zweiten Grade, aber die 
Üoefficienten von £? und von t sind gleich Null, also h eine Constante. 
In der letzten Gleichung hat man auf der linken Seite t als unab- 


hängige Variable en und erhält 

dk 
(h) * (Air +30) 
ee ne 2 e er = an SUB wi = CB Sehr De VER | 
als die Ag a welcher k ee leisten 
muss. 

Sind x, y, 2 als en von £ wirklich ausgedrückt, so treten 
in der Lösung noch 16 unbestimmte reelle Constanten auf, nemlich 
die vier Grössen a, b, c, d, von denen wie oben, drei beliebig ange- 
nommen werden können, die vier Grössen «, ß, y, d, die Grösse h, 





folglich v = —; und 


T 
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ferner 6 reelle Constanten in dem Ausdrucke für n, ein constanter 
Factor in du und je eine additive Constante in x, y, 2. Zur Bestim- 
mung dieser 16 Grössen sind 16 Bedingungsgleichungen vorhanden, 
nemlich 4 Gleichungen, welche ausdrücken, dass die vier Begrenzungs- 
linien in der Ebene der n sich auf der Kugel in grössten Kreisen ab- 
bilden, und 12 Gleichungen, welche aussagen, dass «, y, 2 in den 4 
Eckpunkten gegebene Werthe haben. 

In dem speeiellen Falle eines regulären Tetraeders ist die Abbil- 
dung auf der Kugel ein regelmässiges Viereck, in welchem jeder Winkel 
— 7. Die Diagonalen halbiren sich und stehen rechtwinklig auf ein- 
ander. Die den Eckpunkten diametral gegenüberliegenden Punkte der 
Kugeloberfläche sind die Ecken eines congruenten Vierecks. Zwischen 
beiden liegen vier dem ursprünglichen ebenfalls congruente Vierecke, 
die je zwei Eckpunkte mit dem ursprünglichen, zwei mit dem gegen- 
überliegenden gemein haben. Diese sechs Vierecke füllen die Kugel- 
oberfläche einfach aus. Es wird also Ahoer eine ‚algebraische Function 
von n sein. { 00 EP BU T) 

Man kann die gesuchte Minimalfläche über ihre ursprüngliche 
Begrenzung dadurch stetig fortsetzen, dass man sie um jede ihrer 
Grenzlinien als Drehungsaxe um 180° dreht. Längs einer solchen 
Grenzlinie haben dann die ursprüngliche Fläche und die ‚Fortsetzung 
gemeinschaftliche Normalen. Wiederholt man die Construction an den 
neuen Flächentheilen, so lässt sich die ursprüngliche Fläche beliebig 
weit fortsetzen. Welche Fortsetzung man aber auch betrachte, immer 
bildet sie sich auf der Kugel in einem der sechs congruenten Vierecke 
ab. Und zwar haben die Abbildungen von zwei Flächentheilen eine 
Seite gemein oder sie liegen einander gegenüber, je nachdem die 
Flächentheile selbst in einer Grenzlinie an einander stossen oder an 
gegenüberliegenden Grenzlinien eines mittleren Flächentheils gelegen 
sind. In dem letzteren Falle können die betreffenden Flächentheile 
durch parallele Verschiebung zur Deckung gebracht werden. Daher 


2 = : : ei £ 
muss ) unverändert bleiben, wenn n mit — = vertauscht wird. 


Legt man den Pol (n=0) in den Mittelpunkt eines Vierecks, 
den Anfangsmeridian durch die Mitte einer Seite, so ist für die Eck- 
punkte dieses Vierecks 


re BI he 
ee ee x 
und r 
RE Free 
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Punkte, denen entgegengesetzte Werthe von n angehören, haben die- 
s 2 ; 
selbe x-Coordinate. Es muss also (1) bei der Vertauschung von 


n mit — n unverändert bleiben. Hiernach erhält man 





Eh rn Oi, 
(216;) Vhtntı 14 
Die Constante CO, muss reell sein, damit du? in der Begrenzung 
reelle Werthe besitze. 


Zu demselben Resultate gelangt man auf dem folgenden Wege. 
Die Substitution 


"+n7?-—-2ySi 3 12 — 1\? 
ran =(eH1) 
liefert auf der t-Ebene eine Abbildung, die von einer geschlossenen 
überall stetig gekrümmten Linie begrenzt wird. Die Rechnung zeigt, 
dass dlogt in der Begrenzung rein imaginär ist. Folglich ist die 
Abbildung der Begrenzung in der t-Ebene ein Kreis um den Mittel- 


punkt 2=0. Der Radius dieses Kreises it = 1. Den Eckpunkten 


ri 





n=+tigze' 
entspricht = + 1, den Eckpunkten 
— 1 
= tige‘ 


entspricht = + i. Geht man an irgend einer dieser vier Stellen 
‚durch das Innere der Minimalfläche von einer Grenzlinie zur folgenden, 
so ändert sich dabei der Arcus von dt um x. Daher kann man, wie 
in $. 13., auch hier setzen 

du _ Q, 

e ve-ne+n 
und es muss (} rein imaginär sein, damit du? in der Begrenzung reell 


ausfalle. Es findet sich (, =3YV3 0? i. 


. 4 2 
Dieser Ausdruck stimmt mit dem vorher aufgestellten für (2) ; 








Zur weitern Vereinfachung nehme man 
BE =), Pte 
und beachte, dass 
nl dlogy = (z) A da 


Dann ergiebt eine sehr einfache Rechnung 
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fan ar a 0/7 an’ 
: ER, y do, 
Be - (ie) (n- Del Bug russ 75 


I: £f-88233 2 do 
me (dis) (n+,) alone | u) Gene 


wenn 0 =— + (1—iY3) eine dritte Wurzel der Einheit bezeichnet. 























Die reelle Constante U = rn C, bestimmt sich aus der gegebenen Länge 


der Tetraederkanten. 


19. 


Endlich soll noch die Aufgabe der Minimalfläche für den Fall 
behandelt werden, dass die Begrenzung aus zwei beliebigen Kreisen 
besteht, die in parallelen Ebenen liegen. Dann kennt man die Richtung 
der Normalen in der Begrenzung nicht. Daher lässt sich diese auch 
nicht auf der Kugel abbilden. Man gelangt aber zur Lösung der 
Aufgabe durch die Annahme, dass alle zu den Ebenen der Grenzkreise 
parallel gelegten ebenen Schnitte Kreise seien. Und es wird sich zeigen, 
dass unter dieser Annahme der Minimalbedingung Genüge geleistet 
werden kann. 

Legt man die «-Axe rechtwinklig gegen die Ebenen der Grenz- 
kreise, so ist die Gleichung der Schnitteurve in einer parallelen Ebene 
(k) F=P?+2+20y+2ß+y=0, 


und «, ß, y sind als Functionen von x zu bestimmen. Zur Abkürzung 


werde 
Vaart -+ 
= 


TEL ER sin r cos u sinr sın ” 
SE dx’ en oy N r 





gesetzt, so dass 





ist. Dann lässt sich die Bedingung des Minimum in die Form bringen 


(nE) on (7) „) 
Et Kr _, 


oder nach Ausführung der Differentiation 


EFrLE+R HERAN FH tR— N) 


+42 F+@+R—)=0. 
Schreibt man @ + ß?—y=— g und beachtet, dass F= 0 ist, 
so geht die letzte Gleichung über in 
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®F AFdg 

(Ü) GT Ian t?27= 0 

und giebf nach einmaliger Integration 


1 oF dx 
Er + I + const. = (. 


Die Integrationsconstante ist von « unabhängig. Nimmt man anderer- 


seits Fi - unabhängig von y und z, so muss die Integrationsconstante 


eine lineäre Function von y und z sein, weil in eine solche ist. 
Man hat also 
a r2 [+ Bay + 202 + const. = 0. 


Vergleicht man damit das Resultat der directen Differentiation von F, 
nemlich 


so ergiebt sich 


und wenn man J gdz = m setzt: 


(e=—-am+dß=—Iım-+e. 
Hiernach hat man 


oF dy 

0. 2009 — 2bge 4 zn 

0?F 5 dq on. 84 d?y 
DER EN EN 


und diese Ausdrücke sind in die Gleichung (2) einzuführen. Nach ge- 
höriger Hebung erhält man 


d’y dq dy en 
1 12°” dada t 21 =, 
eine Gleichung, die sich weiter vereinfacht, wenn man beachtet, dass 
; ; . ) . 
vate+R=dHn) = TE + lm), 
(m) = (a? +) m? — 2(ad+be)m+d: + e. 
Nimmt man hieraus = und , so geht die Differentialgleichung, 


welche die Bedingung des Minimum ausdrückt, über in folgende: 
2 dgq\? 
(m) 1 da: (3) +24+2(@ +) =0. 


Zar Ausführung der Integration setze man = — » und betrachte 


ee 
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q als unabhängige Variable. Dadurch erhält man für p? als Function 
von g eine lineäre Differentialgleichung erster Ordnung, nemlich 


BP P+2g+2@+NP—0 
2 dd a 
oder 





Fe Tr —_ — (+ 4@ +3) du. 


Das Integral lautet 








En, 
(n) FB t@rd)g+Be 
Darin ist für p wieder = zu setzen, wodurch man erhält 
d 
dx me Eee BELL unseren” 
2yqa+2ce? — (a +2’)a’ 
yd 
dm = 2 








2ya+t2e-(@+NP 
Also ergiebt sich 
aq 


fr 
Ihr + 2eg? — (a + bg?’ 


e qdgq 
0 m —= a, 
(0) N EEzmESCES.T, 


y=am—d+YV-—gcosy, 
z=bm—e+Y—qsiny. 
Man hat demnach &, y, z als Functionen von zwei reellen Variabeln 
q und Y ausgedrückt. Die Ausdrücke sind, abgesehen von algebrai- 
schen Gliedern, elliptische Integrale mit der obern Grenze q. Nach 
der oben entwickelten allgemeinen Methode hätte man «, %, 2 erhalten 
als Summen von zwei conjugirten Functionen zweier conjugirten com- 
plexen Variabeln. Danach liegt die Vermuthung nahe, dass diese 
complexen Ausdrücke mit Hülfe der Additionstheoreme der elliptischen 
Functionen sich je in einen einzigen Integralausdruck mit der Varia- 
beln g zusammenziehen lassen. 
Und dies ist leicht zu bestätigen. Man hat nemlich aus den For- 
meln für die Richtungscoordinaten r und @ der Normalen 























an WIRT _utsitetbi_ am 
n OF OF. y-zsite— fh 
0y da 


Verbindet man damit die Definitionsgleichung von g, nemlich: 


ytite+H) y-ite- = —g, 


so ergiebt sich 
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yHÄa+a+W-- nn, 


Wa +e-d--n. 


Ferner hat man z 








eF 

= 0% Sa. — 2bq (2 
EA Ei Cr Ip —2aq Wr 2bg (@-+B)} 
; ey 02 
oder 

1 Ne cos 7 — sin I 1 

ce ge = —— [9 — 2ay(y-+ a) — 2bg(z 
Fr KL TR vezt q(y+e) ga@+B)} 


Auf der rechten Seite sind für y+ « und 2 + ß die eben gefundenen 
Ausdrücke in n und n’ einzuführen. Dadurch geht die Gleichung über 
in folgende: 2 


lernen) 
ey: (Vor -—): 


2 
Quadrirt man beide Seiten dieser Gleichung und setzt für r, seinen 


Werth aus (n), so ergiebt sich nach gehöriger Reduction 
© | LAT HI CE Se res 
-a|[«+ (2) a) | + Ver + 
RE 1 
— 8c— 2(a + bi) (m ya ae 


Die so gefundene Gleichung, welche den Zusammenhang” von q, 7, 
angiebt, kann man als Integral einer Differentialgleichung für 7 und 7 
ansehen und y als Integrationsconstante auffassen. Die Differential- 
gleichung ergiebt sich durch unmittelbare Differentiation in folgender 


Form 
+) 


u R er van. 
-V=4(a+5) 6-10 @)))]. 
+ et) | 
+Y=1 ((e + bi) @k - (a— bi) y)]- 


Mit Hülfe der primitiven Gleichung (p) lassen sich aber die Factoren 


von - und - anders ausdrücken. Man braucht nur die linke Seite 
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von (p) in zweifacher Weise zu einem vollständigen Quadrat zu er- 
gänzen, indem man das fehlende doppelte Product das eine mal positiv, 
das andere mal negativ hinzufügt. Dadurch erhält man 


(Von +7) + Vale +la VE a) Y3) 
— +2 V[2e+ (a +9)1— (@— bin], 
Var +7) -Vaale+59 VL -a-Y%) 
— +2 Ve + a4, —(a+b37]- 


Nimmt man die Quadratwurzeln mit gleichen Vorzeichen, so geht die 
Differentialgleichung über in 











Ga Ber, dn = 

h anV 2c+ +94 —w— bon 
2) + dm 6m RSS . 

nV 2c+(a— 0); — (a+bi) 7 


Ihr Integral in algebraischer Form ist in der Gleichung (p) ausgesprochen 
oder, was auf dasselbe hinauskomnt, in den beiden Gleichungen 


Ta (+nn)=VnTla+ bi) + 2en — (a — bi) n?] 

() + Vnlla = bi) # 2en — (at bi) 7), 
V- a(a+bi)n —(a—bi)n)= HTDERER —(a— bi) n?] 
— Ynlla—b)+2en®-(a+bi)n?). 


In transscendenter Form lautet das Integral 






































const, — s: Ren: 
(s) 2Ynla +) +2en— (a — om] 
if “ 
2Yn [a — db) +2en —(a+bön?]' 
und die Integrationsconstante lässt sich ausdrücken 
const. = f BR. ? 
2ygali + 2eq — (a? + b°)g?] 
was aus der Gleichung (r) leicht hervorgeht, wenn man n oder n' con- 
stant und zwar = (0 nimmt. Man erkennt darin das Additionstheorem 
der elliptischen Integrale erster Gattung. 

















AV. 


Mechanik des Ohres. 
(Aus Henle und Pfeuffer's Zeitschrift für rationelle Medicin, dritte Reihe, Bd. 29.)*) 


1. Ueber die in der Physiologie der feineren Sinnesorgane anzuwen- 
dende Methode. 


Für die Physiologie eines Sinnesorganes sind ausser den allge- 
meinen Naturgesetzen zwei besondere Grundlagen nöthig, .eine psycho- 
physische, die erfahrungsgemässe Feststellung der Leistungen des 
Organes, und eine anatomische, die Erforschung seines Baues. 

Es sind demnach zwei Wege möglich, um zur Kenntniss seiner 
Funetionen zu gelangen. Man kann entweder vom Baue des Organes 
ausgehen und hieraus die Gesetze der Wechselwirkung seiner Theile 
und den Erfolg äusserer Einwirkungen zu bestimmen suchen, 

oder man kann von den Leistungen des Organes ausgehen und 
diese zu erklären versuchen. 

Bei dem ersten Wege schliesst man von gegebenen Ursachen auf 
die Wirkungen, bei dem zweiten sucht man zu gegebenen Wirkungen 
die Ursachen. 

Man kann mit Newton und Herbart den ersten Weg den syn- 
thetischen, den zweiten den analytischen nennen. 


Synthetischer Weg. 


Der erste, Weg liegt dem Anatomen am nächsten. Mit der Unter- 
suchung der einzelnen Bestandtheile des Organs beschäftigt, fühlt er 





*) Der grosse Mathematiker, den ein früher Tod unserer Hochschule und der 
Wissenschaft entriss, beschäftigte sich, angeregt durch die von Helmholtz be- 
gründete neue Lehre von den Tonempfindungen, in seinen letzten Lebensmonaten 
mit der 'I'heorie des Gehörorgans. Was sich darüber aufgezeichnet in seinen Pa- 
pieren vorfand und hier mitgetheilt wird, berührt allerdings nur einen kleinen und 
minder wesentlichen Theil der Aufgabe; doch rechtfertigt sich ohne Zweifel die 
Veröffentlichung dieses Fragments durch die Bedeutung des Verfassers und durch 
den Werth seiner Aussprüche, wie seines Beispiels für die methodische Behand- 
lung des Gegenstandes. Den ersten Abschnitt und den grössten Theil des zweiten 
hat der Verf. in Reinschrift hinterlassen; der Schluss des zweiten, vom letzten Ab- 
satze auf S. 326 an, wurde aus zerstreuten Blättern und Sätzen, in welchen R. 
seine ersten Entwürfe niederzulegen pflegte, zusammengestellt. Die Bemerkung, 
in welcher er sich gegen die Helmholtz’sche Theorie von den Bewegungen des 
Öhres erklärt, würde erst durch seine eigene Ausführung verständlich geworden 
sein; Riemann’s gesprächsweise Aeusserungen lassen vermuthen, dass die Ver- 
schiedenheit der beiderseitigen Ansichten erst bei dem Problem der Uebertragung 
der Schallschwingungen auf die Organe der Schnecke hervorgetreten sein würde, 
und dass R. das dabei zu lösende mathematische Problem als ein hydraulisches 
aufgefasst habe. Schering. Henle. 
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sich veranlasst, bei jedem einzelnen Theile zu fragen, welchen Einfluss 
er auf die Thätigkeit, des Organs haben möge. Dieser Weg würde 
auch in der Physiologie der Sinnesorgane mit demselben Erfolg ein- 
geschlagen werden können, wie in der Physiologie der Bewegungs- 
organe, wenn die physikalischen Eigenschaften der einzelnen Theile 
sich bestimmen liessen. Die Bestimmung dieser Eigenschaften aus den 
Beobachtungen bleibt aber bei mikroskopischen Objecten immer mehr 
oder weniger ungewiss und jedenfalls im höchsten Grade ungenau. 

Man ist daher zu einer Ergänzung nach Gründen der Analogie 
oder Teleologie genöthigt, wobei die grösste Willkür unvermeidlich ist, 
und aus diesem Grunde führt das synthetische Verfahren in der Phy- 
siologie der Sinnesorgane selten zu richtigen und jedenfalls nicht zu 
sichern Ergebnissen. 

Analytischer Weg. 

Bei dem zweiten Wege sucht man zu den Leistungen des Organes 
die Erklärung. 

Das Geschäft zerfällt in drei Theile. 

1. Das Aufsuchen einer Hypothese, welche zur Erklärung der 
Leistungen genügt. 

2. Die Untersuchung, in wie weit sie zur Erklärung noth- 
wendig ist. 

3. Die Vergleichung mit der Erfahrung, um sie zu bestätigen 
oder zu berichtigen. 

I. Man muss das Instrument gleichsam nacherfinden und in so 
fern die Leistungen des Organs als Zweck, seine Schöpfung als Mittel 
zu diesem Zweck betrachten. Aber der DRK ist kein vermutheter, 
sondern ein durch die Erfahrung gegebener, und wenn man von der 
Herstellung des Organs absieht, kann der Begriff der Endursachen ganz 
ausser dem Spiele bleiben. 

Zu den thatsächliehen Leistungen des Organs sucht man in dem 
Baue des Organs die Erklärung. Bei dem Aufsuchen dieser Erklärung 
hat man zuvörderst die Aufgabe des Organs zu analysiren; hieraus wer- 
den sich eine Reihe von seeundären Aufgaben ergeben, und erst nach- 
dem man sich überzeugt hat, dass sie gelöst sein müssen, sucht man 
die Art und Weise, wie sie gelöst sind, aus dem Baue des Organs 
zu schliessen. 

II. Nachdem aber eine Vorstellung gewonnen worden ist, welche 
zur Erklärung des Organs ausreicht, darf man nicht unterlassen zu 
untersuchen, in wie weit sie zur Erklärung nothwendig ist. Man 
muss sorgfältig unterscheiden, welche Voraussetzungen unbedingt oder 
vielmehr in Folge unbezweifelter Naturgesetze nothwendig sind, und - 
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welche Vorstellungsarten vielleicht durch andere ersetzt werden können, 
das ganz willkürlich Hinzugedachte aber ausscheiden. Nur auf diese 
Weise können die nachtheiligen Folgen der Benutzung von Analogien 
bei dem Aufsuchen der Erklärung beseitigt werden, und auf diese 
Weise wird auch die Prüfung der Erklärung an der Erfahrung (durch 
Aufstellung von zu beantwortenden Fragen) wesentlich erleichtert. 
III. Zur Prüfung der Erklärung an der Erfahrung können theils 
die Folgerungen dienen, die sich aus ihr für die Leistungen des Organs 
ergeben, theils die bei dieser Erklärung vorauszusetzenden physikali- 
schen Eigenschaften der Bestandtheile des Organs. Was die Leistungen 
des Organs betrifft, so ist eine genaue Vergleichung mit der Erfahrung 
äusserst schwierig, und man muss die Prüfung der Theorie meist auf 
die Frage beschränken, ob kein Ergebniss eines Versuchs oder einer 
Beobachtung ihr widerspricht. Was dagegen die Folgerungen über die 
physikalischen Eigenschaften der Bestandtheile betrifft, so können diese 
von allgemeiner Tragweite sein und zu Fortschritten in der Erkenntniss 
der Naturgesetze Anlass geben, wie dies z. B. bei dem Aufsuchen der 
Erklärung der Achromasie des Ange durch Euler der Fall war. 


Für die beiden eben einander gegenübergestellten Forschungsweisen 
gelten übrigens die Bezeichnungen synthetisch und analytisch nur a 
potiori. Genau genommen ist weder eine rein synthetische, noch eine 
rein analytische Forschung möglich. Denn jede Synthese stützt sich 
auf das Ergebniss einer vorausgehenden Analyse und jede Analyse 
bedarf zu ihrer Bestätigung oder Berichtigung durch die Erfahrung 
der nachfolgenden Synthese. Bei dem ersten Verfahren bilden die all- 
gemeinen Bewegungsgesetze das vorausgesetzte Ergebniss einer früheren 
Analyse. 





Das erste vorzugsweise synthetische Verfahren ist für die Theorie 
der feinern Sinnesorgane deshalb zu verwerfen, weil die Voraus- 
setzungen für die Anwendbarkeit des Verfahrens zu unvollständig er- 
füllt sind, die Ergänzung der Voraussetzungen durch Analogie und 
Teleologie hier aber völlig willkürlich bleibt. 

Bei dem zweiten vorzugsweise analytischen Verfahren kann die 
Hülfe der Teleologie und Analogie zwar auch nicht ganz entbehrt, 
wohl aber bei ihrer Benutzung die Willkürlichkeit vermieden werden, 
indem man 

1) die Anwendung der Teleologie auf die Frage beschränkt, durch 
welche Mittel die thatsächlichen Leistungen des Organs ausgeführt 
werden, nicht aber bei den einzelnen Bestandtheilen des Organs die 
Frage nach dem Nutzen aufwirft; 


“ 
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2) die Anwendung von Analogien (das „Dichten von Hypothesen“) 
sich zwar nicht, wie Newton will, gänzlich versagt, aber hinterher 
die Bedingungen, die zur Erklärung der Leistungen des Organs erfüllt 
sein müssen, heraushebt, und die zur Erklärung nicht nöthigen Vor- 
stellungen, welche durch Benutzung der Analogie herbeigeführt worden 
sind, davon absondert. 

Nach diesen Prineipien müssen nun für unsern Zweck zuvörderst 
‘die Leistungen des Gehörorgans festgestellt werden. Mit welcher 
Schärfe, Feinheit und Treue das Ohr die Wahrnehmung des Schalles, 
seines Klanges und Tones, seiner Stärke und Richtung vermittelt, 
dieses muss durch Beobachtung und Versuch so genau, wie irgend 
möglich, bestimmt werden. 

Ich setze diese Thatsachen als bekannt voraus. In dem Buche 
„die Lehre von den Tonempfindungen als physiologische Grundlage 
für die Theorie der Musik“ von Helmholtz, findet man die Fort- 
schritte zusammengestellt, welche in der so äusserst schwierigen Er- 
mittelung der Thatsachen, die die Wahrnehmung der Töne betreffen, _ 
in neuester Zeit gemacht worden sind und zwar vorzüglich von Helm- 
holtz selbst. 

Da ich den Folgerungen, welche Helmholtz aus den Versuchen 
und Beobachtungen zieht, entgegen zu treten vielfach genöthigt bin, 
so glaube ich um so mehr gleich hier aussprechen zu müssen, wie 
sehr ich die grossen Verdienste seiner Arbeiten über unsern Gegenstand 
anerkenne. Sie sind aber meiner Ansicht nach nicht in seinen Theorien 
von den Bewegungen des Ohres zu suchen, sondern in der Verbesserung 
der erfahrungsmässigen Grundlage für die Theorie dieser Bewegungen. 

Ebenso muss ich auch den Bau des Ohres hier als bekannt voraus- 
setzen, und bitte den geneigten Leser, nöthigenfalls ein mit Abbildungen 
versehenes Handbuch der: Anatomie zur Hülfe zu nehmen. Die Er- 
gebnisse der neuesten Forschungen über den Bau der Schnecke und 
des Ohres überhaupt findet man dargestellt in der vor Kurzem er- 
schienenen dritten Lieferung des zweiten Bandes von Henle’s Hand- 
buch der Anatomie des Menschen. 

Ich betrachte es hier allein als meine Aufgabe, jene psychophysi- 
schen Thatsachen aus diesen anatomischen Thatsachen zu erklären. 

Die Theile des Ohres, die für unsern Zweck in Betracht kommen, 
sind die Paukenhöhle und das Labyrinth, welches aus dem Vorhofe, 
den Bogengängen und der Schnecke besteht. Wir verfahren nun so, 
dass wir zunächst aus dem Baue dieser Theile zu schliessen suchen, 
was jeder derselben zu den Leistungen des Ohres beitragen möge, dann 
aber bei jedem einzelnen Theile wieder von-der durch ihn zu lösenden 
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Aufgabe ausgehen und zunächst die Bedingungen aufsuchen, deren 
. Erfüllung zu einer genügenden Lösung der Aufgabe erforderlich ist. 


2. Paukenhöhle. 


Man hat längst erkannt, dass der Apparat in der Paukenhöhle 
die Wirkung hat, den Druck der Luft auf das Labyrinthwasser ver- 
stärkt zu übertragen. 

Nach den oben entwickelten Prineipien müssen wir nun aus den 
in der Erfahrung gegebenen Leistungen des Organs die Bedingungen 
ableiten, welche bei dieser Uebertragung erfüllt werden müssen. Es 
ergeben sich diese vorzüglich aus der Feinheit des Ohres in der Wahr- 
nehmung des Klanges und aus der grossen Schärfe, welche das Ohr, 
zumal das unverkümmerte Ohr des Wilden und des Wüstenbewohners, 
besitzt. Versteht man unter Klang die Beschaffenheit des Schalles, 
welche von Stärke und Richtung desselben unabhängig ist, so wird 
diese offenbar durch den Apparat völlig treu mitgetheilt, wenn er die 
Druckänderung der Luft in jedem Augenblick in constantem 
Verhältniss vergrössert auf das Labyrinthwasser überträgt. 

Es ist unverfänglich, dies als Zweck des Apparats anzusehen, 
wenn man nur dabei nicht unterlässt, zugleich aus den Leistungen des 
Ohres zu bestimmen, wie weit man durch die Erfahrung berechtigt d.h. 
genöthigt ist, die wirkliche Erfüllung dieses Zwecks vorauszusetzen. 

Wir wollen dies sogleich thun, vorher jedoch für die Beschaffen- 
heit der Druckänderung, von welcher der Klang abhängt, einen mathe- 
matischen Ausdruck suchen. Die Curve, welche die Geschwindigkeit 
der Druckänderung als Function der Zeit darstellt, bestimmt die Schall- 
welle vollständig bis auf ihre Richtung, also auch Stärke und Klang 
des Schalles. Nimmt man nun statt dieser Geschwindigkeit den Loga- 
rithmus von dieser Geschwindigkeit, oder wenn man lieber will, von 
deren Quadrat, so erhält man eine Curve, deren Form von Richtung 
und Stärke des Schalles unabhängig ist, die aber den Klang vollständig 
bestimmt und daher „Klangeurve“ heissen möge. 

Löste der Apparat seine Aufgabe vollkommen, so würden die 
Klangeurven des Labyrinthwassers mit den Klangeurven der Luft völlig 
übereinstimmen. Durch die Feinheit des Ohres in der Wahrnehmung 
des Klanges halten wir uns nun zu der Annahme berechtigt, dass die 
Klangeurve durch die Uebertragung nur sehr wenig geändert werde 
und also das Verhältniss zwischen den gleichzeitigen Druckänderungen 
der Luft und des Labyrinthwassers während eines Schalles sehr 
nahe constant bleibe. 2 

Eine langsame Verärderlichkeit dieses Verhältnisses ist damit sehr 
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wohl vereinbar und wahrscheinlich. Sie würde nur eine Veränderlich- 
keit des Ohres in der Schätzung der Schallstärke zur Folge haben, deren 
Annahme die Erfahrung durchaus nicht verbietet. Würde die Klang- 
curve merklich geändert, so scheint eine solche Feinheit des Gehörs, 
wie sie sich z. B. in der Wahrnehmung geringer Verschiedenheiten der 
Aussprache zeigt, mir kaum denkbar. Die unmittelbare Beurtheilung 
der Feinheit der Klangwahrnehmungen und besonders die Schätzung 
der den Klangverschiedenheiten entsprechenden Verschiedenheiten der 
Klangeurve bleibt freilich immer sehr subjectiv. 

Die Verschiedenheit des Klanges dient uns aber auch, die Ent- 
fernung der Schallquelle zu schätzen. Von dieser Klangverschiedenheit 
können wir die mechanische Ursache, die Veränderung der Klangeurve bei 
der Fortpflanzung des Schalles in der Luft durch Rechnung bestimmen. 

Wir können indess dies hier nicht weiter verfolgen und wollen 
von dem Uebertragungsapparat nur fordern, dass er keine groben Ent- 
stellungen des Klanges bewirke, obgleich wir glauben, dass seine Treue 
viel grösser ist, als man gewöhnlich annimmt. 

I. Der Apparat in der Paukenhöhle (im unverkümmerten Zu- 
stande) ist ein mechanischer Apparat von einer Empfindlichkeit, die 
Alles, was wir von Empfindlichkeit mechanischer Apparate kennen, 
himmelweit hinter sich lässt. 

In der That ist es durchaus nicht unwahrscheinlich, dass durch 
denselben Schallbewegungen treu mitgetheilt werden, die so klein sind, 
dass sie mit dem Mikroskop nicht wahrgenommen werden könnten. 

Die mechanische Kraft der schwächsten Schälle, welche das Ohr 
noch wahrnimmt, lässt sich freilich kaum direet sChätzen; aber man 
kann mit Hülfe des Gesetzes, nach welchem die Stärke des Schalles 
bei seiner Verbreitung in der Luft abnimmt, zeigen, dass das Ohr 
Schälle wahrnimmt, deren mechanische Kraft Millionen Mal kleiner ist, 
als die der Schälle von gewöhnlicher Stärke. | 

In Ermangelung anderer von Fehlerquellen freier Beobachtungen 
berufe ich mich auf die Angabe von Nicholson, nach welcher das 
Rufen der Schildwachen von Portsmouth 4 bis 5 englische Meilen weit 
zu Ride auf der Insel Wight bei Nacht deutlich gehört wird. Wenn 
man erwägt, welche Vorrichtungen Colladon nöthig hatte, um die 
Verbreitung des Schalles im Wasser wahrzunehmen, so wird man zu- 
geben, dass von einer erheblichen Verstärkung des Schalles durch Fort- 
pflanzung im Wasser nicht die Rede sein kann und dass hier in der 
That die mechanische Kraft des Schalles umgekehrt proportional dem 
Quadrat der. Entfernung und wahrscheinlich noch schneller abnimmt. 
Da die Entfernung von 4 bis 5 Meilen etwa 2000 Mal so gross ist 


RIEMAnN’s gesammelte mathematische Werke. I, 21 
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als die Entfernung von 8 bis 10 Fuss, so ist die mechanische Kraft der 
das Trommelfell treffenden Schallwellen hier vier Millionen Mal kleiner, 
als in der Entfernung von 8 bis 10 Fuss von der Schildwache und die 
Bewegungen sind 2000 Mal kleiner. Man muss zugeben, dass bei den 
Schall-Empfindungen durchaus nichts von Verhältnissen, wie 1 zu 
1000 Millionen oder 1 zu Tausend bemerkt wird. Nach den neueren 
Untersuchungen über das Verhältniss der psychischen Schätzung der 
Schallstärken zum physischen oder mechanischen Mass der Schallstärke 
bildet dies jedoch durchaus keinen Einwand gegen die eben erhaltenen 
Resultate. Wahrscheinlich ist dies Abhängigkeitsverhältniss gerade so, 
wie das unserer Schätzung der Lichtstärke oder Grösse der Fixsterne 
zu der mechanischen Kraft des uns von ihnen zugesandten Lichtes. 
Hier hat man bekanntlich aus den Stern-Aichungen geschlossen, dass 
die mechanische Kraft des Lichtes im geometrischen Verhältnisse ab- 
nimmt, wenn die Grösse des Fixsternes in arithmetischer Reihe steigt. 

Theilte man dem analog die Schälle, von denen von gewöhnlicher 
Stärke bis zu den eben noch wahrnehmbaren, in Schälle von der ersten 
bis zur achten Grösse, so würde die mechanische Kraft für die Schälle 
zweiter Grösse etwa '/,, für die dritter Yo, »..., für die achter 
/io0ooooo, den zehn Millionten Theil so gross sein, als für die Schälle 
erster Grösse, und die Weite der Bewegungen würde für die Schälle 
erster, dritter, fünfter, siebenter Grösse sich wie 1: Y,, : Yıoo : Yıooo VEr- 
halten. 

Ich habe oben bei der Betrachtung der das Ohr treffenden Schall- 
wellen vor dem Trommelfell Halt gemacht, weil Einige eine Dämpfung 
der stärkeren Schälle (durch Spannung des Trommelfells?) annehmen. 
Ich muss jedoch gestehen, dass mir diese Meinung als eine völlig will- 
kürliche Vermuthung erscheint. Es mögen allerdings, wenn ein star- 
ker Knall die Membranen des Labyrinths zu verletzen droht, Schutz- 
vorrichtungen wirksam werden; aber ich finde in der Beschaffenheit 
der Gehörseindrücke durchaus nichts Analoges mit dem Beleuchtungs- 
grad des Gesichtsfeldes beim Auge, und wüsste durchaus nicht, was 
eine fortwährend veränderliche Reflexthätigkeit des M. tensor tympani 
für das genaue Auffassen eines Musikstücks nützen sollte. Meiner An- 
sicht nach hat man durchaus keinen Grund, bei dem Schalle in 10 Fuss 
Entfernung von der Schildwache ein anderes Verhältniss zwischen den 
Bewegungen ‘der Luft vor dem Trommelfell und den Bewegungen der 
Steigbügelplatte anzunehmen, als in der Entfernung von 20,000 Fuss; 
aber selbst wenn man eine ziemlich starke Veränderlichkeit der 
Spannung des Trommelfells annimmt, werden unsere Schlüsse dadurch 
nicht beeinträchtigt. Wenn nun die Bewegungen der Steigbügelplatte 
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in der Entfernung von 10 Fuss von der Schildwache wahrscheinlich 
zu den eben mit blossen Augen noch wahrnehmbaren gehören, so wer- | 
den die Bewegungen in der Entfernung von 20,000 Fuss bei einer 
2000fachen Vergrösserung eben wahrnehmbar sein. 

II. Soll der Paukenapparat so kleine Bewegungen treu mittheilen, 
wie er es der Erfahrung nach thut, so müssen die festen Körper, aus 
denen er besteht, an den Stellen, wo sie auf einander wirken sollen, 
völlig genau auf einander schliessen; denn offenbar kann ein Körper 
einem anderen eine Bewegung nicht mittheilen, sobald er um mehr 
als die Weite der Bewegung von ihm absteht. 

Es wird ferner nur ein kleiner Theil der mechanischen Kraft der 
Schallbewegung durch anderweitige Arbeit, wie Spannung von Gelenk- 
kapseln und Membranen, für das Labyrinth verloren gehen dürfen. 

Ein solcher Verlust wird vermieden durch die äusserst geringe 
Breite des freien Randes der Membran des Vorhofsfensters.. Wäre 
dieser Rand breiter, so würden die Schwingungen der Steigbügelplatte 
beinahe ganz durch Schwingungen dieses Randes ausgeglichen werden, 
und auf die Membranen der Schnecke und des Schneckenfensters nur 
eine geringe Wirkung stattfinden. 

Die Wirkung dieses Membranenrandes auf die Steigbügelplatte 
wird wegen der geringen Breite des Randes für die verschiedenen 
Lagen der Steigbügelplatte während der Schallbewegung sehr verschie- 
den sein. Man muss daher, wenn sie den Klang nicht entstellen soll, 
annehmen, dass die Elastieität der Membran sehr gering ist, und die 


"Steigbügelplatte nicht durch sie, sondern durch andere Kräfte in die 


richtige Gleichgewichtslage gebracht wird. 

III. Da die Theile des Paukenapparates, um die erfahrungs- 
gemässe Schärfe des Ohres möglich zu machen, fortwährend mit mehr 
als mikroskopischer Genauigkeit in einander ren müssen, so schei- 
nen Correctionsvorrichtungen wegen der Ausdehnung und Zusammen- 
ziehung der Körper durch die Wärme durchaus unentbehrlich. Die 
Temperaturänderungen mögen innerhalb der Paukenhöhle nur sehr 
klein sein; dass sie aber stattfinden, ist nicht zu bezweifeln. Für die 
Temperaturvertheilung im menschlichen Körper gilt, wenn die äussere 
Temperatur hinreichend lange constant gewesen ist, nahe das Gesetz, 
dass der Abstand der Temperatur an einer beliebigen Stelle des Kör- 
pers von der Hirntemperatur proportional ist dem Abstande der 
äusseren Temperatur von der Hirntemperatur. Dieses Gesetz ergiebt 
sich aus dem Newton’schen und der Voraussetzung, dass der Wärme- 
leitungscoeffieient und die speeifische Wärme innerhalb der in Be- 


tracht kommenden Temperaturen constant sei, eine Voraussetzung, die 
21* 
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wahrscheinlich nahe erfüllt ist. Man kann durch dieses Gesetz aus 
dem Abstande der Temperatur der Paukenhöhle von der Hirntempera- 
tur auf die Temperaturänderungen schliessen. Wenn sich nun auch 
der Temperaturunterschied zwischen Paukenhöhle, und Hirn nicht be- 
stimmen lässt, so kann man doch aus mehreren Gründen, aus den 
Communicationen mit der äusseren Luft durch den äusseren Gehör- 
gang und die Tuba, auch wohl aus der Art und Weise der Blutver- 
sorgung der Paukenhöhle, mit grosser Wahrscheinlichkeit schliessen, 
dass ein merklicher Temperaturunterschied stattfindet. 

Dagegen hat der Pyramidenknochen, weil er den Can. carotieus 
enthält, wahrscheinlich sehr nahe die Temperatur des Hirns, und wir 
müssen daher annehmen, dass -die innere Auskleidung der Pauken- 
höhle ein sehr schlechter Wärmeleiter und Strahler ist. 

Von den übrigen, die Paukenhöhle umgebenden Knochen lässt 
sich freilich wohl nicht behaupten, dass sie eine so hohe Temperatur 
besitzen, wie das Hirn oder die Pyramide. Doch enthalten sie bedeu- 
tende Wärmequellen in Blutleitern, grossen Arterien und Venen und 
sind, wie die Pyramide, durch Schleimhaut und Periost gegen die Aus- 
strahlung in die Paukenhöhle geschützt. Wir dürfen daher annehmen, 
dass ihre Temperatur merklich höher ist als die der Paukenhöhle. 

Wenn nun die äussere Temperatur sinkt, so wird nach dem oben 
angeführten Gesetze der Abstand von der Hirntemperatur allenthalben 
im Körper in demselben Verhältniss (auf das Doppelte) steigen, die 
Paukenhöhle wird sich in Folge dessen merklich, die umgebenden 
Knochen nur sehr wenig abkühlen, und die Gehörknöchelchen werden 
sich merklich zusammenziehen, während die Wände der-Paukenhöhle 
fast ungeändert bleiben. 

Viel mehr als dieses, dass die Gehörknöchelchen sich beim Sin- 
ken der äusseren Temperatur viel stärker abkühlen und zusammen- 
ziehen, als die Wände der Paukenhöhle, dürfte sich über den Einfluss 
der Temperatur auf den Paukenapparat bei unserer gänzlichen Unbe- 
kanntschaft mit den thermischen Eigenschaften seiner Bestandtheile 
nicht feststellen lassen. 

IV. Ich werde nun zunächst die Veränderungen zu bestimmen 
suchen, welche bei einem Sinken der äusseren Temperatur in der Lage 
der @ehörknöchelchen eintreten, damit alle zur Berührung bestimmten 
Theile des Apparates fortfahren, genau auf einander zu schliessen. Der 
Theil des Gehörknöchelsystems, der am unveränderlichsten mit der 
Wand der Paukenhöhle verbunden ist, ist das Ambos-Paukengelenk. 
Durch Abkühlung werden alle Entfernungen in festen Körpern kleiner, 
also auch die Entfernung des Ambos-Steigbügelgelenks von dieser Ge- 
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lenkfläiche. Vom Hammer ist wahrscheinlich das obere Griffende der- 
jenige Theil, welcher, wenigstens parallel dem Paukenfellring, die ge- 
ringsten Verschiebungen zulässt. Da nun bei der Abkühlung die Ent- 
fernung des Ambos-Paukengelenks von dem am unveränderlichsten 
befestigten Punkt des oberen Hammergriffs im Paukenfell nahe unge- 
ändert bleibt, die Entfernungen dieser Punkte vom Ambos-Hammergelenk 
aber beide abnehmen, so muss sich am Ambos-Hammergelenk der Winkel 
zwischen den nach diesen Punkten gehenden Linien etwas weiter öffnen. 

Bei diesen beiden Aenderungen.in der Lage der Gehörknöchelchen 
wird der Hammer ein wenig in der Richtung vorn-median-hinten und 
gleichzeitig (um das Gelenkknöpfehen des Amboses in seiner Höhe zu 
erhalten) sehr wenig in der Richtung vorn-oben-hinten gedreht. Der 
lange Fortsatz des Hammers würde dabei in der Fissur nach oben 
und medianwärts bewegt werden, wenn er gegen Griff und Kopf des 
Hammers eine und dieselbe Lage behielte. Durch die Wirkung der 
Abkühlung wird er aber stärker gekrümmt und dem Hammergriff. 
genähert, so dass er sich während der Temperaturänderung wahrschein- 
lich nur allmählich ein wenig aus der Fissur herausbewegt. 

V. Wir haben eben die Bedingungen aufgestellt, denen die Lage 
der Gehörknöchelehen wahrscheinlich genügt, damit sie fortwährend 
genau auf einander schliessem und dabei weder im Rande der Vor- 
hofsmembran, noch im Paukenfell eine merklich ungleichmässige Span- 
nung erzeugen. Wir fragen nun nach den Mitteln, durch welche 
den Gehörknöchelchen jederzeit die richtige Lage gegeben und gesichert 
wird. (Es wird dies meist durch einander. entgegengesetzte Kräfte 
geschehen, welche bei der richtigen Lage des Knöchelchens sich das 
Gleichgewicht halten und es, wenn es aus ihr entfernt würde, in sie 
zurücktreiben würden.) 

Es ist klar, dass diese in den beiden die Lage der Gehörknöchel- 
chen regulirenden Muskeln, in den Gelenkkapseln, Ligamenten, den 
Schleimhautfalten und den beiden Membranen, mit denen die Gehör- 
knöchelehen verwachsen sind, gesucht werden müssten.. Bei diesem 
Aufsuchen der Ursachen einer bestimmten Wirkung auf die Gehör- 
knöchelchen ergeben sich jedoch, namentlich wenn man die Schleim- 
hautfalten mit in Betracht zieht, oft mehrere Wege zur Erzielung der 
Wirkung als möglich. Um aus diesen verschiedenen Möglichkeiten die 
wahrscheinlichste herauszufinden, ist es vor allen Dingen nöthig, sich 
durch anatomische Untersuchungen an frischen Präparaten ein unge- 
fähres Urtheil über die Elastieität und Spannung der Bänder, Häute ete. 
zu verschaffen, was mir unmöglich ist. Man darf jedoch auch hoffen, 
durch sorgfältige Entwicklung der Consequenzen der verschiedenen 
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Hypothesen bei den falschen auf Unwahrscheinlichkeiten zu stossen 
und diese so zu excludiren. 

Es ist für unsere jetzige Untersuchung zweckmässig, zu unter- 
scheiden zwischen dem lauschenden, zum genauen Hören adaptirten 
Ohr und dem nicht lauschenden Ohr, und für bestimmte Fragen zwi- 
schen dem Ohr des Neugeborenen und des Erwachsenen. Wir machen 
die Unterscheidung zwischen dem lauschenden und nicht lauschenden 
Ohr, wenn die Steigbügelplatte durch den Zug des M. tensor tympani 
ein wenig gegen das Labyrinthwasser gedrückt wird, so dass der Druck 
im Labyrinthwasser ein wenig stärker ist als in der Luft der Pauken- 
höhle; es werden dabei die Theile der festen Körper, deren Berührung 
gesichert werden soll, ein wenig gegen einander gedrückt. Diejenigen 
nun, welche eine solche fortwährende Spannung des Apparates (das 
Paukenfell etwa ausgenommen) für unwahrscheinlich halten, mögen 
annehmen, dass bei den Temperaturänderungen die Gehörknöchelchen 
- durch die Wirkung der Haft- und Gelenkbänder und die allmähliche 
Aenderung der Contraction der Muskeln ihre Lage ändern, ohne gegen 
einander gedrückt zu werden, weil wir gefunden haben, dass nur dann 
das genaue Ineinandergreifen aller Theile des Apparats gesichert ist. 

Es bleibt dann unsere Untersuchung für das lauschende, zum 
genauen Hören absichtlich vorgerichtet# Ohr giltig, während daneben 
doch immer die Möglichkeit bestehen bleibt, dass das Ohr (des Wachenden?) 
fortwährend, wenn auch vielleicht in geringerem Grade, adaptirt ist. 

Der Gehörknöchelapparat besteht aus einem aus zwei Theilen 
(Hammer und Ambos) zusammengesetzten, um eine Axe drehbaren 
Körper und aus einem mit diesem Körper artieulirenden, auf das 
Wasser des Vorhofsfensters drückenden Stempel (dem Steigbügel). 
Das eine Ende der Umdrehungsaxe, der kurze Fortsatz des Amboses, 
ist mittelst des Ambos-Paukengelenks an der hintern Wand der Pau- 
kenhöhle befestigt, das andere Ende, der lange Fortsatz des Hammers, 
ragt, nur von Weichtheilen umgeben, in eine Spalte zwischen dem 
vordern obern Ende des Paukenfellrings und dem Felsenbein und legt 
sich in eine Furche dieses Ringes. (Wenigstens ist es so beim Ohr 
des Neugeborenen.) 

Die Bestimmung der relativen Lage der Gehörknöchelchen gegen 
die Paukenhöhle wird sehr erleichtert durch das Verfahren von Henle, 
die Paukenhöhle sich so gedreht zu denken, dass die Umdrehungsaxe hori- 
zontal von hinten nach vorn geht und das Vorhofsfenster vertical steht. 

Wird der Stiel des Hammers durch Steigerung des Druckes der 
Luft auf das mit ihm verwachsene Trommelfell nach innen getrieben, 
so wird die Basis des Steigbügels gegen die Membran des (ovalen) 


ERTEN 
WE 
. KR 


XVII. Mechanik des Ohres. 327 


Vorhofsfensters gedrückt, der Druck im Labyrinthwasser gesteigert und da- 


durch die Membran des (runden) Schneckenfensters nach aussen getrieben. 

Damit der Apparat die kleinsten Druckänderungen der Luft, in 
stets gleichem Verhältniss vergrössert, dem Labyrinthwasser mitthei- 
len könne, ist es vor allen Dingen nöthig, dass der Druck des 
Steigbügels stets in völlig gleicher Weise auf das Labyrinth- 
wasser wirke. Zu diesem Ende muss 

1.) der Druck der Basis stets Eine und dieselbe Fläche treffen 
und die Richtung der Bewegung unveränderlich sein; 

2.) es dürfen keine Anheftungen des Steigbügels an die Wand des ° 
Vorhofsfensters stattfinden, wenigstens keine solchen, die irgend einen 
merklichen Einfluss auf seine Lage und Bewegung ausüben könnten; 

3.) der Steigbügel darf nie aufhören, gegen die Membran des 
Vorhofsfensters zu drücken. 

Wie man bei einiger Ueberlegung leicht finden wird, würden die 
Druckänderungen der Luft entweder gar nicht oder nach völlig ver- 
änderten Gesetzen auf das Labyrinthwasser wirken, sobald Eine dieser 
Bedingungen verletzt würde. 

Um die Erfüllung der 3. Bedingung zu sichern, muss durch den 
M. tensor tympani, welcher den Hammerstiel nach innen zieht, der 
Druck gegen die Membran des Vorhofsfensters stets auf einer solchen 
Höhe erhalten werden, dass er die grössten, beim Hören zu erwarten- 
den Druckänderungen beträchtlich übertrifft. Wahrscheinlich wird am 
Schnecken- oder Vorhofsfenster eine Wirkung dieses Druckes, sei es 
die Spannung oder Krümmung (Ausdehnung, Formänderung).der Mem- 
bran empfunden und durch den M. tensor tympani der für das genaue 
Hören günstigste Druck hergestellt. 

Der Druck hängt nur von der Lage des Hammerstiels ab, und um 
die erforderliche Einstellung dieses Stiels zu bewirken, muss der Zug 


des Muskels gerade so stark sein, dass er der Wirkung der Spannung 


des Paukenfells bei dieser Einstellung das Gleichgewicht hält. Ob die 
Spannung des Paukenfells dabei grösser oder kleiner ist, darauf kommt - 
gar nichts an; nur muss sie, wie wir jetzt zeigen wollen, so gross bleiben, 
dass nur ein sehr kleiner Theil der mechanischen Kraft der das Ohr 
treffenden Wellen an die Luft im Innern der Paukenhöhle verloren geht. 

Wenn eine in freier Luft ausgespannte Membran von einer Schall- 
welle getroffen wird, so entstehen eine Schwingung der Membran, eine 
zurückgeworfene Luftwelle und eine weitergehende (gebrochene) Luft- 
welle. Wie sich die mechanische Kraft der Schallwelle auf diese drei 


“ Wirkungen vertheilt, hängt von der Spannung der Membran ab. Ist 


diese Spannung sehr gering, so sind die beiden ersten Wirkungen 
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sehr schwach, und es geht die Schallwelle fast unverändert weiter. Ist 
dagegen die Membran so stark gespannt, dass ihre Bewegungen nur 
sehr klein sind gegen die Schwingungen der Lufttheilchen in der auf 
sie treffenden Schallwelle, so kann sie der Luft auf der hintern Seite 
nur sehr kleine Bewegungen mittheilen und folglich auch ihren Druck 
nur wenig verändern, und es wird fast die ganze Druckänderung auf 
der vordern Seite zur Spannung der Membran verwandt. Ausserdem 
aber entsteht, wenn die Membran in freier Luft ausgespannt ist, 
eine zurückgeworfene Welle. 

Die Lage des Linsenbeines gegen das Vorhofsfenster kann also 
nicht unverändert bleiben; aber es kann durch Drehung des Amboses 
um seinen Befestigungspunkt (das Paukengelenk) bewirkt werden, dass 
das Linsenbein sich nur parallel der Längsaxe des Vorhofsfensters 
verschiebt, und also nur in dieser Richtung eine Drehung des Steig- 
bügels um das Centrum der Ambosgelenkfläche nöthig ist, um die 
Steigbügelplatte an ihrem Platze zu erhalten. Da nun nur für diese 
Richtung eine Vorrichtung (der M. stapedius) vorhanden ist, den Steig- 
bügel um das Ambosgelenkknöpfchen willkürlich zu drehen, für die 
darauf senkrechte aber nicht, so darf man wohl vermuthen, dass die 
letztere Vorrichtung eben dadurch überflüssig gemacht worden ist, dass 
das Ambosgelenkknöpfchen fortwährend in derselben Höhe erhalten wird. 

VI. Dem Zuge der Sehne des M. tensor tympani wird zum Theil 
das Gleichgewicht gehalten durch die Befestigung des Hammergriffs im 
Paukenfell und des Paukenfells im Suleus tympanicus. Die Anheftung 
des Paukenfells an dem Hammergriff reicht aber (nach v. Tröltsch und 
Gerlach) nur wenig höher, als der Insertionspunkt der Sehne, und ihr End- 
punkt liegt selbst schon höher als die Endigungen des Suleus tympanicus. 

Offenbar kann also die Befestigung des Paukenfells im 8. t. dem 
M. tensor tympani allein nicht das Gleichgewicht halten. Zum Gleich- 
gewicht des Hammers ist vielmehr erforderlich, dass auf den oberhalb 
des Insertionspunkts gelegenen Theils ein gleich grosses entgegengesetzt 
- gerichtetes Drehungsmoment wirke, wie auf den unterhalb gelegenen Griff. 
Man kann diese zur Herstellung des Gleichgewichts nöthige Kraft suchen 

1.) entweder in der Verbindung des Paukenfells mit den ober- 
flächlichen Schichten der Haut des äusseren Gehörgangs, 

2.) oder in der Wirkung der hinteren Paukenfelltasche, 

3.) oder vielleicht in dem Zusammenwirken der Anheftungen des 
Hammerkopfes an die Paukenhöhlenwand durch den Ambos einerseits 
und anderseits durch das Lig. superius Arnoldi. Diese Anheftungen 
bilden einen etwa gegen die Spitze des kurzen Fortsatzes gerichteten Winkel 
und drücken, wenn sie gespannt sind, diese Spitze gegen das Paukenfell. 
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XIX. 
Versuch einer allgemeinen Auffassung der Integration und 
Differentiation.*) 


In dem folgenden Aufsatze ist der Versuch gemacht, ein Ver- 


‘ fahren aufzustellen, mittelst dessen man aus einer gegebenen Function 


einer Veränderlichen eine andere Function derselben Veränderlichen 
ableiten könne, deren Abhängigkeit von jener ursprünglichen sich durch 
eine Zahl ausdrücken lässt und die für den Fall, dass diese Zahl eine 
ganze positive, negative oder null ist, bezüglich mit den Differential- 
quotienten, ‘Integralen und der ursprünglichen Function übereinstimmt. 
Die Resultate der Differential- und Integral-Rechnung werden zwar als 
Grundlage hier vorausgesetzt, aber nicht in der Weise, dass diejenigen 
derselben, die für alle Differentiale und Integrale, deren Ordnung durch 
eine ganze Zahl ausgedrückt wird, gelten, auch auf die gebrochenen 
Ordnungen ausgedehnt würden; sondern sie sollen nur einerseits zur 
Begründung des oben angedeuteten Verfahrens benutzt werden und 
andrerseits als Wegweiser dienen dasselbe zu finden. 

Zu diesem letzteren Zwecke wollen wir einmal die Reihe der 
Differentialquotienten etwas näher betrachten. Es ist klar dass man 
hiebei nicht von der gewöhnlichen Definition derselben ausgehen kann, 
die sich auf ihr recurrentes Bildungsgesetz gründet, da man ja durch 
dasselbe unmöglich auf andere Glieder der Reihe, als auf solche, die 
ganzen Indices entsprechen, gelangen kann; man muss sich also nach 
einer independenten Bestimmung derselben umsehen. Ein Mittel dazu 


*) Diese Abhandlung trägt im Manuscript das Datum 14. Jan. 1847. und 
stammt also aus Riemanns Studienzeit. Riemann dachte ohne Zweifel nicht 
an ihre Veröffentlichung, auch stützt sich die Betrachtung auf Grundlagen, deren 
Haltbarkeit er in späteren Jahren nicht mehr anerkannt haber würde. Immerhin 
ist die Arbeit für Riemanns Entwicklungsgang charakteristisch, und die Resultate 
sind bemerkenswerth genug, um die Aufnahme in diese Sammlung zu recht- 


fertigen. 
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bietet uns die Entwicklung der Function, welche aus der ursprüng- 
lichen durch Vermehrung der Veränderlichen um einen beliebigen Zu- 
wachs entsteht, nach ganzen positiven Potenzen dieses Zuwachses dar. 
Denn da die bekannte Entwicklung 
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(wo 22 +2, das bedeutet, was aus z,, wird, wenn man darin statt x 
= + h setzt) für jeden beliebigen Werth von h gültig ist, so müssen 
die Coeffieienten in derselben einen ganz bestimmten Werth haben; 
man kann dieselben also zur Definition der Differentialquotienten ver- 
wenden. Demgemäss stellen wir folgende Definition auf: der nte 
Differentialquotient der Function %@) Ist gleich dem Coeffieienten von 
h”" in der Entwicklung von 2«+n nach ganzen positiven Potenzen 
von Ah, multiplieirt in einen nach x constanten, nur von n abhängigen 
Factor, nemlich in1.2....n. Diese Betrachtungsweise der Differential- 
quotienten führt sehr leicht zur Feststellung einer allgemeinen Operation, 
in welcher die Differentiation und Integration enthalten ist und welche 
wir (da die Bezeichnung und Benennung derselben als die Grenze des 
Quotienten verschwindender Grössen bei dieser Betrachtungsweise keinen 
Sinn hat) durch 6, bezeichnen und nach dem Vorgange von Lagrange 
in der Benennung „fonctions derivees“ Ableitung benennen wollen. 
Wir verstehen nemlich unter 2 oder unter dem Ausdruck „vte 
Ableitung von z., nach x“ den Coefficienten von h’ in einer nach Po- 
tenzen von h, deren Exponenten um eine ganze Zahl ‚von einander 
abstehen, rückwärts und vorwärts in’s Unendliche fortlaufenden Ent- 
wicklung von 2. +, multiplieirt in einen nach x constanten, nur von 
v abhängigen Factor, d. h. wir definiren ö,2 durch die Gleichung 
(2) Aa +1) = k, 0,2 W. 
In dieser Definition muss nun natürlich der von » allein abhängige 
. Factor k, so bestimmt werden, dass für den Fall, dass die Exponenten 
von h ganze Zahlen sind, die Reihe (2) in die (1) übergeht, weil 
nur dann die Differentialquotienten wirklich als besondere Fälle in den 
Ableitungen enthalten sind; sollte dies nicht möglich sein, so wäre 
diese Definition unserm Zwecke, eine Operation, welche die Differen- 
tiation als besonderen- Fall in sich schliesst, festzustellen, nicht ent- 
sprechend, und wir müssten uns also nach einem anderen Wege, ihn 
zu erreichen, umsehen. 
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Bevor wir aber diesen Factor zu bestimmen suchen, wollen wir 
erst Einiges über die Reihen von der angegebenen Form vorausschicken, 
da sie, wie man sieht, die Grundlagen dieses ganzen Versuchs einer 
Theorie der Ableitungen bilden. 

Man hat wohl die Behauptung aufgestellt, man könne auf die 
Reihen im Allgemeinen gar keine sicheren Schlüsse gründen, sondern 
nur unter der Bedingung, dass man den darin vorkommenden Grössen 
solche Zahlenwerthe beilege, dass die Reihe convergire, d.h. dass sich 
ihr (wenigstens genäherter) Werth durch eine wirkliche Ziffernaddition 
finden lasse. Nun können wir aber, wenn, wie hier immer voraus- 
gesetzt wird, die Coefficienten einem bestimmten Gesetze gehorchen, 
jeden einzelnen Theil derselben genau angeben; sie ist folglich eine 
in allen ihren Theilen genau begrenzte, also bestimmte Grösse; und 
ich sehe darin, dass der Mechanismus der Ziffernaddition nicht aus- 
reicht, diesen ihren bestimmten Werth zu finden, keinen Grund, warum 
wir nicht die Gesetze, die für die Zahlengrössen als solche erwiesen 
sind, auf sie anwenden und die Resultate, die wir dadurch erhalten, 
als richtig ansehen sollten. 

Um an einem Beispiele zu zeigen, dass man für eine Reihe von 
der Form (2) wirklich einen Werth finden kann, wollen wir durch ein 
Verfahren, das in vielen Fällen für diesen Zweck anwendbar ist, die 
Function x“ in eine nach gebrochnen Potenzen von (x — b) fortlaufende 
Reihe entwickeln, eine Entwicklung, deren wir ohnehin im Lauf der 
Untersuchung bedürfen. 

Die Reihe, die x“ gleich sein sell und die wir der Kürze wegen 
durch z bezeichnen, sei 


a=o 
Die (x — b)« 
Wenn z = x“, so ist 
== ee uam! 
folglich 
et 
u Er ) 


es muss also auch 


Ile - 90 -b@+Da4]e@ 3-0 
sein. Dieser Bedingung ist offenbar Genüge geleistet, sobald 
(i er: @) ca —b(a + ech: 
Nun sind aber alle Ausdrücke, welche dieser Differentialgleichung ge- 
nügen in den verschiedenen Werthen von kx“ enthalten, es muss 
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also die Reihe z, in der das Gesetz 
We) het N) 
stattfindet, nothwendig einem derselben gleich sein; um diesen zu 
finden, machen wir 
ee “la — bett —ber—p, 


P=aRtıl a bt Lars (a — bett... 
also 


vrtr=:—k; 
folglich 
dp 


d ‚ X 
w—rr=- u )u@—br—X, up TE De 
Diese Differentialgleichungen haben zum allgemeinen Integral 


= [rer de + k=paTt — (8 — be am 


FRA @ Ara... 
f Kat Ad h=pat— Ca+ı (a — be t!gTu 
+ +3 (x — bet? aa er 


Substituirt man hierin für X seinen Werth und rn für x, so erhält 


man 
Dat — au (u — arme (yeil— yrdy+, 
= (u be—«(i — y)® en nn REN een — y)lya—eHl . Si 


pat=— cu —a) Er Ferry Fr 

PR Ca+1 be t1—u (1 FAREE y)+1 ee 

N Le 6 En") ine air 
In dem Falle, dass u> «> — 1, verschwinden nun offenbar die Aus- 
drücke rechts bezüglich für y=0 und y=1, und die beiden Inte- 
grale werden ihnen also, das erste von 0 bis y, das zweite von 1 bis y 
genommen, genau gleich sein, wenn dieselben zwischen diesen Grenzen 
continuirlich sind. Es könnte scheinen, als ob diese Bedingung ver- 
letzt wäre, so bald einige oder alle Glieder einer Reihe in’s Positive 
oder Negative über alle Grenzen hinaus wachsen; daraus würde aber, 
da sich dieselben gegenseitig aufheben können, nur folgen, dass sich 
durch eine wirkliche Addition ein bestimmter Werth für die Reihe 
nicht finden lässt. "Da wir nun den Schluss, als ob die Reihe in einem 
solchen Falle überhaupt keinen bestimmten Werth habe, nach deın 
Obigen nicht zugeben, so können wir die Continuität oder Disconti- 
nuität der Reihen px“ und px“ nur durch die Betrachtung der 
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ihnen gleichen Integrale erfahren.*) Bekanntlich kann nun aber ein 
Ausdruck nur discontinuirlich werden, wenn sein Differential unendlich 
wird; der Ausdruck (1 — y)“*—*—!y“ hat aber für alle endlichen 
Werthe von y- einen endlichen Werth, wenn die Exponenten u— a —1 
und « positiv sind; die Integrale ändern sich also dann stetig, und 
aus der Betrachtung der singulären Integrale für y=1 und y=0 
ersieht man, dass dies auch noch stattfindet, so lange beide Exponen- 
ten grösser als — 1 bleiben. Es ist demnach für den Fall, dass 
u>e> — 1 und y endlich ist,**) 


1 
kat = pa + par" —= (u — 0) Be a ak 


v 
II(«) TI (u — «) 
II(u) 
(wo II das bekannte bestimmte Integral bezeichnet). Dies Resultat 
gilt, wie bemerkt, nur, wenn u>«a>— 1; es lässt sich aber auf 
alle Werthe von u und « ausdehnen, wenn man das IT einer negativen 
Zahl (wie im Lauf dieser Untemnsänng ‚immer angenommen werden 


soll) als durch das Gesetz II(n In rn 1) aus den positiven 
rn 1 ? 


abgeleitet definirt. Denn erstens muss es nach dem Gesetz, welches 
angenommener Massen zwischen den Coefficienten der Reihe stattfindet, 


== (u beu 


für jeden Werth von « gelten, wenn nur einer derselben S Er rist; es 
ist also, wenn wu positiv ist 


am» 











LE ‚„___ HH) EEE N 
har = ee a ut) 
- oder a: 
ar we 
IIu + Il(u—o) II) „ 
daraus aber erhält man durch nmalige Differentiation nach x 
zn A Der (x — by 7" 
IDe—n ZTIWu-eo) Ian’ 


wodurch das Gesetz auch für negative Werthe von u erwiesen ist. 


*) Behandelt man die Integrale vor der Substitution von ’ statt ©, so wer- 


den sie für © = 0 discontinuirlich. Man erkennt aber auch unter dieser Form 
leicht, dass die ihnen zugehörigen Constanten für positive und negative Werthe 
von x dieselben Werthe haben müssen, da der Werth der Integrale bei dem 
Uebergange des x von + » zu — » sich stetig ändert. 

**) Für den Fall, dass y=+ », also x = 0, ist der Werth beider Inte- 
grale ©; folgichk= oo — »,d.h. balteip- was alfsiber aus der blossen Be- 
han dieses Falles herv orächt: 
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Es ist also ganz allgemein. 


c=®% 


we BE 9" 
8) IK) I(u—e) Il(e) 


m—=—®n 








Bemerkenswerth ist es, dass man durch diese Formel, eine Reihe für 
x“ nicht erhält, wenn u eine negative ganze Zahl ist, da der Ausdruck 
links dann O0 wird, worauf wir später zurückkommen werden. Man 
sieht auch dass es Reihen von dieser Form giebt, die der Null oder 
einer Constanten, für jeden Werth von x, gleich sind. 


Nach dieser Protestation gegen das Verdammungsurtheil, welches 
man den divergirenden Reihen gesprochen hat, wollen wir jetzt den 
eingeschlagenen ‘Weg zur Feststellung des Begriffs der Ableitungen 
weiter verfolgen. Man sieht, dass der Zweck, den wir uns gesetzt 
haben, dass nemlich die Differentiation als besonderer Fall in der Ab- 
leitung enthalten sein soll, erfüllt ist, so bald nur die Function k, für 


alle ganzen positiven Werthe von v = m und für alle ganzen 


negativen Werthe —= 0 ist; denn dann geht die Reihe (2) in die 
Reihe (1) über; dieser Bedingung kann aber offenbar durch unendlich 
viele verschiedene Functionen von v» genügt werden; man kann ferner 
durchaus nicht annehmen, dass es nur Eine Entwicklung derselben 
Function nach denselben Potenzen von h gebe, d. h. dass nur Ein 
System von Coefficienten einer Reihe von einer bestimmten Form 
einen bestimmten Werth gebe; man muss vielmehr unendlich viele 
verschiedene Systeme als möglich voraussetzen; wir haben also, un- 
beschadet unseres Zweckes, sowohl unter den verschiedenen möglichen 
Functionen von v für %, als unter verschiedenen möglichen Systemen 
von Üoefficienten die Wahl, und es ist offenbar am zweckmässigsten, 
diese Wahl womöglich so zu treffen, dass die Ableitungen noch meh- 
reren Gesetzen gehorchen, die bei einer andern Wahl nur für Ab- 
leitungen mit ganzen Indices gültig sein würden. 


Hierzu dienen folgende Betrachtungen. 


Da der Ausdruck Zk, 6,2 h’ alle in dieser Form möglichen Ent- 
wicklungen 2@+,) umfassen soll, so muss 





dk, 0,2 h’ { ne 
dh SEE au; Zk, vö,ezh 
‘ . AA F, . d r4 h) 
alle in dieser Form möglichen Entwicklungen von — en umfassen, 
und ebenso 
dzk, 0’: dö'z 
Be rar er ae >; BEER hr 
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alle Entwicklungen dieser Form von Me a Bekanntlich sind nun 
d d 
Ze und +2 identisch; beide Ausdrücke umfassen also genau 


dh dx 
dieselben Reihen; es müssen also auch k,1ı (v+1)% 
alte 
k, —, 
setzt man nun k,+ı (vw + 1)=k,, was der obigen Hauptbedingung 
offenbar nicht widerspricht, da für ganze Werthe von v vermöge der- 
selben dies Gesetz stattfinden muss, so erreicht man dadurch, dass 
auch für die Ableitungen mit gebrochenen Indices 


rl, und 


genau dieselben Werthe haben, d. h. sie sind einander gleich; 








ist und folglich allgemein, wenn n eine ganze Zahl ist, 
(4) | rn 


Aus dem angenommenen Gesetze für k, folgt, dass 
Ivk,=IH(v+1)korn 


ist,es hat also die Function II(v)k,,die wir durch /, bezeichnen wollen, für alle 
Werthe von v, die um ganze Zahlen von einander abstehen, stets denselben 
Werth. Wir können daher für die zweckmässigste Wahl der Function 
l, nicht mehr aus der Betrachtung einer einzelnen Entwicklungsform, 
sondern nur aus der Combination verschiedener Schlüsse ziehen; dem- 
gemäss wollen wir versuchen, ob wir sie so wählen können, dass 
Bi" ist, 

Lässt man zu diesem Zwecke x in der Formel (2) noch einmal 
wachsen, und bezeichnet man diesen Zuwachs durch %, so ist 


13 Van 
u 
(«) He fc +h+N 7 > > ul vy 0% 0% r4 7) TB 
u=m—a 1-0 


und dieser Ausdruck bezeichnet alle nach denselben Potenzen von h 
und % möglichen Entwicklungen von Z@-+.+». Es ist aber auch 


n+ı=o oe 
ı (h+ k) 
(B).- 2a + +n = > arm But.e das rer, 


ur» 


u=mo 10 


nut rv ER “% 
= > > ur v) dr r osım [vermöge (3)]. 


um» V=— a 


Nun bezeichnet der letzte Ausdruck (ß) zwar nicht alle möglichen 
Entwicklungen dieser Form von 2a ++», da “die Gleichung (3) 


RIEMANN’s gesammelte mathematische Werke. TI, 22 
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ut v 
nur Eine Entwicklung von nn Sr 
mögliche zu sein brauchte; es müssen aber alle in ihm enthaltenen 
Entwicklungen auch in («) enthalten sein; stellt man also für die 


Function 2 das Gesetz Iu+„ =/.1, auf; so werden alle Werthe 


von DR 2 auch Werthe von #% 0,2 sein, obgleich der letzte Ausdruck 


auch noch andere Werthe haben kann. 

Es’ ist also 
(5) em oft’z . 
unter der ausgesprochenen Beschränkung. 

Aus Iu+ny = ku lu, folgt aber 


giebt, ohne dass dies die einzig 





Lu u+r+z) —= Iut+nla=luls ea 
und allgemein, dass de Produet der ! verschiedener Zahlen gleich ist 
dem / ihrer Summe, oder wenn man die einzelnen Faetoren einander 


gleich setzt I. = Io, so oft m eine ganze Zahl ist; bezeichnet man 


MV 
nun —— durch x, so ist 


Im v PriczE Im) scan E: = a oder Hz ») = LE . 
Das Gesetz I... = % ist also für alle rationalen Werthe von u, und 
folglich (nach dem bekannten Gesetz der Interpolation) allgemein gültig. 
Da nun für ganze Werthe von v I,=1 sein muss, so ist ,—= I". 


Sollen demnach die Gesetze (4) und (5) für die Ableitungen im 
Allgemeinen gelten, und die Differentiation in der Ableitung als be- 
sonderer Fall enthalten sein, so müssen wir die Ableitungen unter 
denjenigen Funetionen von x wählen, die der Gleichung 


u ER" 

Za+) - Io O2 = 6) 022 
genügen. Diese Wahl wird am zweckmässigsten auf diejenigen unter 
ihnen fallen, welche am geschmeidigsten für die Rechnung sind; ver- 
sucht man aber die Entwicklung einiger Functionen von 2-+h in 
Reihen, die nach gebrochenen Potenzen von h fortlaufen, so wird man 
sehen, dass am leichtesten und einfachsten. N in solche 


Reihen sind, in denen der Üoeffieient von das Differential des 


ra F 2) 
Üoefficienten von - ist: wir wollen also obige Begrenzung der Ab- 


leitungen dahin beschränken, dass das Zeichen ö,;z den Coeffieienten von 


v 


ns nicht in allen möglichen Entwicklungen von 2-7, bezeichnen 
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; FE ; w-+i1 
soll, sondern nur in solchen, in denen der Coeffieient von —— — das 


II» +1) 


Differential des Coefficienten von v. ist. *) 


Hieraus folgt zunächst, dass Ein Werth von ö,2 nur einer Ent- 
wicklung angehören kann; denn gesetzt, ein Werth von 242, p,, ge- 
hörte zwei Entwicklungen, a und b, an, so müssten diese beiden Ent- 
wicklungen in allen folgenden Gliedern übereinstimmen, da diese durch 
Differentiation aus p, entstehen. Bezeichnen wir nun die vorhergehen- 
den Glieder in a durch 9&_ı, m—.2...,in b durch g,_,9_s : 
müssen 9,—ı und %_ı beide zum Differential p, haben; sie kön- 
nen also nur um eine Constante verschieden sein, d. h. 

G-1=Mm-ı + K, 


ebenso muss 
%—3 = M-—2 +K, ur, b-3=Pm-3+ K, u + R, x + 1. 


sein. Die Entwicklung b ist also 
m=1 n= 0 
FR vr—n—m Y El > hvm 
ar D/En 2 IKn) ITvo—n—m) rat: > Ku Do — m) ) 
‘ Mn n=0 m—=n 

nun soll aber für alle Werthe von («+ h) a=b sein, was bekannt- 
lich nur stattfinden kann, wenn alle Constanten null sind; dann aber 
sind beide Entwicklungen identisch. 





vn 


Ist p, ein Werth von 22, so ist p + K ET (wo n positiv 


und ganz und K eine endliche Constante ist) ebenfalls ein Werth des- 
selben; denn die Reihe 


—n hv ER hr (© + AR 
Iet+tFKcn)w- Droste 


- Snap, 


un® es findet in ihr das Gesetz statt, 


TEE EEE | 
| Ten) —=Pr,-+1 Az 





ae rvr—n—1 








(—v—1—n ; 
*) Aus (4) folgt zwar, dass wenn >” ö, ee eine Entwicklung von 2(=-t 1) 


do’ z 
ist, er EN, ebenfalls eine Entwicklung von z(-+.) ist, aber nicht 
> dz N@-+1) 


dass diese beiden Entwicklungen identisch sind. Durch die gemachte Annahme 
erreicht man auch, dass die Ableitungen mit ganzen negativen Indices, die nach 
dem Bisherigen noch gar keinen Sinn hatten, mit den Integralen zusammenfallen, 
wie weiter unten bewiesen werden wird. 

22” 
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Den Inbegriff aller Re. von ö,2, die sich durch Addition von Aus- 


drücken von der Form X — ——— aus einander ableiten lassen, wol- 


1 —n) 


len wir ein System von Werthen nennen; es sind also alle Werthe 
von d),2, die demselben Systeme angehören, in dem Ausdruck 


n=1 


(6) Pr + 2, Bi 


enthalten (wo K,„ endliche Constanten bedeuten). 


Wir wollen nun einen Werth von 0.2 zu bestimmen suchen. 
Bekanntlich ist 
dz 


(2 — m 
= I =E hen ——— 45 340 
tl), rl 5 
sobald 2,., zwischen den Grenzen x und. %k continuirlich ist, setzt man 


hierin «+ h für k und entwickelt die Glieder der Reihe mittels (3) 
nach Potenzen von h, so erhält man 


um» — 
> u a da (ae 
I 0 Ten + anern 
| Er a En 
a ac) 


und in dieser Reihe ist der Coeffieient von En das Differential des 














zu—l 
! alt 


Coeffiecienten von Nam; er ist folglich ein Werth von ö,2, den 


IIfw 


wir durch Du bezeichnen wollen. DiesneHr man nach k, so er- 
hält man 


Apu Br et 
ai — — 2% Ten ) ar folglich 2 [- (x) en =) dk. 


Nun verschwinden alle Glieder der obigen Reihe für k=x; das In- 
tegral wird also von k bis x genommen = p. sein, wenn es zwischen 
den Grenzen continuirlich ist; dies ist aber, da z zwischen den Gren- 
zen x und % continuirlich sein soll und — u— 1>— 1, offenbar der 
Fall und es ist also 


0 — k-u—1 en 
(7) 1 N Rn —, fen zu dt 


ein Werth von 0” z, sobald z zwischen den Grenzen # und k eontinuirlich und 


u negativ ist. Der derselben Entwicklung angehörige Werth von 


x 
ER 1 5 TR PER | 
De DEN N Re eh RER, un w 
IE A 3 me Ereeen) / ER 10. 
k 





b} 
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Man sieht leicht, dass, je nachdem man dem % verschiedene Werthe 
giebt, verschiedene Entwicklungen von 2@-„„ daraus hervorgehen, 
aber alle diese Entwicklungen gehören demselben Systeme an. Denn 
aus dem Werth 


meR Ku) 5 
geht offenbar 


—u—l 
I fe 2 di 


hervor durch Addition von 


nn» 


k k 
1 FE N aa a—u—1lon % (— t)” i 
ale 2 ode I Tom 1) od 
kı 


n=0 kı 





da nun z zwischen x und %k, und also auch zwischen % und %k, con- 
tinuirlich ist; so sind alle jene Integrale endliche und zwar nach & 
. constante Grössen. Man wird demnach durch das angewandte Ver- 
fahren stets auf dasselbe System von Werthen gelangen; beschränken 
wir also den Begriff der Ableitungen auf dies System von Werthen, 
so haben wir die Bestimmung derselben auf bekannte Werthe zurück- 
geführt und werden mittels dieser Definition die Eigenschaften der- 
selben und ihre Werthe für bestimmte Functionen ableiten können. 
Es ist demnach 


n=1 


1. = (@-Ntmdt Im 

: Pe 
wenn K„ endliche willkürliche Constanten sind,*) v negativ, und z 
zwischen den Grenzen x und %k continuirlich ist; für einen Werth von 
v aber der S 0 ist, bezeichnet 02 dasjenige, was aus 2 "2 (wom>») 
durch mmalige Differentiation nach «x hervorgeht,**) ein Werth, wel- 
cher stets auch der Gleichung 





*) Alle diese willkürlichen Functionen wollen wir durch p» bezeichnen; wir 
machen zugleich darauf aufmerksam, dass (wenn n positiv und ganz) jede 
Function g, auch eine Function 9—n ist. 


*#*) Die Definition 
\ (0 — kyr—n 
3 Er dan -), ERSTE 


welche mit der gegebenen identisch ist, würde zwar für alle Werthe von » gel- 
ten; wir haben ihr aber die gewählte ihrer grösseren Geschmeidigkeit wegen vor- 
gezogen. 
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1 x n) = v 
n won m? n=& wtr ar 0,2 


{ 
Be Se ae RE 4 a 
Ik A@ +) =» I@—n) 0x & dx Tr ma? Eden dan 


nz» n=1 


genügen muss. *) _ Hieraus folgt 





x (m) n=1 2 
3. ; Rich! = m ern = 
6, zZ 2 dt + > 2.6 I—n+m) > 

k n=m 
und 
4. 2 ==8 
5 „m ER 

x Ih 

ferner 
6. En orr, + Pu. 


Jeder Werth von ortHz ist also auch ein Werth von or 0” 2. 


Das Umgekehrte findet aber nur statt, wenn u eine ganze posi- 
tive oder v eine ganze negative Zahl ist. In diesem Falle sind also 
-beide Ausdrücke identisch. Aus der Definition folgt noch (wenn c eine 
Constante bedeutet) 


7. EP +N=RpH+&g 
8. (cp) = cp 
9, Örc2 = 022 

10. bad DC”. 


Zwei Werthe von 0,2 und ö%z, in denen die Constanten K,.XK., os, 
sämmtlich einander gleich sind, sollen eorrespondirende Werthe heissen. 
Alle derselben Entwicklung von 2... angehörigen Werthe sind cor- 
respondirende. 

Wir wollen nun zu der Bestimmung der Ableitungen bestimmter 
Functionen von x übergehen. Dabei kann es natürlich nur darauf 
ankommen, einen Werth Einer Ableitung zu finden, da sich aus 
diesem ihr allgemeiner Werth durch Addition der Function p sofort 
ergiebt, und zwar wird dieser Werth, wenn die Umformung des Aus- 
drucks 1. überhaupt etwas nützen soll, ein einfacherer, als dieser Aus- 
druck, also eine explieite Function von x in endlicher Form sein 








*) Ob die obige Formel 1. alle Werihe enthält die dieser Gleichung genügen, 
hängt offenbar davon ab, ob die Functionen p, die einzigen sind, welche, statt 


Ö2£ substituirt, die Reihe 2. zu Null machen. Nun lässt sich zwar ohne Schwie- 
rigkeit zeigen, dass keine algebraische Function von =, die nicht in 9, enthalten 
ist dies leistet; ob aber überhaupt keine Function dieser Bedingung genügt, dar- 
über konnte ich bis jetzt zu keinem Resultat gelangen. 
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müssen. Diese Umformung wird also im Allgemeinen darin bestehen, 
dass man das x aus dem Integralzeichen herauszuschaffen sucht. 
Betrachten wir nun zuerst die Function x“. 
Ist u positiv, so ist z“ für alle Werthe von &® continuirlich; es 
wird also 


1 ; _v— 4 
| (x — rende 
0 


immer ein Werth von 2,(x”) sein; dies Integral ist aber 
i J 








1 : Il) 
dee —V — yY’-Iyudy = u—V, 
IK—v—ı) F ® ( y) Y ay Iku—») = 
Ö 
E . . . Ir ” „V . 
Da das mte Differential hiervon Warm gt” (2) ist 
Il(u — v — m) 2 


(4), so ist für jeden Werth von v 


Vv kl; n 

ee + pr. 
Ist u negativ, so ist x" für «= 0 discontinuirlich, für alle andern 
Werthe aber continuirlich; in dem Ausdrucke (1) müssen also x und % 
stets gleiches Zeichen haben. Nun erhält man aber durch m malige 
partielle Integration 


J * EI 
&; k 








x 
Ex II(u) \ —r—-1—m m 
- II» — 1-— m) II(u-+m) @—) ar de 4 9, 
h 
so lange — v— m>0 ist, wodurch sich also, wenn — v > — u ist, 
diejenigen Integrale worin u <— 1 ist, auf solche zurückführen lassen, 
in denen der Exponent von > — 1 ist; ist er >. — 1, so gehört - 
k 
f (X ER Di u +m dt 
ZEN 

zu den Functionen @,, und es ist also 








II) 3 — N-r—1—m tum BER __ (u) u—v 
ee a TE 
0 
ein Werth von 2,(z"), wenn — v> — u, welches Resultat nach dem 
arg dölz ; 
Gesetze ö,' 2=—,_ für jedes v gelten muss. 


Ist aber utm = — 1, so ist 
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Je-9rutnat=logear —logk ze — v u 





: _pM—r „ur 
= logr au ai) wa - . dt+po, 


£ 
ee 
v0 


= loga a” — (Pu — v) — (0) ar. 
Verallgemeinert man auch das hieraus erhaltene Resultat durch Differen- 
tiation, so hat man folgende Werthe für 2% (), 


N EN II (u) u—v 
11. Eh Ta—n? ’ 
wenn 4 nicht eine negative ganze Zahl ist, 


12. a |Nogeat"— (F(u—r)— 70) eat], 
wenn u eine ganze negative Zahl ist. 

Es ist zu bemerken, dass aus der Formel 12. die Formel 11. her- 
vorgeht, sobald man nur die Constanten, die für diesen Fall 2 werden, 
einer geeigneten Behandlung unleriht, was auch in dern Fall ge- 
schehen muss, wo (w—- v) und u beide ganze negative Zahlen sind. 
Man übersicht leicht, dass die aus diesen Dormeih für verschiedene 
Werthe von » hervorgehenden Werthe correspondirende sind; dies ist 
auch der Grund ‘warum wir in 12. nicht, wie wir es für den Fall u = 
einer negativen ganzen Zahl kounten, den blos x“” enthaltenden 
Theil in die Function @, einschlossen. 

Wendet man ein ähnliches Verfahren auf & an, so erhält man 


13. ee, f ey Ay ei, 


Die Ableitungen von logx ergeben Koh durch dieselbe Methode, 
noch leichter aber und zwar sogleich für alle Werthe von v aus 6. 
und 12. 


14. &(loge) = 0%, x! =, (082 [F(-r)— PO). 
Durch Anwendung der Regeln 7 bis 10 findet man aus 13. und 14, 
mit der grössten Leichtigkeit auch die Ableitungen von sinz, cosz, tgx 
und arc (tg =»). 
Schliesslich bemerken wir noch, dass sich die re Theorie 
mit derselben Sicherheit auch auf den Fall ausdehnen lässt, wo man 


den in Rede stehenden Grössen imaginäre Werthe beilegt. 








IX, 


Neue Theorie des Rückstandes in electrischen Bindungs- 
apparaten.*) 


1. 


Vorbemerkung. 


Herrn Professor Kohlrausch ist es gelungen, die Bildung des 
Rückstandes in electrischen Bindungsapparaten scharfen Messungen zu 
unterwerfen und darauf eine den Beobachtungen -genügende Theorie 
dieser Erscheinung zu gründen, welche in Poggendorff’s Annalen**) 
veröffentlicht worden ist. Die Genauigkeit dieser Messungen reizte 
mich, ein aus andern Gründen wahrscheinliches Gesetz für die Be- 
wegungen der Electrieität an denselben zu prüfen; in der Form, welche 
ihm für diesen Zweck gegeben wurde, ist es auf die Bewegungen der 
Electrieität in allen ponderabeln Körpern anwendbar, jedoch nur unter 
der Voraussetzung, dass die in Betracht kommenden ponderabeln Kör- 
per gegen einander ruhen und keine merklichen thermischen und 
magnetischen (oder voltainductorischen) Wirkungen und Einflüsse statt- 
finden. Behuf unbeschränkter Anwendbarkeit bedarf es noch einer 
Umarbeitung und Ergänzung, mit welcher ich mich an einem andern 
Orte beschäftigen werde. 

Im folgenden Aufsatze, welcher einem Schreiben an Herrn Professor 
Kohlrausch entnommen ist, ist diese neue Theorie des electrischen 
Rückstandes indess nicht selbstständig, sondern im Anschlusse an Seine 
Theorie entwickelt worden; ich war bestrebt, jene Theorie, nicht ge- 
radeswegs die Erscheinungen auf sie zurückzuführen. Ich habe daher 
die von Herrn Professor Kohlrausch in seiner Abhandlung gebrauchten 


*) Die hier mitgetheilte Abhandlung stammt aus dem Jahre 1854; ihre Ver- 
öffentlichung unterblieb wahrscheinlich, weil der Verfasser nicht gern auf eine 
ihm angerathene Abänderung derselben eingehen wollte, 

*#) Bd. 91. pag. 56. 
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Begriffe: electrisches Moment der isolirenden Wand, Spannung, Ge- 
sammtladung, disponible Ladung, Rückstand, überall durch die hier 
zu Grunde gelegten Begriffe ausgedrückt und auch sonst in mancher 
Hinsicht die dortige Betrachtungsweise berücksichtigt. 


2. 
Das der Rechnung zu Grunde gelegte Gesetz. 
Es bezeichne t die Zeit, x, y, z rechtwinklige Coordinaten, o die 
Dichtigkeit der Spannungselectrieität zur Zeit‘ t im Punkte (z, Y, 2), 


“ den 4zten Theil des (Gauss’schen) Potentials aller wirkenden 
eleetrischen Massen im Punkte (x, y, 2) zur Zeit t, also die Grösse 








: Es oe’ dx’ dy' dz 
=/ 7 2’ +Yy—-Y®+l@— 2)’ 
wenn oda’ dy' dz’ die Spannungselectrieität des Elements dx’ dy dz' zur 
Zeit t bedeutet. Man hat dann 


2 n2 2 
rate. 

Die hier anzuwendenden Gesetze für die Bewegungen der Rlectrici- 
tät im Innern eines homogenen ponderabeln Körpers unter den er- 
wähnten Umständen sind nun folgende: 

I. Die eleetromotorische Kraft im Punkte (x, y, 2) zur Zeit t 
setzt sich zusammen aus zwei Bestandtheilen, aus einem dem Coulomb'- 
schen Gesetz gemässen, dessen Componenten proportional 


00,707 ,0M 5 
02", 99: 02 


sind, und einem andern, dessen Componenten proportional sind 


so dass ihre Componenten gleichgesetzt werden können 
eu de Pu 00 eu ce 
42,005, BETEN me Fe EP 
wo ßß nur von der Natur des ponderabeln Körpers abhängt. 
II. Die Stromintensität ist der eleetromotorischen Kraft propor- 
tional, also - 


co ou a ya 
nn Mer Mies Bizs mat, 


wenn « eine von der Natur des ponderabeln Körpers abhängige Con- 
stante und &, n, & die Componenten der Stromintensität sind. 





in eleetrischen Bindungsapparaten. 347 
Mit Zuziehung der .. FI, 
+++ 0 
erhält man daher für « die ie 


tmtn- = 


und 





0? 0 | 
te et 2) — 0*) 
oder, wenn man die Länge ß und die Zeit « zur Einheit nimmt, 
0°o N 
te (2 + öy? =) HE 
Dies giebt für « eine partielle Differentialgleichung, welche in 
Bezug auf t vom ersten, in Bezug auf die Raumcoordinaten vom vier- 
ten Grade ist, und um von einem bestimmten Zeitpunkte an « allent- 
halben im Innern des ponderabeln Körpers zu bestimmen, werden 
ausser dieser Gleichung noch eine Bedingung in jedem Punkte des- 


selben für die Anfangszeit und für die Folge in jedem Oberflächen- 
punkte zwei Bedingungen erforderlich sein. 


*) Hienach sind die Gleichungen für das Gleichgewicht (in einem electrisirten 
isolirten Leiter) 
oe _ eu 00 _ 
| a 
oder : r ; 
2u u 0’ u . 
u BP (= + dp -H P = const., 
für die Stromausgleichung oder das bewegliche Gleichgewicht im Schliessungs- 
bogen constanter Ketten 
Seren 
oder 
0° 4) Er 
tt). 
Wenn die Länge ß gegen die Dimensionen des Körpers sehr klein ist, so nimmt 


u — const. im ersteren Falle, und e im zweiten von der Oberfläche ab sehr schnell 
ab und ist im Innern allenthalben sehr klein, und zwar ändern sich die Grössen 


mit dem Abstande » von der Oberfläche, so lange deren Krümmungshalbmesser 


gegen ß sehr gross bleibt, nahe wie eu Dieser Fall wird bei den metallischen 
Leitern angenomen werden müssen, 
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« 


3. 
Plausible Auffassung dieses Gesetzes. 


Das Bewegungsgesetz der Electrieität ist unter voriger Nummer durch Be- 
griffe, welche jetzt in der Lehre von der Electricität gebräuchlich sind, aus” 


- gedrückt worden. Diese Auffassung desselben ist jedoch einer Umarbeitung 


fähig, durch welche, wie es scheint, ein etwas treueres und vollständigeres 
Bild des wirklichen Zusammenhangs gewonnen wird. 

Statt eine Ursache anzunehmen, welche im Punkte (x, y, 2) die positive 
Electrieität in den Richtungen der drei Axen mit den Kräften 


eo co 
 BR4=, ee Anz, 


und die negative mit den entgegengesetzten treibt, kann man auch eine Ur- 
sache annehmen, welche im Punkte (x, %, 2) die positive Electrieität mit der 
Intensität ßße zu vermindern und die negative zu vermehren strebt, und diese 
Ursache kann man in einem Widerstreben des Ponderabile gegen das Ent- 
halten von Spannungselectrieität oder den electrischen Zustand suchen. 
Ebenso kann man auch die electromotorische Kraft, deren Componenten 


sind, durch eine Ursache von der Intensität « im Punkte (x, y, 2) ersetzen, 
welche die Dichtigkeit der Electrieität gleichen Zeichens zu vermindern und 
die der entgegengesetzten zu vermehren strebt. 

Es ist aber dann, um der Grösse g eine reelle Bedeutung zu geben, nicht 
nöthig zweierlei Electrieitäten anzunehmen und gdxdydz als den Ueberschuss 
der positiven Electrieität des Elements de dydz über die negative zu betrach- 
ten, sondern man kann im Wesentlichen zu der Franklin’schen Auffassung 
der electrischen Erscheinungen zurückkehren, am einfachsten wohl durch fol- 
gende Annahme: 3 

Das Ponderabile, welches Sitz der Electrieität ist, erfüllt den Raum stetig*) 
und mit gleichmässiger electrischer Capaeität, welche seinem Leitungs- 
widerstande umgekehrt proportional ist, und von welcher die Dichtigkeit der 
wirklich in ihm enthaltenen Electrieität immer nur um einen unmerklich klei- 
nen Bruchtheil abweicht. Bei überschüssiger oder fehlender Electrieität (positiver 
oder negativer Spannungselectricität) geräth das Ponderabile in einen positiv 
oder negativ electrischen Zustand, vermöge dessen es die Dichtigkeit der in ihm 
enthaltenen Electrieität zu vermindern oder zu vermehren strebt und zwar mit 
einem Drucke, welcher gleich ist der Dichtigkeit seiner Spannungselectrieität, , 
multiplieirt in einen von der Natur des Ponderabile abhängigen Factor (seine 
antelectrische Kraft). Ihrerseits geräth bei auftretender Spannungselectricität 


*) Auf einem andern Blatt findet sich hierzu folxende Bemerkung: Insofern dies 


Ponderabile (Kupfer, Glas) als Sitz der Electrieität betrachtet und ihm eine be- 
stimmte electrische Capaecität und ein bestimmter Leitungswiderstand beigelegt 
wird, muss als von ihm eingenommener Raum der ganze Raum, in welchem sich 
die specifische Eigenthümlichkeit desselben geltend macht, nicht etwa der Ort 
von Kupfer- oder Glasmoleculen angesehen werden, 
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die Electricität in einen Zustand, Spannung, vermöge dessen sie ihre Dich- 
tigkeit zu vermindern (oder bei negativer Spannung zu vermehren) strebt und 
dessen Grösse u in jedem Augenblicke abhängt von sämmtlichen Massen Span- 
nungselectricität nach der Formel 


Fe ef oe’ dx’ dy' dz 
7) VRa- A +Y— NH (le 2} 


oder auch vermittelst des Gesetzes 


0?u 0? u 0? u 
tan ne 








und der Bedingung, dass « in unendlicher Entfernung von Spannungselectrieität 
unendlich klein bleibt. Die Electrieität bewegt sich gegen die ponderabeln Kör- 
per mit einer Geschwindigkeit, welche in jedem Augenblicke der aus diesen 
Ursachen hervorgehenden electromotorischen Kraft gleich ist. 
Uebrigens müssen diese Bewegungsgesetze der Electrieität, wenn deren Ver- 
' hältniss zu Wärme und Magnetismus in Rechnung gezogen werden soll, vor- 
bemerktermassen selbst noch abgeändert und umgeformt werden, und dann 
wird eine veränderte Auffassung dieser Erscheinungen nöthig.*) 


4. 


Behandlung des Problems der Rückstandsbildung. Ausdruck der 
zu bestimmenden Grössen durch das Potential. 


Indem ich mich nun zur Untersuchung der Rückstandsbildung 
wende, beschäftige ich mich zunächst damit, die zu bestimmenden 
Grössen durch das Potential, oder vielmehr, was die Rechnung ver- 
einfacht, durch die ihm proportionale Function « auszudrücken. Zu 
grösserer Bequemlichkeit für die an abstracte Grössenbetrachtung min- 
der gewöhnten Physiker habe ich das Potential als das Mass einer 
Ursache, Spannung, betrachtet, welche die Dichtigkeit der Electrieität 
im Punkte (x, y, 2) zu vermindern strebt, und diese im Punkte 
(x, Y, 2£)=u, also die Componenten der durch sie bewirkten electro- 
motorischen Kraft 


RN he BEN EHER 
0@' öy' 02 


gesetzt. Man muss dann als Spannungseinheit die im Innern einer 
Kugel vom Radius 1 durch auf der Oberfläche vertheilte Electrieität 
von der Dichtigkeit 1 entstehende Spannung annehmen oder als Ein- 
heit der electromotorischen Kräfte die von der Masse 4x in der Ent- 

*) Dieser ganze Artikel ist im Manuscript durchgestrichen, wahrscheinlich 
nur aus dem Grunde, weil der Verfasser durch die Eigenthümlichkeit der hier 
vorgetragenen Auffassung, welche auf das Innigste mit seinen naturphilosophischen 


Prineipien zusammenhängt, bei den Physikern damals Anstoss zu erregen be- 
fürchtete, 


350 XX. Neue Theorie des Rückstandes 


fernungseinheit erzeugte. Zur Vereinfachung der Rechnung ist ferner 
als Zeiteinheit @, als Längeneinheit ß eingeführt worden; macht man 
die Einheit der eleetromotorischen Kräfte auf die hier angenommene 
Weise von der eleetrischen Masseneinheit abhängig, so sind « und ßß 


die Maasse für den Leitungswiderstand (- | und 
Stromintensität 


: Druck des Ponderabile ) 
an lelerkische BE (= Dichtigkeit der Spannungselectrieität = 








ponderabeln Sitzes. 

Zur Discussion der vorliegenden Beobachtungen genügt die Lö- 
sung der Aufgabe: die Aenderungen der Spannungseleetrieität im In- 
nern einer überall gleich dicken homogenen Wand zu bestimmen, wenn 
die Oberflächen mit vollkommenen Leitern belegt sind, gleiche Mengen 


entgegengesetzter Blectrieität empfangen und keine electromotorische _ 


Kraft besitzen (keine Contaetwirkung in ihnen stattfindet), und ihre 
Dimensionen gegen die Dicke der Wand als unendlich gross betrachtet 
werden dürfen (d. h. der Einfluss des Randes und der Krümmung ver- 
nachlässigt werden darf). 

Legt man den Anfangspunkt der Coordinaten in die Mitte der 
Wand, die x-Axe auf ihre Oberflächen senkrecht und bezeichnet ihre 
halbe Dicke durch a, so wird der Ausdruck für die Wand a >ı>—a, 
u eine blosse Function von x und ; 


0?u 
OT DER 


AARON a 
/ v > PR: TE Ox)ar 


Die zwischen zwei Werthen von x über der Flächeneinheit enthaltene 
Electrieitätsmenge ist also, geometrisch ausgedrückt, gleich der Diffe- 
renz zwischen den Tangenten der Neigungen der Spannungseurve, d.h. 
der Curve, deren Ordinate für die Abseisse x gleich u ist; diese Curve 
ist gerade, wo keine Spannungselectrieität vorhanden ist, nach oben 
(oder für -Orte mit grösseren Ordinaten) convex, wo positive, nach 
unten, wo negative stetig vertheilt ist, und gebrochen für einen Werth 
von &, bei welchem eine endliche Menge angehäuft ist. 

Die durch eine Ladung erzeugte oder durch eine Entladung ver- 
nichtete Spannung wird daher stets dargestellt durch eine Curve von 
der Form A, d. h. ist sie in den Belegungen «,, u_. und folglich in 
der Mitte 


folglich 


Ut ua 
——e el; 
-_ 
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so ist sie im Innern 
x 
ENG + (Ma — %). 


Durch das Eindringen der Electrieität in’s Innere erhält die Spannungs- 
curve die Form B. Für die Flächeneinheit ist die Gesammtmenge 
der geschiedenen Electrieitäten gleich der Tangente ihrer Neigung in 


der Mitte 
) 
dx), 
das electrische Moment 


er Se ou ou Da 
ferör = Ma — U. — 4 (62). Mu = ()_.) UM —U-s, 


also gleich der Spannungsdifferenz der Oberflächen. 

Durch eine Entladung wird die Spannung in den Belegungen 
aufgehoben. Die vernichtete Spannung ist daher in den Belegungen 
= Ua, Ua, Im Innern 


—% + (U Bess %,), 
die disponible Ladung für die Flächeneinheit 
| — (aM), 
die bleibende Spannung im Innern { 
LE; 
um lu), 


und für die Flächeneinheit der verborgene Rückstand 


eu 1 
=. ee Ma — M), 


die der Oberfläche («= a) durch die Entladung mitgetheilte Electriei- 
tätsmenge 1 
u ey} 


A ER C D 











— 















































1) Spannungscurve der Gesammtladung 

2) “ der disponiblen Ladung 

3) 2 des Rückstandes. 

Gesammtladung: = ac, disponible Ladung: ab, Rückstand: = be, 
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Lösung der Aufgabe im einfachsten Falle, wo kein Ab- und Zufluss 
durch die Oberflächen stattfindet. 


Nach dieser Uebersicht und geometrischen Darstellung der ge- 
suchten Grössen gehe ich zu ihrer Bestimmung durch Rechnung nach 
dem angegebenen Gesetze über. Ich behandle zunächst den Fall, wo 
anfangs im Innern keine freie Electrieität vorhanden ist, und den 
Oberflächen auf der Flächeneinheit die Masseneinheit mitgetheilt wird, 
später aber kein Ab- und Zufluss durch die Oberflächen stattfindet. 

Die Bedingungen zur Bestimmung von u sind: 


ö 0?u 0 0? 
ou 
ed, a >> —6 Pr, 
>= ee Le 1 
.. sc Er Based 


welche letzteren ausdrücken, dass in den Oberflächen sowohl die 
Electrieitätsmengen, als der Durchfluss, und folglich die eleetromotorische 
Kraft = 0 sein soll. 

Diesen Bedingungen genügen zwei Ausdrücke, der eine für kleine, 
der andere für grosse Werthe von & brauchbar. 


Setzt man zur Abkürzung 


n 


1 ran — y(A) 


, v 
und 


[+ 


Jr@a = 4eH—ip(A)=vÜ), 


so genügt erstens 


ner I) 
1,0 


zweitens 
zn 
(> en 9a —- a I) —t . ar 
— — Bund 2 aa 1 _— —e. 
u—uw=e ee sin(n — 3), 





Die hieraus sich ergebenden Bestimmungen sind: 
für die Vertheilung der Electrieität”) 





*) Vergl. J acobi Fundamenta noya theoriae functionum ellipticarum, 58. 61, 63. 
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(a(2n — 1) — x)? (a(2Rr—1)+ = 


2° ze = ) a) 
0=— a; > ye-ile 4t ER, 4t 
ya sinn — EE, 


für die Gesammtladung 


8-9, (i4 I nslenee) 


Pig — a2 TE: 


= + = aa 


n— Ham 








für die disponible Ladung 
* __ Ua — Ua iR 2yt Ta an 
nf (14 Demon) 


RR ee 
== £ ie e 


für den Rückstand 
EA EN erh. 
Kan | 














2a 


a Zr (N) 


Er 2 .- 1 — (n4)? 72: 
nr Dee) er), 


6. 


Zurückführung der allgemeinen Aufgabe auf diesen einfachsten Fall. 











Um auf diesen einfachsten Fall den Fall zurückzuführen, wo Ab- 
und Zufluss durch die Oberflächen stattfindet, bezeichne x(t) den Aus- 
druck für die Spannungsdifferenz « — u, zur Zeit t in. diesem ein- 
fachsten Falle; für negative Werthe von £ sei y(t) = 0. 

Soll nun die Spannung bestimmt werden, welche entsteht, wenn 
den Oberflächen (e=—+.a) zur Zeit O die Mengen ar u, darauf zur 
Zeit £ die Mengen + w‘, zur Zeit !” die Mengen + u”,... mitgetheilt 
werden, so hat man 


u) HR) + | 
denn dieser Werth genügt sämmtlichen zu seiner Bestimmung ge- 
gebenen Bedingungen. 


Findet ein stetiger Ab- und Zufluss von Electrieität statt, so wird 


t 
—u- | 1 — 2) SE dr, 
v 


RıemAnNn’s gesammelte mathematische Werke. I. 23 
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wenn + dr die im Zeitelement dr durch die Oberfläche («= + «) 


nach Innen strömende Eleetrieitätsmenge bezeichnet. 
Beide Ausdrücke kann man zusammenfassen in dem Ausdruck 


t 
u— U, — 1t— r)du, 
0 


wenn man durch + du die im Zeitelement dr auf der Oberfläche 
(<= + a) hinzukommende Electrieitätsmenge bezeichnet, wo diese 
dann einen endlichen Werth hat oder dr proportional ist, je nachdem 
eine plötzliche Ladung oder Entladung, oder ein stetiger Ab- oder 
Zufluss stattfindet. 

Aus diesem Ausdrucke für die Spannung folgt 


a t t 
a— [-ıdu, I -/ Li: du, n— (rRmedu. 
0 s 0 0 


In diesen Formeln sind die Zeiten in Theilen von «, die Längen 
in Theilen von ß ausgedrückt; um bekannte Maasse einzuführen, hat 


a & RE; 
man nur a und & durch 5 t und x durch — > , zu ersetzen. 


% 


Vergleichung der Rechnung mit den Beobachtungen. 


Um nun die erhaltenen Formeln mit dem wirklichen Verlaufe der 
Rückstandsbildung zu vergleichen, wie er durch die in Poggendorff’s 
Annalen veröffentlichten Messungen des Herrn Professor Kohlrausch 
mit so grosser Genauigkeit festgestellt worden ist, geht man wohl am 
zweckmässigsten von der Thatsache aus, dass die Ladüngscurve einer 
Parabel nahe kommt mit allmählich abnehmendem Parameter, ea 


j . IL,-—lL 2 
dass die Grösse — m “ langsam abnimmt. 


Zufolge der für 2, abgeleiteten Formel ist L, — L. für sehr kleine 





vt Oyr Y aa 
Zufolge der Messungen muss man annehmen, dass diese Proportionalität 
näherungsweise noch während der Beobachtungen stattfindet. 
Man wird daher die Zeit %%« in roher Annäherung aus den Be- 


obachtungen bestimmen können, und dann ist in der That 








nV (10V) + ler 4) 


4: Zu 
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eine Function, welche mit wachsendem t langsam abnimmt. Nichts- 

ERS 
Vi 

Z einen merklichen Werth beilegte. Dasselbe scheint sich auch zu 


destoweniger würde mit wachsendem ? zunehmen, wenn man 


ergeben, wenn man einen beträchtlichen Verlust durch die Luft an- 
nimmt, wenigstens wenn man dafür das Coulomb’sche Gesetz zu 
Grunde legt. 

Man wird daher für die erste Bearbeitung der Beobachtungen die 
Zeit « (d.h. den Leitungswiderstand des Glases für die dem Coulomb’- 
schen Gesetz gemässen electromotorischen Kräfte) unendlich gross an- 
nehmen, den Verlust durch die Luft vernachlässigen und sich zunächst 
darauf beschränken müssen, zu untersuchen, in wie weit sich durch 


gehörige Bestimmung von ©“ « den Beobachtungen genügen lässt. 


PR 

Sobald man sich überzeugt hat, dass die Voraussetzungen der 
Rechnung näherungsweise richtig sind, ist eine schärfere Vergleichung 
der Rechnung mit den Beobachtungen verlorene Arbeit, wenn man 
nicht die Gelegenheit hat, die Quellen der Differenzen zwischen Rech- 
nung und Beobachtung an der Hand der Erfahrung aufzusuchen, um 
die wegen der Abweichungen von den Voraussetzungen der Rechnung 
nöthigen Üorreetionen anzubringen. Da mir nun zu einem experi- 
mentellen Studium des Gegenstandes die Mittel fehlen, so musste ich 
von einer weiteren Verfolgung desselben vorläufig abstehen. 


8. 


Verhältniss dieses Problems zur Electrometrie und zur Theorie 
verwandter Erscheinungen. 


ß 


Die Grösse _, bei der Flasche b etwa giebt den Quotien- 


a 
antelectrische Kraft 
Leitungswiderstand 

wenn als Längeneinheit die Flaschendicke, als Zeiteinheit die Secunde 

angenommen wird. Für diese Bestimmung ist es gleichgültig, wie 
man die Einheit der electromotorischen Kräfte von der Einheit der 
electrischen Massen abhängig macht; die Constanten & und ßß wür- 
den aber den Leitungswiderstand und die antelectrische Kraft in einem 
andern Masse als dem Weber’schen geben, wo die Einheit der electro- 
motorischen Kräfte durch die dem: Ampere’schen Gesetz gemässen 

Wirkungen der Masseneinheit festgesetzt wird. 

Zur.Vergleichung des hier untersuchten Falles mit den Erschei- 


nungen an guten Leitern kann die Betrachtung des Beharrungszustandes 
387 





des Glases der Flasche in absolutem Mass, 
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bei constant erhaltener Spannungsdifferenz der Oberflächen (oder con- 
stantem Zufluss) dienen. Für diesen ist 


ou 


die Dichtigkeit im Innem: 0 = — -—- = — ec, 


die Spannung u=w—- e tet +txle + ei), 
die Spannungsdifferenz der Oberflächen: | 


u — Us = 2(a(e +) — (e — ee) D 
die‘ Gesammtladung: >) =e+e®—2, 
0 


.. eu Ma — U— ea — ea 
der Rückstand: e — 9 20% 
0x9 2a a 


die in der Zeiteinheit durchfliessende Menge: 
Ba 

oder gleich proportionalen Grössen, wobei zur Vereinfachung, wie oben, 
als Zeiteinheit «, als Längeneinheit ß, als Spannungseinheit die Span- 
nung im Innern einer Kugel vom Radius 1 bei auf der Oberfläche 
vertheilter Eleetrieität von der Dichtigkeit 1 angenommen ist. 

Besonders wichtig scheint mir die Prüfung des vermutheten Ge- 
setzes und eventualiter die Bestimmung der Constanten « und ß bei 
den Gasen zu sein. Die Beobachtungen von Riess*) und Kohlrausch**), 
nach welchen für den Electrieitätsverlust an die Luft in einem ge- 
schlossenen Raume das Gesetz Coulomb’s nicht gilt, können vielleicht 
als Ausgangspunkt für diese Untersuchung dienen und es wäre für 
dieselben wohl zunächst ein System von Messungen über den Electri- 
citätsverlust im Innern eines einigermassen regelmässigen geschlossenen 
Raumes zu wünschen. 





*) Pogg. Ann. Bd. 71. pag. 359. 
*#*) Pogg. Ann. Bd. 72. pag. 374. 


A a 
a 


at: 


Zwei allgemeine Sätze über lineäre Differentialgleichungen 
mit algebraischen Coefficienten. 
(20. Febr. 1857.) 


Bekanntlich lässt sich jede Lösung einer lineären homogenen 
Differentialgleichung nter Ordnung in » von einander unabhängige 
particulare Lösungen lineär mit constanten Coefficienten ausdrücken. 
Sind die Coefficienten der Differentialgleichung rationale Functionen 
der unabhängigen Veränderlichen &, so wird jeder Zweig der, allgemein 
zu reden, vielwerthigen Functionen, welche ihr genügen, sich lineär 
mit constanten Coefficienten in n für jeden Werth von x eindeutig 
bestimmte Functionen ausdrücken lassen, welche freilich dann längs 
eines gewissen Liniensystems unstetig sein müssen. Sind die Üoef- 
ficienten aber algebraische Functionen von x, welche sich rational in 
x und eine w-werthige algebraische Funetion von x ausdrücken lassen, 
so gehört zu jedem Zweig dieser u-werthigen Function eine Gruppe 
von n von einander unabhängigen particularen Lösungen, so dass in 
diesem Falle jeder Zweig einer Lösung der Differentialgleichung als 
ein lineärer Ausdruck von höchstens un eindeutigen Functionen sich 
darstellen lässt, welcher aber von ihnen immer nur » einer Gruppe 
angehörige enthalten wird. Aus diesen Vorbemerkungen wird man, 
da sich jede nicht homogene lineäre Differentialgleichung leicht in eine 
homogene von der nächst höhern Ordnung verwandeln lässt, ersehen, 
dass die folgenden Sätze alle lineären Differentialgleichungen mit al- 
gebraischen Coefficienten umfassen. 

Es seien %,, %9,.-.,%". Functionen von x, welche für alle com- 
plexen Werthe dieser Grösse einändrig und endlich sind, ausser für 
a,b,c,.., 9, und welche durch einen Umlauf des & um einen dieser 
Verzweigungswerthe in lineäre Functionen mit constanten Üoefficienten 
von ihren früheren Werthen übergehen. 

Zu ihrer näheren Bestimmung scheide man die Gesammtheit der 
complexen Werthe in zwei Gebiete durch eine in sich zurücklaufende 
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Linie, die der Reihe nach durch sämmtliche Verzweigungswerthe 
(9,.., c,b,.a) geht, so dass in jedem dieser Gebiete die Functionen 
völlig gesondert und stetig verlaufen, und betrachte die Werthe der 
Functionen in dem auf der positiven Seite dieser Linie liegenden Ge- 
biete als gegeben. Durch einen positiven Umlauf des x um a gehe 


i—=n 


nun y, in Pe Yyı; Y, im 24 U, 5 a ZA” y, über und ähn- 
i=1 r 

lieh durch einen positiven Umlauf um 5b y, in ZB” y;, ete., durch 

einen positiven Umlauf um g y, in EG yı. ! 


Bezeichnet man nun zur Abkürzung das System der n Werthe 
(Yıs Ya, Yu) durch (y) das System der nn Coefficienten 


(4) (1) (1) 
>. A Be A, 

(2) (2) (2) 
A, A, RR A, 


(n (n) n 

DE 0 
durch (A), das System der B durch (B), ..., der @ durch (@), und 
die aus (y) mittelst des Coefficientensystems (A) gebildeten Werthe 


ZA" y,, ZA yı,..., 24” y durch (A) (Yyı, Yo ++, 4) = (A)y), 80 
findet zwischen diesen Coefficientensystemen die Gleichung 


(1) . (@F)...(B)A) = (0) 
statt, wenn man durch (0) ein Coeffieientensystem bezeichnet, das 
nichts ändert, oder in welchem die Coeffieienten der abwärts nach 
rechts gehenden Diagonale —= 1 und alle übrigen — Q sind. In der 
'That, durchläuft x die ganze Grenzlinie so, dass es sich von einem 
Verzweigungswerth zum folgenden auf der positiven Seite bewegt, dann 
aber jedesmal um diesen Verzweigungswerth positiv herum, so gehen 
die Functionen (y) nach und nach in (G@)(y), (@)(F)(y), schliesslich in 
(G)(F)..(B)(A)(y) über. Es hat aber denselben Erfolg, wenn & die 
negative Seite der Grenzlinie oder die ganze Begrenzung des negativer- 
seits liegenden Gebiets durchläuft, wobei (Yı, Yey --, Yn) Ihre früheren 
Werthe wieder annehmen müssen, da sie in diesem Gebiet allenthalben 
einändrig sind. 

Ein System von n Funetionen, welches die eben angegebenen Eigen- 
schaften hat, werde durch 


abe g ) 
ae 
bezeichnet. 


Man betrachte nun als zu einer Klasse gehörig sämmtliche Systeme, 
für welche die Verzweigungswerthe und die um sie stattfindenden 
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. Substitutionen gegebene der Gleichung (1) genügende Werthe haben, 
was, wie sich bald ergeben wird, für unendlich viele Systeme der Fall 
ist. Nach einem leicht zu beweisenden, von Jacobi vielfach ange- 
wandten Satze lässt sich jede Substitution, allgemein zu reden, in drei 
Substitutionen zerlegen, von denen die letzte die inverse der ersten ist, 
und in der mittleren die Coefficienten ausser der Diagonale sämmtlich 
=( sind, so dass durch sie jede von den Grössen, auf welche sie 
angewandt wird, nur einen Factor erhält. Es lässt sich also z. B. 


ED:R 

ER TEE 1 
el ee la 

0:02, 


setzen, wenn («)-! die inverse Substitution von («) bezeichnet. Die 
Grössen A werden dabei die »nWurzeln einer durch (A) völlig bestimm- 
ten Gleichung nten Grades. Für den Fall, dass diese Gleichung gleiche 
Wurzeln hätte, müsste man der mittleren Substitution eine etwas ab- 
geänderte Form geben; wir wollen aber zur Vereinfachung diesen Fall 
vorläufig ausschliessen und annehmen, dass er bei der Zerlegung der Sub- 
stitutionen (A), (B),..., (Gr) nicht eintritt. Die Substitution («) kann in 


ee 
(9 Br. 0 
Rn 


durch Hinzufügung einer nur multiplieirenden Substitution verwandelt 
werden; in dieser Form aber sind, wie die Gleichungen, durch welche 
sie bestimmt wird, zeigen, alle möglichen Werthe derselben enthalten. 

Durch einen positiven Umlauf des x um a gehen die Werthe der 
Funetionen y aus (P,, P%, -.,2») m (A)(p) über. Die Werthe der durch 
die Substitution (@)-! aus (y) gebildeten Functionen 

(ir 23,22) = (e)!(y) 

gehen daher aus (e@)-!(p) in 


2: 2,0 
A win) 
BR, 


Wber oder (2, 70,050) A, AD). 

Wenn eine Function 2 durch einen positiven Umlauf des x um a 
den constanten Factor A erhält, so kann sie durch Multiplication mit 
einer Potenz von (« — a) in eine Function verwandelt werden, die in 
der Umgebung von a einändrig ist, In der That erhält (x — a)“ durch 
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einen positiven Umlauf des x um a den Factor e“?”‘,; bestimmt man 
log4 
2’ 
eine für ©—=« einändrige Function. Diese Function lässt sich also 
nach ganzen Potenzen von (« — a) entwickeln, und z selbst nach Po- 
tenzen, die sich von u um ganze Zahlen unterscheiden. 

Demnach sind 2,, 23, - -, 2„ nach Potenzen von x — a entwickel- 
bar, deren Exponenten in der Form 


also u so dass e“?”' — 4, oder setzt man u = so wird 2a — a) 


log logA, logA 
am, Z.rm,..., tm 


2 ri Irmi mi 








enthalten sind, wenn m eine ganze Zahl bedeutet. Wir wollen nun 
annehmen, dass die Funetionen y nirgends unendlich von unendlich 
orosser Ordnung werden, so dass diese Reihen auf der Seite der fallen- 
den Potenzen abbrechen müssen, und bezeichnen durch w,, U, - +, Un 
die niedrigsten Potenzen in diesen Reihen, so dass 

(8 — a), ..., 2n(& — a)"n 
endliche von O0 verschiedene Werthe haben. Offenbar kann die Diffe- 
renz zweier von den Grössen i,, Hs, -., 4, nie eine ganze Zahl sein, 
da die Werthe der Grössen A,, As, .., 4„ sämmtlich von einander ver- 
schieden sind; dagegen werden die Werthe der entsprechenden Ex- 
ponenten bei zwei zu derselben Klasse gehörigen Systemen sich nur 
um ganze Zahlen unterscheiden können, da die Grössen A,, Ay, .., An 
durch (A) völlig bestimmt sind. Diese Exponenten können dazu die- 
nen, die verschiedenen Functionensysteme derselben Klasse von einan- 
der zu unterscheiden, oder doch sie zu gruppiren, und es genügt, wenn 
sie bekannt sind, statt (A) die Substitution («) anzügeben, da die 
Grössen A, Ag,.., An schon durch sie bestimmt sind: wir werden uns 
daher zur genaueren Charakteristik des Systems (Yı, Ya, +» Y„) des Aus- 
drucks 
Be NT, 
() (B)...(@) 
Yu 9. 9 8 








| Un Un +»: On : 
bedienen, in welchem die Grössen der übrigen Verticalreihen für die 
Verzweigungswerthe b,..,g die analoge Bedeutung haben sollen, wie 
die der ersten für a. Es liegt dabei auf der Hand, dass jedes System 
als ein specieller Fall eines andern betrachtet werden kann, in welchem 
die entsprechenden Exponenten zum Theil oder sämmtlich niedriger sind. 
Es ist nun nicht schwer zu beweisen, dass zwischen je n + 1 Sy- 
stemen, die derselben Klasse angehören, eine lineare homogene Glei- 





mit algebraischen Coefficienten. Ä 361 


chung mit ganzen Functionen von x als Coefficienten stattfindet. Wir 
unterscheiden die entsprechenden Grössen in diesen n + 1 Systemen 
durch obere Indices. Nehmen wir an, dass zwischen ihnen die n Glei- 
chungen stattfinden: 


a ta + ty =0 
(2) ta + +my =0 


Ay Yn + a,yı 3 el Any 2 0, 

so müssen die Grössen q,, @,,. ., @„ proportional sein den Determinanten 
der Systeme, welche man erhält, wenn man in dem Systeme der 
n(n + 1) Grössen y der Reihe nach die Ite, 2te,..,n + 1te Vertical-. 
reihe weglässt. Eine solche Determinante &-+ yn ys i Ye erhält 
durch einen positiven Umlauf des x um a den Factor Det. (A) und 
kann für <= «a nicht unendlich von unendlich grosser Ordnung wer- 
den; sie lässt sich also nach um 1 steigenden Potenzen von 2 — a 
entwickeln. Um den niedrigsten Exponenten in dieser Entwicklung zu 
bestimmen kann diese Determinante in die Form gesetzt werden 


Det. () 2 + 2020 ..2”. 


n 


In letzterer Determinante ist das erste Glied 
: a) RR (n) ? 
2 2 a” ne ay"ı reitrte 


multiplieirt in eine Function, die für == 0 einen endlichen und von O 
verschiedenen Werth hat. Der niedrigste Exponent in der Entwick- 
lung dieses Gliedes nach Potenzen von (« — a) ist daher 


= ++ .+W 
und hieraus erhält man durch Permutation der oberen Indices die nie- 
drigsten Exponenten in den Entwicklungen der übrigen Glieder. Offenbar 


ist der gesuchte Exponent allgemein zu reden gleich dem kleinsten von 
diesen Werthen und jedenfalls nicht kleiner. Bezeichnen wir den klein- 


sten dieser Werthe durch u, den ähnlichen Werth für den zweiten 
Verzweigungswerth durch »,..., für den letzten durch oe, so ist 


Z+ y> nn y" (aa) (eb). gt 
eine Function von x, welche für alle endlichen ecomplexen Werthe ein- 
ändrig und endlich bleibt und für x = oo unendlich gross höchstens 
“ von der Ordnung — (u +» +:--+ 0) wird, folglich eine ganze Function 
höchstens vom Grade — (u+v-+:-+.0). Diese Grösse muss daher, 
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wenn die Function nicht identisch verschwindet, eine ganze, nicht 
negative Zahl sein. 

Die partiellen Determinanten, welchen die Grössen Ay, %y. Ay PrO- 
portional sind, verhalten sich demnach wie ganze Functionen, multipli- 
eirt mit Potenzen von 2 —a,2—b,. % — 9, deren Exponenten in 
den verschiedenen Determinanten sich um ganze Zahlen unterscheiden. 
Die Grössen a,, a,,.., a, verhalten sich daher selbst wie ganze 
Functionen und können in den Gleichungen (2) durch diese ersetzt 
werden, wodurch man den zu beweisenden Satz erhält. 

Die Derivirten der Functionen Yı> Ya, --, Yn nach x bilden offenbar 
ein derselben Klasse angehöriges System, denn die Differentialquotienten 
der Functionen (A)(y,, %, - „ Yn), in welche (Yı> %3: ,Yn) durch einen 
positiven Umlauf des x um a übergehen, sind 


2 dy, dy, =) 
N, .., iz)’ 





da die Coefficienten in (A) constant sind. Durch diese Bemerkung 
erhält man aus dem eben bewiesenen Satz die beiden Corollare: 
„Die Funectionen y eines Systems genügen einer Differentialgleichung 
nter Ordnung, deren Coefficienten ganze Functionen von x sind.“ 
und: 
„Jedes derselben Klasse angehörige System lässt sich in diese Funetionen 
und ihre n— 1 ersten Differentialquotienten lineär mit rationalen 
Coefficienten ausdrücken.“ 

Mit Hülfe des letzteren lässt sich ein allgemeiner Ausdruck für 
sämmtliche Systeme einer Klasse bilden, aus welchen man sofort sehen 
würde, dass die Anzahl sämmtlicher Systeme, wie oben behauptet, 
unendlich ist; es soll indess hier nur angewandt werden zur Aufsuchung 
aller Systeme, in welchen nicht bloss die Substitutionen, sondern auch 
die Exponenten dieselben sind. Für ein beliebiges System Y,, Y,,..., Y, 
mit denselben Substitutionen und denselben Exponenten wie %,, Y3, +, Yn 
hat man nach demselben, wenn man die Derivirten nach Lagrange 
bezeichnet, nlineäre Gleichungen von der Form: | 


u Ai = dYı + by, +: + Biden» 
et + + bye” 


GYn = DuYn + by, er Bo + EON ellae 
wobei die Coeffieienten ganze Functionen von x sind. Die Function 
c, hängt nur von den Functionen y ab, und für den Grad der 
Funetionen b ergiebt sich ein endliches Maximum, so dass sie nur eine 
endliche Anzahl von Üoefficienten haben. Damit umgekehrt die aus 
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diesen Gleichungen sich ergebenden Functionen Y,, Y,,.., Y„ die ver- 
langten Eigenschaften haben, müssen diese Coefficienten so beschaffen 
sein, dass für die Verzweigungswerthe ihre Exponenten nicht niedriger 
sind als die der Funetionen y und dass sie für alle anderen Werthe 
von x endlich bleiben. Diese Bedingungen liefern für die Coefficienten 
der Potenzen von x in den Functionen b ein System lineärer hompgener 
Gleichungen. Die Auflösung dieser Gleichungen ergiebt, wenn sie zur 
Bestimmung der Üoefficienten hinreichen, als allgemeinsten Werth der 
Functionen (Y) den Werth const.(y), wenn dies nicht der Fall ist, 
aber einen Ausdruck von der Form: 


nelythlt tl” 


rk +hY" +... + m} 

mit den willkürlichen Constanten k,%k,,...,/im. Von diesen willkür- 
lichen Constanten kann man eine nach der andern als Function der 
übrigen so bestimmen, dass das Anfangsglied in der Entwicklung einer 
der Functionen («)-1(Y), (B=!(Y),..., (#)=!(Y) Null wird, wodurch 
die Exponentensumme jedesmal wenigstens um eine Einheit erhöht 
wird, so dass schliesslich die Exponentensumme wenigstens um m er- 
höht und die Anzahl der willkürlichen Constanten um ebenso viel ver- 
mindert ist. Auf diese Weise kann man aus jedem Systeme von 
nFunctionen ein anderes mit höheren Exponenten ableiten, welches 
durch die Substitutionen und die Exponenten in seiner Charakteristik 
bis auf einen allen Functionen gemeinschaftlichen constanten Factor 
völlig bestimmt ist. Es werde nun auch dieser Factor dadurch be- 
stimmt, dass man den Coefficienten der niedrigsten Potenz von 2 — a 
in der Entwicklung der ersten von den Functionen («)-!(y) gleich 1 
setzt, so dass die Functionen y eindeutig bestimmt sind.*) 

Man hat dann nur nöthig scharf aufzufassen, wie sich der Verlauf dieser 
Functionen mit der Lage eines der Verzweigungswerthe, z. B. « ändert, um 
zu. dem Satz zu gelangen, dass die Grössen y ein ähnliches System von 
Functionen wie von x auch von a bilden mit den Verzweigungswerthen 


b,c,d,...,9, & und Substitutionen die aus (A), (B),...,(F)) zusammengesetzt 
sind. Für den Fall, dass es unmöglich ist, .die Functionen mit a so zu än- 


*) Bis hierher reicht ein vollständig ausgearbeitetes Manuscript Riemann’s. 
Da wo die kleingedruckten Worte beginnen, steht am Rande die Bemerkung „von 
hier an nicht richtig“. Ich glaubte aber trotzdem nicht, diese Stelle ganz unter- 
drücken zu dürfen, weil sie doch die Keime zu einer Weiterentwicklung der darin 
angedeuteten wichtigen Theorie enthält. — Auf einigen Blättern, welehe Entwürfe 
zu der vorstehenden Abhandlung enthalten, finden sich die Grundzüge zu einer 
Weiterführung der vorstehenden Untersuchungen, die ich im Nachfolgenden in mög- 
lichst unveränderter Form mittheile, W, 
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dern, dass sämmtliche Substitutionen constant bleiben, — weil die Anzahl der 
in ihnen enthaltenen willkürlichen Constanten geringer ist als die Anzahl der 
hierfür zu erfüllenden Bedingungen —, kann man das System als einen be- 
sonderen Fall eines Systems mit niedrigeren Exponenten betrachten, in welchem 
für diese specieilen Werthe von a, b, ..., g die Coefficienten einiger Anfangs- 
glieder in den Reihen für («)—1(y), (B1(y),..., (®)—1(y) verschwinden. 

In Folge dieses Satzes bilden die Grössen Yı» Ya,» * +, %n Functionen von 
p Veränderlichen a, b,..., g, x, welche, wenn sämmtliche veränderliche Grössen 
wieder ihre früheren Werthe annehmen, entweder die früheren Werthe wieder 
erhalten, oder in lineäre Ausdrücke ihrer früheren Werthe übergehen, mit 
einem constanten Coefficientensystem, das aus den pP — 2 beliebig gegebenen 
Systemen (4), (B), (C), ..., (F) irgendwie zusammengesetzt ist. 

Auf eine weitere Untersuchung dieser Functionen von mehreren Veränder- 
lichen und der Hülfsmittel, welche der letzte Satz für die Integration lineärer 
Differentialgleichungen bietet, muss ich für jetzt verzichten und bemerke nur 
noch, dass ein Integral einer algebraischen Function als ein specieller Fall der 
hier behandelten Functionen betrachtet werden kann, und dass man durch An- 
wendung dieser Principien auf ein solches Integral auf Functionen geführt 
wird, welche die allgemeinen $-Reihen mit beliebigen Periodieitätsmoduln dar- 
stellen. 


Bestimmung der Form der Differentialgleichung. 


Es wird die nächste Aufgabe der auf diese Prineipien zu gründen- 
den Theorie der lineären Differentialgleichungen sein, die einfachsten 
Systeme jeder Klasse aufzusuchen, und zu diesen Ende zunächst die 
Form der Differentialgleichung näher zu bestimmen. Verstehen wir 
unter den obigen Functionen y», y®, ..., y' jetzt, wie Lagrange, die 
successiven Derivirten der Function y so werden die Gleichungen (2) 
die Differentialgleichung, welcher sie genügen, darstellen. Der Grad 
der ganzen Functionen, welche für die Coefficienten ‘gesetzt werden 
können, bestimmt sich folgendermassen: durch jede Differentiation nach 
x werden sämmtliche Exponenten der Charakteristik, vorausgesetzt dass 
keiner eine ganze Zahl ist, um die Einheit erniedrigt. Es bleibt daher: 


DW.) a r@-dr..a@-gr=X, 


allenthalben endlich und einändrig, wenn man 


MINn=A n.n—1i 3a n.n—i 
er Ui en TREE Aral} See garee re 


2 
setzt. Für = © wird, da die Functionen y endlich und einändrig 
bleiben, 2-+ y, yn 7 y =» unendlich klein von der Ordnung: n.(n—1). 
Der Grad der ganzen Function X, ist daher 

r=(m— 2) Er. 


wenn m die Anzahl der Verzweigungswerthe und s die Summe der 
Exponenten in der Charakteristik bezeichnet. 





u Lu — 


n.n—1 
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Wenn in dem System der n.n + 1 Grössen y statt der letzten 
Verticalreihe die n + 1 — tte weggelassen wird, so muss die aus ihnen 
gebildete Determinante allgemein zu reden mit um ? höheren Potenzen 
von &—a,2—b,..., 2 — 9 multiplieirt werden und wird dadurch 
eine ganze Function vom Grade r + (m — 1)t [nur für = n ist dieser 
Grad r + (m — 2)n]. 

Die Differentialgleichung lässt sich daher, wenn man das Product 
(2 — a) (« — b)... (#2 — 9) durch @ bezeichnet in die Form: 


X,Y + 0X, _ı% + m. o" X, y” nn 0 


setzen, so dass die Grössen X, ganze rationale Functionen vom Grade 
r + (m — 1)t sind. [X, vom Grade r + (m — 2)n]. 

Man untersuche jetzt, welchen Bedingungen die Coefficienten die- 
ser Functionen genügen müssen, damit nur für die Werthe a, b,...,g 
eine Verzweigung eintritt und die Unstetigkeitsexponenten für sie die 
gegebenen Werthe haben. Eine Verzweigung findet so lange und nur 
so lange nicht statt, als sich alle Lösungen der Differentialgleichung 
nach ganzen Potenzen der Aenderung von x entwickeln lassen, oder 
so lange die Entwicklung von y nach dem Mac-Laurin’schen Satz 
n willkürliche Constanten enthält. Dies ist immer der Fall, wenn a, 
von OÖ verschieden is. Man hat daher nur den Fall a, = 0 zu unter- 
suchen. Setzt man die Differentialgleichung in die Form: 


y+ba—Aytrba—- a + + —ary” —0 
so müssen, damit um &=a die Function y den vorgeschriebenen 
Charakter hat, w,, 4, .., 4, sämmtlich Wurzeln der Gleichung 


+64. tube — dd... Gor+i)=0 

sein. Dieses liefert n Bedingungen für die Functionen X und erfor- 
dert überdies, da alle Grössen u endlich und unter einander ungleich 
sind, dass b, für = a nicht O sei. Aehnliches gilt für die übrigen 
Wurzeln b, c,..,g von o=(. Es kann sonach X, =0 mit o—=0 
keine Wurzel gemeinschaftlich haben. 

Ist nun (für eine Wurzel von X,=0) a,—= (0, a„—ı aber von O 
verschieden, so können (für diese) y, y',..., y”-® willkürlich ange- 
nommen werden, dann aber ist y”—® durch die Differentialgleichung 


MP Faser u y—=t 
bestimmt, so dass » — 1 willkürliche Constanten in den n — 1 ersten 
Gliedern der Mae-Laurin’schen Reihe auftreten, die letzte Constante 


aber frühestens im n + lIten. Man nehme an, dass sie zuerst im 
n + hten erscheine. 


@ 
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Eliminirt man dann aber in der Akten Derivirten der Differential- 

gleichung: 

at + (rt) yCHd +0 
die Geöesen yeta—»,,..., ya—D mittelst der vorhergehenden Deri- 
virten und der Dilferenfinlglächans selbst, so müssen die Coefficienten 
von yata=D, MT. y Snmkliäh verschwinden, da diese 
Grössen von einander unabhängig sind. Man erhält also 

htm =0, 

also a, von O verschieden und’ ausserdem noch n — 1 Gleichungen, 
und es ergeben sich n Bedingungsgleichungen für die Coeffieienten der 
Functionen X. 

Man setze nun zweitens voraus, dass a, und a„_.ı gleichzeitig 
verschwinden, a,„_s aber endlich bleibt, so dass die n— 2 ersten 
Glieder der Mac-Laurin’sche Reihe » — 2 willkürliche Constanten 
enthalten, und nehme an, dass die folgende im na + h— Iten, die 
letzte im » + h’— 1ten zuerst auftrete. Alsdann ergeben sich, damit 
y”#?=2 und y®+”—2 yon den Werthen der niedrigeren Differential- 
quotienten unabhängig werden, die Gleichungen: 

h.h 


’ — 1 „ ’ 
=, Fr +ha-ı +-:=0, 


ri ea Fam; 

also a, und a,_, von Null verschieden, und ausserdem 2n — 3 Glei- 
chungen. Es werden also zwei Linearfactoren von a,=() und man 
erhält 2» Bedingungen für die Funetionen X, i 

Auf ähnliche Art findet man für den Fall wenn a,, @,_ı, _s 
gleichzeitig verschwinden, a,„_; aber endlich bleibt, und die drei letzten 
willkürlichen Constanten zuerst im n +h— 2ten, n + h — 2ten, 
n + h” — 2ten Gliede auftreten, die Bedingungen: 


ad [23 [4 2 
2 „=0,,m-ı=0, 


h.h—1.h—2 m en „ ’ 
+ mn th +0 








für h, W, W’ und ausserdem noch 3%» — 6 Gleichungen, so dass a, drei 
und nur drei gleiche Wurzeln hat, und 3» Bedingungen erfüllt wer- 
den müssen. Durch Verallgemeinerung dieser Schlüsse ergiebt sich 
offenbar, dass jeder Linearfactor von X, n Bedingungen zwischen den 


Functionen X zur Folge hat.*) 
*) Ueber das Verhalten der Differentialgleichung für unendliche Werthe von 


x findet sich im Riemann’schen Manuscript nichts; die Abzählung der Constanten 
ist nur angedeutet; das Folgende ist daher so gut als möglich vom Herausgeber 
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; Für unendlich grosse Werthe von x sind die Functionen y endlich 
4 und stetig vorausgesetzt; um die hieraus fliessenden Bedingungen- zu 
; erhalten, transformire man die Differentialgleichung durch Einführung 


: ; RR x 
einer neuen Variablen — für «. Dadurch erhält man: 











| 3 — Nyt — ge du Es ( — 1)J1&-1 ty 
3 ( y de P. 2 che 
| ei ee 
+E- De 9 ipe- re 
; und die es erhält die Form: 
An en rm. N.A, 1. ern = “+ 


In—1 sn Her A (n— 2)— 17840, _,8°-%) et 
2 + 2:8 „R Quy= 0. 


Nun ist a, vom Grade r + mn, a, vom Grade r + mn — n +, 
a, vom Grade r + mn — 2n in x. Wenn man also die vorstehende 
f Gleichung mit &°+”*2” multiplieirt, so bleiben der erste und der 
letzte Coefficient für &= 0 endlich und dieselbe erhält die Form: 








a U, N EN 





E e d"y On —i de Un —2 RER: 


+ &2 — Ih. A +0oy=0, 








worin &, &n—1, ..., & Functionen sind, welche für &=0 endlich 
bleiben. Nun lässt sich aber, wenigstens unter der Voraussetzung 
dass X, nur ungleiche Factoren, und die oben mit h bezeichnete ganze 
Zahl den Werth 1 hat, nachweisen, dass «„_ı durch & theilbar ist. 
Dies ist bewiesen, wenn man gezeigt hat, dass in dem Ausdruck 


(n — 1) na, — 2-1 


sich die (r + mn)te Potenz von x forthebt. Zu diesem Zweck zerlege 


man die echt gebrochene Function - = = in Partialbrüche: 
N {) 


"A un + 
An X, .—a z—.o 


worin sich die erste Summe auf alle Wurzeln a, b,.. der Gleichung 
@=0, die zweite auf alle Wurzeln «, ß,.. von X,—= 0 erstreckt. 
Nun muss in Folge der oben für den Punkt «a aufgestellten Bedingungs- 
gleichung für = a 








ergänzt. Ich bemerke noch, dass man etwas einfacher und allgemeiner zum Ziel 
gelangt, wenn man von vorn herein einen der gegebenen Verzweigungswerthe ins 
Unendliche verlegt. W, 
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An —ı (2 — a) n.n—1 
An TEE BET 
sein, woraus sich für A der Werth A- "1 _ Zu ergiebt. 
Ebenso folgt aus der für den Punkt « gültigen Bedingung: 
%.tmn-ı=0:A=—1, 
woraus man erhält: 
| Nn.n—T 
en 
An —1 2 a! 
I ae ee 
An —1 





Lässt man nun in x unendlich werden, so ergiebt sich, wenn 


man die ÜÖoefficienten der höchsten Potenzen von x in a, und RER 
durch A,, A„_ı bezeichnet: 


Ani n.n—1i 
1 mn nern 








womit der Nachweis der obigen Behauptung geführt ist. 

Damit also für unendliche Werthe von x die Functionen y end- 
lich und stetig bleiben, müssen wir noch die Bedingungen stellen, 
dass &_s durch 8°, ..,«, durch &*-! theilbar seien, deren Zahl 
n,n—1 


5 _ — 1 beträgt. 





Hiernach müssen die Coefficienten der Functionen X im Ganzen 


(m+n)n + 
Coeffieienten beträgt, wenn man, was freisteht, einen. derselben — 1 
annimmt: 





— 1 Bedingungen erfüllen. Die Anzahl dieser 





De+m- ++ -1 





ne Ber ER € 


1 

-C+ OU FM 9, 4 

Es bleiben also, wenn man für r seinen Werth setzt, 
(m— 2)" —s—n.m—D+1 

von ihnen willkürlich. Nun involviren die Functionen y, als Integrale 
einer Differentialgleichung »ter Ordnung n.n Integrationsconstanten. 
Von diesen kann, da ein gemeinschaftlicher constanter Factor aller 
Functionen y unbestimmt bleiben muss, eine = 1 gesetzt werden, so 
dass im Ganzen in dem Funetionensystem (y) (m — Inn — 1)—s 
willkürliche Constanten bleiben, die Verzweigungswerthe und die Un- 
stetigkeitsexponenten, die als gegeben betrachtet werden, nicht mit- 
gerechnet. ; 
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Um nun die Frage zu entscheiden, in wie weit das Functionen- 
system (y) durch die in seiner Charakteristik enthaltenen Grössen be- 
stimmt ist, müssen wir die Anzahl der dadurch gestellten Bedingungen 
bestimmen und diese mit der Anzahl der verfügbaren Constanten ver- 
gleichen. Diese Bedingungen bestehen, nachdem die Verzweigungs- 
punkte und die Unstetigkeitsexponenten gegeben sind, nur noch darin, 
dass um die Verzweigungspunkte herum die gegebenen Substitutionen 
(«), (B), - - - (9) stattfinden. Jede dieser Substitutionen enthält aber, da 
man in jeder Horizontalreihe Einen Coefficienten beliebig wählen kann, 
Nn.n — 1» unbestimmte Coefficienten, zwischen denen in Folge der Re- 
lation (1) n? Bedingungsgleichungen bestehen. Von diesen letzteren ist 
Eine eine identische Folge der Annahme, dass s eine ganze Zahl sei, 
(vgl. die Abhandlung „Beiträge zur Theorie ete.“ Art. 3. 8. 67) und 
demnach haben die in dem Functionensystem (y) enthaltenen Con- 
stanten m.n.(n — 1) — n-+- 1 Bedingungen zu befriedigen. Diese 
Zahl darf also nicht grösser sein als (m — 1).n.(n — 1) — s, woraus 
sich ergiebt, dass s im Allgemeinen nicht grösser sein darf als n — 1. 
Für den Falls=n— 1 ist die Anzahl der Bedingungsgleichungen 
ebenso gross als die Anzahl der verfügbaren Constanten. 
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. XXI. 


Commentatio mathematica, qua respondere tentatur qüaestioni 
ab Illma Academia Parisiensi propositae: 


„Trouver quel doit &tre P&tat calorifique d’un corps solide homo- 
gene indefini pour qu’un systeme de courbes isothermes, ä un instant 
donne, restent isothermes apres un temps quelconque, de telle sorte 
que la temperature d’un point puisse s’exprimer en fonetion du temps 
et de deux autres variables independantes.“*) 


Et his principiis via sternitur ad majora. 
k 


Quaestionem ab illm Academia propositam ita tractabimus, ut 
primum quaestionem generaliorem solvamus: 
quales esse debeant proprietates corporis motum caloris determi- 
nantes et distributio caloris, ut detur systema linearum quae sem- 
per isothermae maneant, : 
deinde 
ex solutione generali hujus problematis eos casus seligamus, in 
quibus proprietates illae evadant ubique eaedem, sive corpus sit 
homogeneum. 


Pars prima. 


2. 


Priorem quaestionem ut aggrediamur, considerandus est motus 
ealoris in corpore qualicunque. Si « denotat temperaturam tempore 


*) Diese Beantwortung der von der Pariser Akademie im Jahr 1858 gestell- 
ten und 1868 zurückgezogenen Preisaufgabe wurde von Riemann am 1. Juli 
1861 der Akademie eingereicht. Der Preis wurde derselben nicht zuerkannt, weil 
die Wege, auf denen die Resultate gefunden wurden, nicht vollständig angegeben 
sind. . Von der Ausführung einer beabsichtigten ausführlicheren Bearbeitung des 
Gegenstandes wurde Riemann durch seinen Gesundheitszustand abgehalten. 
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# in puncto (&,, %,.%;) aequationem generalem, seeundum quam haec 
funetio « variatur, hujus esse formae constat, 


ou ou ou 
Dee 0x, 33 4,9 0%, + A, ,3 =) 











OR, 
0%, 
ou ou ou 
ö(a,,. dx, + @,; dz, + 9,3 se) 
D * ee. 
= 0 ou ou 
ö(a,,, Int Wa da, + 4,,5 =) _ 0“, 
ARTE ERST: 


Qua in aequatione quantitates a eonduetibilitates resultantes ‚ h calorem 
specificum pro unitate voluminis, sive produetum ex calore specifico 
in densitatem designant et tanquam functiones pro lubitu datae ipsa- 
rum %,, %, %, spectantur. Disquisitionem nostram ad eum casum 
restringimus, in quo conductibilitas eadem est in binis directionibus 
oppositis ideoque inter quantitates @ relatio 


ız— ’ 
‚A Av,ı 


intercedit. Praeterea quum calor a loco calidiore in frigidiorem migret 
necesse est ut forma secundi gradus 


AR Ay ‚2, Ba 
Ay ,3, 4,1, 4,9 
3. 


Iam in aequatione (I) in locos coordinatorum rectangularium &,, &,, &, 
tres variabiles independentes quaslibet novas s,, s,, S, introducamus. 

Haec transformatio aequationis (I) facillime inde peti potest quod 
haee aequatio conditio est necessaria et suffieiens, ut, designante du 
variationem quamcunque infinite parvam ipsius «, integrale 


(A) ll) 2° er Ei en © de, da, de, + far öu da, da,da, 


per corpus extensum, solum a valore variationis dw in superfieie pen- 
deat. Introductis novis variabilibus haec expressio (A) transibit in 


(B) 2 2 za = ds, ds, ds, HS fer du ds, ds, ds, 


posito brevitatis causa 
5 os, 08 
a, L Ga BEE ” 
t, [% 4 ef 02, AS: b h RR 
PEDE: OR EE > os, 08 08, 


0 08, 08. 08%, 0%, 08, 


sit positiva. 








24* 


> 
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Quodsi formarum secundi gradus 


* 
(1) Gr Gy ,25 Bu (2) Bi: bu,» ax 
Q,,35 9,1, %,2 by,3 ds,1, Bi,2 
determinantes sunt A, B et formae adjunctae 


2 = 0,95 ) 4 Bı,ı» Pa,2> e 
(8) ae 


9,3; %z,1, %,2 


invenietur 
x 04 95 0% 
A=B == 0x, Ox, O8 
et 42 
x, 0% 
en EAZRRET 
m 2 0 Re 
ideoque ; i 
; De &,v da. dx. = > ß., d ds, ds. 
et 
en 
: 7 Fa 


Unde faeile perspieitur transformationem aequationis (T) reduci 
posse ad transformationem expressionis & «dx, dar. 
58 


Quae quum ita sint, problema nostrum generale hoc modo solvere 
possumus, ut primum quaeramus, quales esse debeant funetiones b,. et 
k ipsarum $,, 8, 5, ut u ab una harum quantitatum non pendere 
possit. Qua quaestione soluta expressio ZB, ds. dsY formari poterit. 
Tum ut, datis valoribus quantitatum a, et quantitatis %, inveniamus, 
num « functio temporis et duarum tantum variabilium fieri possit et 
quibusnam in casibus, quaerendum est, an expressio illa Zß,,v ds,ds, 
in formam datam transformari possit; et hane quaestionem infra vide- 
bimus eadem fere methodo tractari posse, qua Gauss in theoria 
superficierum curvarum usus est. 


4. 


Primum igitur quaeramus, quales esse debeant functiones b,,. et k 
ipsarum $,, Sg, 5, ut u ab una harum quantitatum non pendere possit. 
Ut denotationem simplieiorem reddamus, quantitates s,, $3, 5; per @, ß,Y 
designemus et formam (2) per 


a,b,c 
(v3. x) 


si u a y non pendet, aequatio differentialis erit formae 
‚ 0?u ou u 


0? u 0? u ou ou ER 
(M ans t 2e rt mel) 
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posito 
dan, 0020 eb 0c da 
ra Bram ne 
Tribuendo ipsi y valores determinatos diversos ex aequatione (11) 
inter sex quotientes differentiales ipsius u obtinebuntur aequationes 


diversae, quarum coeffieientes a y non pendent. Quodsi ex his aequa- 
tionibus m sunt a se independentes 


BO, BR. 0, 


ita ut caeterae omnes ex iis sequantur, aequatio F= 0 necesse est pro 
guovis ipsius 7 valore ex his m aequationibus fluat unde F' formae 
esse debet 

C nz RER + RS + Cm Em 
qua in expressione solae quantitates ca y pendent. 

Iam casus singulos, quando m est 1,2, 3,4 paulo accuratius exa- 
minemus simulque aequationes a y independentes, in quas aequatio 
F—=0 dissolvitur, in formas simpliciores redigere curemus. 

Casus primus, m=1. 

Si m = 1, in aequatione (II) rationes coefficientium a y non pen- 
debunt. At introducendo in -locum ipsius 7 novam variabilem Skdy 
semper effiei potest, ut % fiat = 1, quo pacto coefficientes omnes a y 
evadent independentes. Porro introducendo in locos ipsarum «, ß novar 
variabiles semper effiei potest, ut @ et b evanescant. Hoc enim eve- 
niet, si expressio b da? — 2C da dß + adPß? (quae quadratum expressionis 
differentialis linearis esse nequit, si (2) est forma positiva) in formam 
mde' dß redigitur et quantitates @', ß tanquam variabiles indepen- 


- dentes sumuntur. 


Aequatio igitur differentialis (II) hoc in casu in formam 


‚, O?u eu ou  0u 
rau ur 
redigi potest et in forma (2) a, b tum erunt = (, a et b functiones 
lineares ipsius y, et € a y independens. Caeterum patet, temperaturam 
in hoe casu semper a y independentem manere, si temperatura initialis 
sit funetio quaelibet solarum « et ß. 

Casus secundus, m = 2. 

Si aequatio (II) in duas aequationes a y independentes diseinditur, 


2 


ope alterius ee ex altera ejici potest. Brevitatis causa haec ita ex- 


hibeatur 1 3 
(1) Au=0 
illa 
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eu 
(2) A=7, 
de et A expressiones characteristicas ex 2. et ös conflatas. 


Aequationem priorem facile perspieitur mutatis variabilibus inde- 
pendentibus ita transformari posse ut sit 4 


vel= 2,05 + e0u + fs 
vel=%+ ed + fs 
vel = %. 
valoribus e=0, f=0 non exclusis. 
Quoniam sit 
0-9 Iu= Adu= AAu 
ex his duabus aequationibus (1) et (2) sequitur 
(3) AAu=0. 
Taın duo distinguendi sunt casus, prout haec aequatio (3) vel ex 
aequatione (1) fluat, («), sive sit 
AA=04 
denotante @ novam expressionem characteristicam, vel non fluat, (P), 
novamque aequationem a fu independentem sistat. 


Casum priorem («) ut saltem pro una forma ipsius 7 perseru- 
temur, supponamus 


A—0Daös+ eöc-+ för. 
Tum Au ope aequationis Ju = (0 ad expressionem reduci potest, 
quae solas derivationes secundum alteram utram varidbilem contineat 
et coefficientes omnes cifrae aequales habere debeat. Ponamus, quum 
terminus d.0s eontinens ope aequationis Ju = (0 ejiei possit, 
A=aö, + bo, +62, + do, 


formemusque expressionem 


dAA— 44. £ 
In hac expressione quum coefficientes ipsarum 6), ö, evanescere debeant 
invenitur 2 N =(, > = (, unde si casus specials «= 0, b=(0 ex- 


cluduntur, mutatis variabilibus independentibus effici potest, ut sit 
a=b= 1. Tum autem invenitur ponendo coefficientes ipsarum 0, 0; 
in expressione reducta 1A cifrae aequales 


unde poni potest 
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muy nr 
em 
4A—-:+5+2 "du + 255 0 


denotantibus m, » funetiones ipsarum «, ß quae jam duabus aequa- 
tionibus differentialibus sufficere debent, ut coefficientes ipsarum de, 03 
in expressione reducta 1A evanescant. 

Prorsus simili modo in reliquis casibus specialibus formae sim- 
plieissimae ipsarum 7 et A inveniuntur conditioni 

AA=04 

satisfacientes. Sed huie disquisitioni prolixiori quam diffieiliori hie non 
immoramur. 

Caeterum patet in hoc casu temperaturam semper a y independen- 
tem manere, si temperatura initialis est funetio quaelibet ipsarum 
« et ß aequationi Ju = 0 satisfaciens; sequitur enim ex aequationibus 


Au=0 
ou 
Au == er 


0=- Au = AAu = Ju nn 


sistere pergit, si initio valet et functio « secundum aequationem 


et proin aequatio Ju=0 sub- 


ou & i z Dre 
A=7, variatur. Tum autem satisfit legi motus caloris. sive aequa- 


tion F=(. 
D. 


Restat casus specialis alter (ß) quando JAu=0a Au=0 est 
independens. Ut simul et casus sequentes m = 3, m = 4 amplectemur, 
suppositionem generaliorem examinemus, praeter aequationem Ju = 0 
haberi aequationem differentialem quamlibet linearem Ou = 0, ipsum 


” non continentem et a fu = 0 independentem. 
Si 4 est formae 005 + ed. + fg, ope aequationis Ju=0 ex- 
pressio @ a derivationibus secundum ambas variabiles liberari potest. 

Tam duo distinguendi sunt casus. 

Si ex expressione ® omnes quotientes differentiales secundum 
alteram utram variabilem ex. gr. secundum ß simul exeidunt, obtinetur 
aequatio differentialis solos quotientes differentiales a & con- 
tinens formae 


I 
(1) Da da? ER 0, 


v 


sin minus, semper elici poterit aequatio differentialis formae 
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‘ u — 
(2) >’ Fe 


v 





sive solos quotientes differentiales secundum Z continens. 

Nam in hoc casu expressiones Au, Au, A’u,.., quibus quotientes 
differentiales ipsius « secundum Z aequales sunt, ope aequationum 
AJu=0, @u = ( semper ita transformari possunt, ut solos quotientes 
differentiales secundum alteram utram variabilem contineant eosque non 
altiores quam @u. Quorum numerus quum sit finitus, eliminando ae- 
quationem formae (2) obtineri posse manifestum est. Coeffieientes a,’ 
utriusque aequationis sunt functiones ipsarum «, ß. 

Observare conveniet, alteram utram harum aequationum semper 
valere etiamsi / non sit formae 0.03 + eöu + fü. Casus specialis, 
quand J= % + eöa + fös ad utrumque casum referri potest, quum 
ope aequationis Ju —=(0 tum ex @®u, tum ex Au omnes derivationes 
secundum ß ejiei possint, quo facto aequatio utriusque formae facile 
obtinetur. Si f=0, hie casus sieuti casus J = 0. ad casum priorem 
referendus est. - 

Jam casum posteriorem accuratius perscrutemur. 

Solutionem generalem aequationis 


5 u 

Ay —— 
et 
v 


e terminis formae f(t)e*' conflatam esse constat, denotante f(t) functio- 
nem integram ipsius ? et A quantitatem a t non pendentem, facileque 
perspieitur, hos terminos singulos aequationi (I) satisfacere debere. 
lam demonstrabimus, fieri non posse ut sit A functio ipsarum %,, X, %y. 
Sit kt" terminus summus functionis f(t) distinguanturque duo 
casus. 
1°. Quando A aut realis est aut formae u + vi et u, v functiones 
unius variabilis realis « ipsarum &,, %,, 2,, substituendo u = f(t)e* 
in parte laeva aequationis (I) co@fficiens ipsius t"+? e*‘ invenitur 
OA\? 0a 0@ 
(6) PART ER . 
Sed haec quantitas evanescere nequit, nisi 
0 Ra FREE 


sive « = const., quum forma 
Qy,25 ee) 
Qy,3, 93,1, Usa 


ut supra monuimus, sit forma positiva. 
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2°, Quando A est formae u + vi et u, v sunt functiones inde- 
pendentes ipsarum %,, %,, &,, quantitates u + vi et u — vi pro varla- 
bilibus independentibus « et ß sumi poterunt continebitque ipsum « 


praeter terminum f(t)e“ etiam terminum complexum conjugatum 
p(t)er!. Quodsi 


0?u 0°?u 0°? u eu CU 
nataiterrteretrte 
est, ex aequatione IJu=0 substituendo «= f(t)e*' et aequando 


coeffieientem ipsius ?”*t?e“' eifrae, obtinetur «= (0 et perinde ce = 0) 
substituendo «= g(t)e?!. Unde ope aequationis Ju = (0 aequatio 


Au + ita transformari potest, ut solos quotientes differentiales 


" seeundum alteram utram variabilem contineat. Sed substituendo 


u=f(t)e', u=g(t)e 
coeffieiens summi cujusque horum quotientium differentialium invenitur 


—(, unde et hi quotientes differentiales ex aequatione Au = S 


omnes excidere debent, q.e.a., quum « ex hyp. non sit constans. 

In easu igitur posteriori funetio u componitur e numero finito 
terminorum formae f(t)e*‘, in quibus’ A est constans et f(£) functio 
integra ipsius t. 


In casu priori quando habetur aequatio formae 


eu 
(1) Du 0, 


funetio « erit formae 
ee > I Pr, 
v 


denotantibus Pi, Pa, -.. Solutiones particulares aequationis (1) et ,9,-- 
constantes arbitrarias sive functiones solarum ß et i. Quodsi haec 
expressio in aequatione 


substituitur, obtinetur aequatio formae 


DPQ=0, 


in qua quantitates Q sunt quotientes differentiales ipsarum q ideoque 
funetiones solarum ß et t, quantitates P autem functiones solarum 
« et ß. At tali aequationi supra vidimus, si ex » terminis compona- 
tur, subjacere u aequationes Hineares inter functiones Q et n — uw ae- 
quationes inter funetiones P, quarum coeffieientes sint funetiones solius 
ß, denotante u quempiam numerorum 0, 1, 2,.., n. Obtinebuntur 
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igitur expressiones ipsarum a per quotientes differentiales ipsarum q 


secundum ß ab ipsa « liberae. 

Jam casus singulos problematis nostri ad hunc casum pertinentes 
perlustremus. 

Quando m = 2 et A est formae 2.03 + ed« + fög aequatio re- 
ducta JAdu=0, si a quotientibus differentialibus secundum ß libera 
evadit, formam induet: 


‚ou ou__ 
en sr da? +5 FR 


unde « erit formae 

ap+bgq-+e 
denotantibus a, b, ce functiones solarum ß et f, p et qg autem funetiones 
solarum « et ß. lam in locum ipsius « variabilis independens q in- 
troduci potest. Quo pacto obtinetur 


u=ap+tba-+t ec 
est functio ambarum variabilium « et ß. Substituendo 
hane expressionem in aequationibus 


ubi jam sola » 


4 


ou 
Au = Mn. Au = Fri 
coefficientium formae facile eruuntur. 
Restat casus quando jam una aequationum, in quas aequatio F'= 0 
diseinditur, formam (1) habet, on formam 
ee u 
raats 
Tum ert v=ap-+b a a et b functiones Solarum ß et t, 
et p functionem solarum « et ß. Si in locum ipsius « variabılis in- 


dependens p introdueitur, prodibit 
— a DRTISWIER 
uv=AMUUR -H y Ep En > 
Invenimus igitur, si m sit = 2 sive aequatio F= 0 in duas ae- 


quationes 


AJu=0 
eu 
IN 


dissolvatur, esse au I14—= 04, aut funetionem u compositam esse e 
numero RE terminorum Ense f(de*, in quibus A eonstans et f(t) 
functio integra ipsius i est, aut formam induere 


p(B, t) 1(e, P) + «ep (B,t) + Prlß, t), 


sim —= 3, functionem u aut esse e numero finito terminorum f(t)e” 


conflatam aut formae | 
(PB, t)e + 9,(ß, t). 


nn 
> k =“ 
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Casus denique m = 4 nullo negotio penitus absolvi potest. 


s : : eu 5 
Si enim praeter aequationem Au = 5; habentur tres aequationes 
inter 





et proin variabiles independentes ita eligere licebit, ut « fiat functio 
unius tantum variabilis, aut 

u Mu Hu 

0a?’ daoß' op’ 


ideoque etiam Au, Au, Au per = r exprimi poterunt. Tum au- 
tem emerget aequatio formae 
ap r bi +0 = 
unde « habebit formam 
pet+get+rve(p+gl)e'+r 
constatque per praecedentia A et uw esse constantes. 
Iam sumta p pro variabili independente « et substitutis his ex- 


pressionibus in aequatione Au —= Fri invenitur fieri non posse ut g sit 


funetio ipsius «@, siquiden A et w sint inaequales. Ergo p et q vice 
variabilium independentium fungi possunt. Praeterea ex aequatione 


eu : 
A uU = er invenitur r = const. 


In hoe igitur casu « aut est funetio ipsius Z et unius tantum 
variabilis, aut alteram utram formarum 


ac’ + Bert + const. (@ + Pt) e*' + const. 
induet, valore = (0 non excluso. 
ER formae quas functio % induere potest inventae sunt, 
aequationes F,—= 0, quas brevitati eonsulentes perscribere noluimus, 
facillimae sunt en Unde in singulis quibusque casibus et forma 


ve ‚19 bu,2 er, 


bu,3; bu, bs 


(ee P2,2; > 
P2,3; ß; ‚1; Bi, 
innotescet. Si jam in expressionibus Zß,, ds, ds, ın locos quanti- 
tatum s,, 53, $; funetiones quaelibet ipsarum x,, &,, &, substituuntur, 


x 


et forma adjuncta 
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manifesto obtinebuntur casus omnes, in quibus «# funetio temporis et 
duarum tantum variabilium fieri possit. Unde quaestio prior soluta erit. 
Superest ut quaeramus, quando expressio Iß,. ds, ds, in formam 
datam Ia,, dx, dx, transformari possit. 
Pars secunda. 
De transformatione expressionis Zb,. ds.ds, in formam 
tt 


datam %a,, da, day. 
t,t 


Quum quaestio ab Ill”® Academia ad corpora homogenea restricta 
sit, in quibus conductibilitates resultantes sint constantes, evolvamus 
primum conditiones, ut expressio &b,, ds, ds,, aequando quantitates s 

tt 


funetionibus ipsarum %, in formam %a,. dx, dx’, constantibus coeffi- 
1,t 


cientibus a, affectam transformari possit. Deinde de transformatione 
in formam quamlibet datam pauca adjieciemus. 
Expressionem a, dx, dx,, si est, id quod supponimus, forma 
9 Yo S 


positiva ipsarum dx, semper in formam & da, redigi posse constat. 
Unde si 2 b,. ds, ds, in formam Zar da, dx, transformari potest, 
redigi etiam potest in formam S da’ et vice versa. Quaeramus igitur, 
quando in formam = da‘ transformari possit. 


Sit determinans + b,,ı Ba,9 Dunn = BD et determinantes par- 
tiales = ß,r; quo pacto erit Zß,.b,r—=B et = Br br = 0, si (Zi. 


Si Eb,rds.ds, = & da pro valoribus quibuslibet ipsarum d, 
substituendo d + ö pro d invenitur etiam &b,. ds, ds. = 2 dx, 6x, 


pro valorıbus quibuslibet ipsarum dx et d«. 
Hine si quantitates ds, per dx, et quantitates dx, per quantitates 
ös, exprimuntur, sequitur 








Ox, es, 
(1) 0. > bu. 0x, 
et proinde ä 

68, P,. 0%, 
(2) ri ET, 


Unde porro dedueitur, quoniam sit 
08, 0%, 7 08 0x, i $ 
te Diner, 
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eo Des. 90 Din-E 


et differentiando formulam > 


Nasa 


lJam ex his ipsarum 


a obı,v 











expressionibus eruitur 


$* 0° 0x Se niE % ee 
8) 23 08,08, 08 Sr 08.2208 


q 








et si haec quantitas per e ne ar 


97:5 I, Tre - Ir Pi eh 


Quantitatibus p.,v, iterum differentiatis obtinetur 








op, Erd op, I Ye Sy: 0°% 2x 
RE Ta -2 > 08, 08, 3 er 235 08, An er: Os 


unde tandem N substitutis valoribus modo inventis (6) et (4) 








b,, L PR Be ee 
08, - ze = ge 00 08,08 
1 * 
(A) B% 
+ + >> (Pr, 3 e" Pv, t, . TER P», t, en Pv, E% ") B ST 0 
vv 





Hujus modi igitur aequationibus funetiones b satisfaciant necesse 


est, quando &b,. ds, ds. in formam = da” transformari potest: partes 


t, Ph 


laevas harum aequationum Beiendhinas per 
„ Pe 
(u, u , 


Ut indoles harum aequationum melius perspieiatur, formetur ex- 
pressio 


08 >) Bd 248 >) b,. ds. ds + daD b,. 05, 08 
determinatis variationibus seeundi ordinis d?, dö, 6? ita, ut sit 
>) br ds, öse — >) br. ds. d'se — aD b,. 68, 0’. — 0 
> b,. ds. dst — 245) b.,. ds, 0’, — 0 
&.> b,. ös. ds — 28 v0. 0’ = 0, 
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denotante Ö’ variationem quameunque. Quo pacto haee expressio in- 
venietur 


D) = BAG U”) (ds, ds. — ds, 68.) (ds. Ös — dsw ö8,). 


Jam ex hac formatione hujus expressionis sponte patet, mutatis 
varjabilibus independentibus transmutari eam in expressionem a nova 
forma ipsius &b,. ds, ds; eadem lege dependentem. At si quantitates 
b sunt constantes, omnes ceoefficientes expressionis (IT) eifrae aequales 
evadunt. Unde si &b,, ds, ds, in expressionem similem constantibus 
coöfficientibus affeetam transformari potest expressio (II) identice eva- 
nescat necesse est. 


Perinde patet, si expressio (II) non evanescat, expressionem 


Dwr, 1”) (ds,ö8, — ds, 88) (ds,. 88, — ds, 88,.) 
am) ; : 


a —— in BER 
> b, „ds, ds, > b,,„ 08,88, — > b,..ds, ds.) ® 
mutatis variabilibus independentibus non mutari, insuperque immutatam 
manere si in locos variationum ds,, Ös, expressiones ipsarum lineares 
quaelibet independentes «ds, + ßös,, yds, + 8 ds, substituantur. Va- 
lores autem maximi et minimi hujus functionis (III) ipsarum ds,, ds, 
neque a forma expressionis Ib, ds, ds, neque a valoribus variationum 
ds,, ds, pendebunt, unde ex his valoribus dignosei poterit, an duae 
hujusmodi expressiones in se transformari possint. 


Disquisitiones haece interpretatione quadam geometrica illustrari 
possunt, quae’ quamquam conceptibus inusitatis nitatur;'tamen obiter 
eam addigitavisse juvabit. 


Expressio Y&b,. ds, ds, spectari potest tanquam elementum line- 
are in spatio generaliore »n dimensionum nostrum intuitum transcen- 
dente. Quodsi in hoc spatio a puncto ($,, Ss, .. 3.) ducantur omnes 
lineae brevissimae, in quarum elementis initialibus variationes ipsarum 
s suntutads, + Bös, :ads, + Bös,:...:ads,„ + ßBods,, denotantibus 
« et ß quantitates quaslibet, hae lineae superficiem constituent, quam 
in spatium vulgare nostro intuitui subjectum evolvere licet. Quo paecto 
expressio (III) erit mensura curvaturae hujus superficiei in puncto 
(S15 Sg, +, 5) ('). 

Si jam ad casum n = 3 redimus, expressio (II) est forma secundi 
gradus ipsarum 


ds,05 — ds,ös,, ds, ds, — dswÖs,, ds, 08, — ds, Ös, 


unde in hoc casu sex obtinemus aequationes, quibus funetiones b 
satisfacere debent, ut &b,.ds, ds, in formam constantibus coefficien- 
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tibus gaudentem transformari possit. Nee diffieile, ope notionum modo 
traditarum, est demonstratu, has sex conditiones, ut hoc fieri possit, 
suffieere. Observandum tamen est ternas tantum esse a se indepen- 
dentes. 


lam ut quaestionem ab Illm® Academia propositam persolvamus, 
in his sex aequationibus formae functionum b, methodo supra exposita 
inventae, sunt substituendae, quo pacto omnes casus invenientur, in 
quibus BERN “ in corporibus homogeneis functio et 
duarum tantum variabilium fieri possit. 

Sed angustia temporis non permisit hos caleulos perscribere. 
Contenti igitur esse debemus, postquam methodos quibus usi sumus 
exposuimus, solutiones singulas quaestionis propositae enumerasse. 

Si brevitatis causa casum simplieissimum, quando temperatura « 
secundum legem 


0?u 0?u 24 eu 
1 DTERSE TREO era 


variatur, solum respicimus, ad quem casus reliquas facile reduci posse 

constat: casus m = 1 tum tantum evenire potest, quando « est con- 

stans aut in lineis rectis parallelis, aut in circulis helicibusve, ita ut 

coordinatis rectangularibus 2, rcosp, rsing rite electis, poni possit 
=r,ß=z-+9. const. 

Onsus m = 2 locum inveniet si u=f(«) + p(ß), casus m = 3, 
si u = ad! f(ß), denotante A constantem realem, casus denique 
m —= 4, ut jam supra invenimus, si u est aut = «e*' + ße“! 4 const., 
aut = (« + ßt)e*' + const., aut = fe). 

Jam ut formae functionis « penitus innotescant, annotari tantum 
opus est, temperaturam «u; nisi sit formae «e’', tum tantum functionem 
temporis et unius variabilis esse posse, quando sit constans aut in 
planis parallelis, aut in cylindris eadem axi gaudentibus, aut in sphae- 
ris concentricis. Si u est formae «e*', ex aequatione differentiali (I) 
sequitur | 





0° 
an 023 +4 arg = Aaau 


et perinde in casu a substituendo valores ipsius « in aequatione 
differentiali (I), functiones & et ß facile determinantur, dummodo ani- 
madvertas, in hoc casu «e*' et ße“' esse posse quantitates complexas 


conjugatas.(?) “ 





Anmerkungen. 


1) (Seite 382). Diese Untersuchungen hängen aufs Innigste zusammen mit der 
Abhandlung „Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen“ 
(8. 254). Die folgende Ausführung Riemann’scher Vorschriften, welche einen 
Auszug aus einer (umgedruckten) Untersuchung R. Dedekind über diesen 
Gegenstand bildet, wird zur Erleichterung des Verständnisses des Textes bei- 
tragen. 

Es sei das Quadrat des Linienelements im Raume von n Dimensionen 


= > b,v ds, ds,. 
VER 


Dann ergeben sich zur Bestimmung der kürzesten Linien die Differential- 
gleichungen 


' DAR öb, „ ds, ds, 
% id 2 ar 


und 





wenn 





"= [V zu. an.as, 
DIE f 


vr 


die Länge der kürzesten Linie selbst von einem willkürlichen festen Punkt 0 
bis zu einen variablen Punkt bedeutet. 
Man führe nun ein System neuer Variablen ein vermittelst der Substitution 


year, —r9,..,%,=06, 


worin die Grössen c, die Bedeutung haben; 


(7), 
ce 
R dr 


so dass zwischen denselben die Relation besteht: 


2 vn, 6,6, 


und dass dieselben längs einer jeden, vom.Punkt 0 auslaufenden kürzesten 
Linie constant sind. 
Ist nun, in den neuen Vawiablen ausgedrückt, das Quadrat des Linien- 


elements 
- 
= >" a, ‚da,de, 
iyt. 
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so folgt leicht, indem man längs einer von 0 auslaufenden kürzesten Linie 
‚fortschreitet 


(2) >, re 


Drückt man die Ulkrerlielglsichungen der kürzesten Linien in den neuen 
Variablen aus, so ergiebt sich 


da, . 
Es Az tar I Tee, 


B 4,8 M 


woraus folgt 


(3) > 7, ed en 0, 
GR 


wenn zur Abkürzung gesetzt ist 


= 04, „ 2 0a, , Ri da,, 
Paar 0%, 0%, 0% 











die Gleichung (3) lässt sich auch so schreiben: 


Bi: da 
‚ 65 t A ı, u 
(3°) I U = 2 > In, ler 
’ rar 


st u 





. Setzen wir nun zur Abkürzung 


00 = > a x: 0@, = (A + y) 04, 
Ba er are 0x, u, v 
ı 


so lässt sich die Gleichung (3°) schreiben: 


@®, 
Op ® = x 
D 2 
Setzt man ferner 


20 = I Le + 
0x E I Ox, er 


so folgt hieraus: 











dw eo 20 1720) u) 
ae ee In RT Ball 
Öx, OX,oR, C, OR, 
und hieraus: 
oo, 0m oo, u, 
d2, E dx, = 0, : 
co, 
woraus hervorgeht, dass die 2: dm, homogene Functionen der (— 1)ten 


Ordnung sind. Bezeichnen wir eine che mit f(&,, &, -.. &n), so hat man 
fix, t,,..te)=t Sfr, &,, ..%,). 
Setzt man daher voraus, dass die Coefficienten a, , und ihre Ableitungen im 


Punkte 0 bestimmte endliche Werthe haben, so folgt, wenn man t = 0 setzt, 


a eo, 
dass die Function f identisch verschwinden muss, dass also yR od, ist. 
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Es ist also auch x 
2 Au, ı Ö a,,. 
0% na 0% Br 
ı v fj 4 


9) 


und daraus ergiebt sich mit Hülfe von (3°): 


Our FE 0@, e rl 0) 
0x, ı r 2% ug ; er 
rn, e 


1, 





und durch Integration der Differentialgleichungen der kürzesten Linie: 
Be (0) 
(4) > a > Au,ı © 
ı [3 
Bedeuten nun ft, „ —=t,,, irgend welche Functionen von &, , &%, ..„&,, welche 


mit ihren Ableitungen bis zur dritten Ordnung einschliesslich im Punkt 0 be- 
stimmte endliche Werthe haben, und besteht die identische Gleichung 


> | dr x. =. 
2 


so folgen daraus, wenn man dreimal differentiirt, und nach der Differentiation 
x, = 0 setzt, die für den Punkt 0 gültigen Gleichungen: 

ot, /% ot, Er öt, de 
Ox," OR, r O8, 








L.,=0; 


Setzt man hierin t, , = Pr, 80 ergiebt sich für den Punkt 0 











. OP vw 52 OP, u" op, u," war | 
P,, u; g” 2 Om 0%, Ca ; 
Aus der ersten derselben erhält man durch Addition von pP... = ® 
ca, % . e 
(5) 7 _ — 0, im Punkt 0, 
£ In 
aus der zweiten 
2 2 72 22 2 2 
( ar - 0 a," 0°, vr ) * e an un any e ar, 
Our Om | OmmOn, 0a Oe 08,00,  OmOan  0m,Odm 
Vertauscht man hierin ı und ı, addirt und bezeichnet mit S die Summe der - 
22 
a ’ 
.i.« _ ‚ti 
sechs Derivirten von der Form TEUER, so folgt 


N; Ü 


292 ” 
S & g a, gr’ c Pc: 22 ; 
02,0%, e dx "„ Oxr 


und da $ sich nicht ändert, wenn man ı”, ı” mit ı, ı' vertauscht: 





Br a2 
(6) LE em 
— = 77037 
08,0%, On OK 
2 2 2 2 Bar. N 
0 a, v 0 a, ,” 7 A, ur 0 a, gr 7) a, % t [7 a, 2 
Sue + Fade, F In, 00, 00,00, ' Dada. OmOnm a 
/ Tr C&%yn Tr Tr % O%yn > [4 n « Zu /w 7 © 2. t Je at 


im Punkt 0. 


2 
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Nun ist das Quadrat eines vom Punkt 0 ausgehenden Linienelementes 


Für ein vom Punkt dx,, dx, ..., ö&„, der dem Punkt 0 unendlich nahe ist, 
ausgehendes Linienelement haben wir 


ds? = a), dz,dz. + nd öx.da,dz 
Sa g ı ı OL i ee D v 
age) [4 
RZ: 


e,E 


-H > ( en Be ) Öö Öö d d 

1 . 20 LK ABA: 

2 ı L ı ie 
O%, Oxm, 0 


. FR 2% ww 








Hierin verschwindet nach (5) das zweite Glied auf der rechten Seite, und das 
dritte Glied lässt sich nach (6) so schreiben: 


4dd > a. I2,08, = 366 > a,.da,dz,, 
PR H u 


wenn die Variationen zweiter Ordnung ddx,, döx,, ödx,, döx, gleich Null 
sind. Unter derselben Voraussetzung erhält man leicht aus (7) 


ad Da, , 02,02, + 240 Da, ,da,oa, = 0, 
Ur, 171% 
wodurch sich ergiebt: 
dd u „Ix2,0%, 
up, 


gt 
— + [da Dia, ‚62,80, — 240 >’ a,. 42,82, + 88 Ne, da,de,), 
4 LE. PEN 


welches wieder in die Form gebracht werden kann: 


0a, . 
4 2 TREE (da,d0. — dx,da,.)(da,dxn — d2,da.), 
DEREN. : ; 
wenn die Summe nur auf die von einander verschiedenen Paare der Indices 8 
und der Indices ı', ı”” ausgedehnt wird. Hieraus folgt endlich: 
ds? = ds,? 
(8) 0a, . 
+}% > EEE (dx, du — dx, dx.) (da, dx — a, dan). 
RIISET 2 . - 

Werden nun an Stelle der Variablen x, beliebige andere eingeführt, so 
bleiben die Gleichungen (4), (5), (6), (7) nicht bestehen, noch werden die Variationen 
zweiter Ordnung ddx,,ddx,, ödx,,ööx, verschwinden. Wir müssen daher darauf 


ausgehen, die Bedingungen, auf denen die Bildung des Ausdrucks (8) beruht in 
eine Form zu bringen, welche bei Einführung beliebiger Variablen ungeändert 
bleibt. Dies erreichen wir, wenn wir an Stelle der Gleichungen (5), (6), (7) die 
folgenden setzen: 


dd > a, 090,02, = 66 > a,. da, da, = — 2dd > a, Ax,0%,, 
ve ye 1% 


woraus hervorgeht: 
25* 
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dd > a 62,0%, 
(9) 25 x 
-q [aa Da, öx,00, — 248 Da, r da,ö0, + 86 Da. da,de,), 
% BL, er 


und wenn wir die Variationen zweiter Ordnung so bestimmen, dass für eine 
_ beliebige Variation 6’ die Gleichungen erfüllt sind: 


’ m ’ er ’ 
Ö a, 42,8%, = > a, dd «0%, + > a. da,d0®,, 
; 6,4. 


FR x Pr 
d Ya.!x2dc, = a,.dö'x,dx 
FE Be | Ü u ß ‘) 
PAR 4 6% 


’ 
ö a „dad, = "a .da,d6'x 
. 2% ı 7 ER ı ? 
u Sr 


woraus folgt: 


(10) 8 >, dad, — d > a, . Ix,öx, — > a, ; dada, = 9. 
PR Y BR % u 


und wenn man d=6 setzt: 
ö' > a, dx,da, — 2d > a, 42,80, = 0° 
% PT y 


8 Da. d0,dr. — 28 Da. dx,da, = 0: 
üb 2 
Die Bedingungen (9), (10), (11) sind für beliebige Variable &, nach demselben 
Gesetz gebildet. 
Aus (10), (11) folgen noch für die Variationen zweiter Ordnung die Glei- 
chungen: Pd 


2 > a,,. die, =—- are da, dx, 
Ps 

2 > a, a2, = — HR da,d%, 
ST 

2 > a, = — HR 8,08, 
3 


woraus man leicht den Ausdruck erhält: ; 
dd > a, IR, I, — 2dö >’ a, dx,dx,.+ 89 > a, de, de, 
5% m % 4% 


> > wi”) (dn,d0, — d2,da,) (day dan — Im da) 
EEE AH 
wenn das Summenzeichen ebenso verstanden wird wie oben, und (ır, vv) die- 
selbe Bedeutung hat, wie im Riemann’schen Text. 
Aus diesem Ausdruck erhalten wir nun das Krümmungsmaass unseres all- 
gemeinen Raumes. Es seien nemlich 


en ER Dee 
ds -yVza.dade; ös = y za .303% 
’ 


(11) 
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zwei Linienelemente in demselben, und 


> a, 1 dx,0%, 


771% 
dsös 


der Cosinus des Winkels den sie einschliessen. 
Der Flächeninhalt des von denselben gebildeten unendlich kleinen Dreiecks 


ist dann 


= 0087 





A= }dsössin® 
und es ergiebt sich 


a, 2 
As, > a. d.ı,d«, > a, 8,00, — ( > ar dx, 8%.) 
3 ; ‘ 


et (®; 


3 ’ 
>’ R 7 
zu (ar ba — ar, vr) (d2,d%, ange dx,da,") (de, Oxn —— öx,da,n), 
i 2% ver : 


was für das Krümmungsmaass den Ausdruck giebt: 


Ps 
dd > a, y d2,0%, 


N: 


dd > a, öa,d0, — 2d0 Sa, dx,öx, + 06 > a, da,de, 
t5.e. : 6 & 


' 
1,1 


7 | 2 
> a, de, de, a, 62,0%, — a, dx,08, 


’ 


ist: [u Th ‚ 

Es ist nun noch nachzuweisen, dass dieser Ausdruck mit dem übereinstimmt, 
den Gauss für das Krümmungsmaass einer Fläche aufstellt, wenn wir eine 
Fläche betrachten, welche von solchen kürzesten Linien gebildet wird, in deren 
Anfangselementen die Variationen der x sich verhalten wie 


ade, + Box, :ada, +Bdwy:...:ade, +Pdx,, 


wenn « und ß beliebige Grössen bedeuten. 
Wir setzen wie oben @,=rc,, so dass die c, in jeder vom Punkt 0 aus- 








S 


[5 


- laufenden kürzesten Linie constant sind, und r die Länge dieser kürzesten Linie 
bis zu einem unbestimmten Punkt bedeutet. Dann ist, wie oben gezeigt, 


a a > (0) Rs 
a, he Bee ir a Ange 1. 


” r 


Pag SER 


Legen wir nun zwei feste Systeme der Grössen ec, zu Grunde, ei) und c; und 
betrachten ein veränderliches System 


(12) = ac +ßd, A 
so haben wir hienach: 
a? + 2aß cost), ) + = 1 
wodurch die Grössen c, in Functionen einer einzigen Variablen übergehen, für 


welche wir den Winkel p nehmen können, den das Anfangselement von r mit 
dem Anfangselement von r, bildet, und der sich aus dem Ausdruck ergiebt 


Pe (0%) & (9 
cp = Kae 


’ 


1 
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Wenn sich nun die Grössen r, c, um die unendlich kleinen Grössen dr, de, 
ändern, anne der Bedingung genügen: 


> an. 0,de, =, 


ur 


so ergiebt sich mit Hülfe der Gleichungen (4) 


>! a 0 
a, €, de, ur zZ J ar). €, de, N. 


PR 86° 
Ferner haben wir 
da, =rde + e,dr, 


also: 
” 


ds’ = >, %. ‚da,dae, = dr’ + r? > a, , d&e,de, = dr? + r?udg?, 


tt u% 
wenn zur Abkürzung 


» > a, „de, dc, = udy? 


1,4. 
gesetzt wird. 


Nun haben wir aber: 


cosp = > a). ec), — sinpdp = >) a0, ae,, 
1,8 [0% 


und aus (12) folgt ein Ausdruck von der Form 


de, = ac" + be; 
also: 
— singpdp=a-+b cosp, 


0=acosp +b. 
Hieraus durch Elimination von a und b: 
sinpde, = dgy(e, cosp — ei”). 
Daraus folgt weiter 


dy’ = a, de, de, 


und mithin 


(13) De 


n? 
Bezeichnen wir diesen Ausdruck durch ”-, so erhalten wir die Form, welche 


y??’ 
Gauss dem Linienelement auf einer beliebigen Fläche gegeben hat, nämlich: 
ds? = dr? + m?dy? 


(Disquisitiones generales circa superficies curvas art. 19) und für das Krümmungs- 
maass ergiebt sich 
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Ist nun die Oberfläche im Punkt r = 0 stetig gekrümmt, so ist in diesem 


Punkt 
om om 


m=0 oo = o— = 
’ dr ’ Or? ? 


und daher in diesem Punkt 


Für die Function u ergiebt sich hieraus für denselben Punkt 


„u 


AR u 


u = 1 er = = 
Die beiden ersten dieser Gleichungen sind in Folge von (13), (5) befriedigt; 


aus der dritten ergiebt sich 
> ( 0°, v ) iz 
j OÖ On 0 = ii 0 


EIER 
BESCHE 


k=—} rear 
> anı.de, de, 


Et 











was mit dem oben gefundenen Ausdruck übereinstimmt. 


2) (Zu Seite 383). Die vollständige Verification der hier aufgestellten Schluss- 
resultate scheint noch verwickelte Rechnungen zu erfordern, die ich aus den 
sehr unvollständigen vorhandenen Bruchstücken nur zum Theil herstellen konnte. 
Was sich daraus entziffern liess, theile ich hier mit in der Hoffnung, dass es 
bei einem erneuten Versuch, die Resultate vollständig herzuleiten, als Grund- 
lage dienen könne. 

Wir beantworten zunächst die Frage, in welchen Fällen die Temperatur 
ausser von der Zeit nur von Einer Veränderlichen abhängt. In diesen Fällen 
hat die Differentialgleichung, nach welcher die Bewegung der Wärme geschieht, 
die Form 

’ 0?u ou ou 
nn arte 


Wenn nun die Coefficienten a, b nicht Functionen der einzigen Variablen 

«& sind, so zerfällt diese Differentialgleichung in die beiden folgenden: 
‚0? ‚ou __0u „0° u „ OU 
TAT ee ee 

worin a’, b’, @', b’ nur von « abhängen. 

Durch Einführung einer neuen Variablen an Stelle von « lässt sich die 
zweite dieser Gleichungen in die Form a —= 0 bringen, so dass u die Form 
erhält u, & + %,, wenn u,, %, Functionen der Zeit allein sind. Die erste der 
obigen Gleichungen nimmt dann die Gestalt an 


0 [7 
(et), Hr 


worin c, c, Constanten sind. Daraus folgt nun weiter 


ou ou, 
mn hr 


also hat u die Form «e*’ + const. 
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Wenn aber in der Differentialgleichung (1) die Coefficienten a, b schon 
Functionen von « allein sind, so können wir unbeschadet der Allgemeinheit 
= 0 annehmen (durch Einführung einer neuen Variablen für «), und da die 
Differentialgleichung (1) durch Transformation aus der Gleichung 
eu es ou , Du _Ou 
PIE a Tu 7 
hervorgegangen sein muss, so kommt unsere Aufgabe auf die folgende zurück: 
Es sollen alle Functionen & der Coordinaten X, %, 2 gefunden werden, die 
den beiden Differentialgleichungen . 


Harn 2 


0x 


N 
2« 


u 
ta 
zugleich genügen. 
Wir setzen zur Abkürzung: 


a a x a 

ca ou ca 2 g 

— ——_ —yr 2 2 rm 
öy ı Dt P+t+r=m, 


und haben nun vier Fälle zu unterscheiden: 

1. Wenn p, q, r von einander unabhängige Functionen der Coordinaten 
©, y, 2 sind, so ist & eine Function von m, p(m), und wir können p, q, rals 
unabhängige Variable an Stelle von %, y, 2 einführen. Setzen wir 


s=e— pe —qy—rz, d=—xdp— ydq — zdr, 
so folgt: 
PER LI AS HEEER ı 
ep’ öq’ ör’ 
Ben “ = p(m) 
op cq [7 
Setzt man 
s=vy(m) +t 
und bestimmt die Function (m) aus der Differentialgleichung 
v(m) — 2my’ (m) = p(m), R 
so ergiebt sich für ? die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
ot ot ot 
u Fee Tome 


deren allgemeine Lösung ist: 


—p[,: S) Pa, y) 


p 
wenn x eine willkürliche Function bedeutet und zur Abkürzung 
Be Ehe 
Ge 


gesetzt wird. 
Wir haben also 


_— _ > = 2pY (m) +3 — Br (PB) — yry) 
m 2 — 274m) + 28) 


= Fearym) +7. 


r 
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Nun folgt aus der en 


Br a 
durch Einführung von p, g, r % ae Variable 


CHOR OEL UNE 70m 08. 00 0% oy O8 _ 
ogqaOr oadr  Orop Oro»  Opdqa Opög 
x oder durch Substitution von (2) 
m (12 a (m)? + 16 my’ (m) y" (m)) 


+ Ve Ham) VE (N) 
= 03703702 0?y\° Sr 
+d+B®+9 a-(2E))->, 


und da m, ß, y von einander unabhängige Variable sind, so spaltet sich diese 
Gleichung in die drei folgenden: 








(3) Bere) Saar 
op? oy? PH EERTTE 
k, 
++ re een 
FESTE) m (12% (m)? + 16m (m) 9” (m)) +k, Vn(4y (m) + 4m" (m)) 4 k =;0, 
worin k, k, unbestimmte Constanten bedeuten. Führt man an Stelle der 
Function g eine neue Function y, ein durch die Gleichung 


zeihyIFEHrt +0: 
so gehen die Gleichungen (3), (4) in folgende über: 


(o Re 
op Oo \opoy) TÜR HN 


Mm BG + Bor ++ =0 


Diese Gleichungen können aber nur dann zusammen se wenn x, eine 
lineare Function von ß, y, und folglich %k’ = 0 ist; denn betrachten wir 


— 54 «a8 „or, ou Od 
dr’ OB’ 2v 
als rechtwinklige Coordinaten, so ist (6) die Differentialgleichung einer Fläche 
mit constantem Krümmungsmass, (7) die einer Minimalfläche, zwei Eigen- 
schaften, die bekanntlich nur bei der Ebene zusammentreffen. 
Hieraus ergiebt sich, wenn «a, b, c Constanten bedeuten, für y ein Ausdruck 
von der Form: 
z=a+bb t+y+ih NV FRFT, 
und die Gleichungen (2) gehen in folgende über: 


$kı + 2Vmy (m) 
+a=— 
(4%, +2Vmym)B 
‚VIi+R+r 























A 
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t=— Gh +2 Vmym))r 1: 
Vi+R+r 


+? +Yy+b?+(@+9°= (4Kk +2Ymym))?, 
woraus folgt, dass die Flächen « = const. oder m = const. concentrische 
Kugeln sind. 
2. Wenn zwischen den Variablen p, q, r eine von den Coordinaten x, y, 2 
freie Gleichung besteht, so kann r als Function von p, q angesehen werden, 


und wir haben 
dr=adp+bdg, 
wenn 


RA IRINA IRRE 2) 
p' og’ ögq Op 
gesetzt wird. Hieraus folgt: 
op „ep op 0gq ög 28.0 er ör 


Wenn nun nicht 
(8) pP+qP+r’= const. 
ist, so wird &« von denselben beiden Variablen abhängen wie p, q, r, und 
daraus geht hervor: 
r=ap-+baq 
und durch Differentiation: 
“2a ob 0a ob 
PT 32 =0; rar 
6aob Daob__ 
= Op da dan 
Setzen wir nun, wie vorhin, auch in dem Fall, wo die Gleichung (8) be- 
steht, 


’ 


s=a—ıp —-yq—ır, 


ds= — xzdp— ydq—zdr = ra na 
so folgt, dass auch s nur von p, q abhängt, und es ergiebt sich 
08 08 
2 —- =— b2). 
(10) a 
Führt man nun in der Kr 
he 1+7 57 - 


p, 9, z als unabhängige BR ein, so folgt 


und daraus mit Hülfe von (10) } 
ob 
tt) 
+ tt 


Da nun a, b, s von z unabhängig sind, so zerfällt diese Gleichung in die bei- 
den folgenden: 
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(11) ne = (1 +59 — 00 E + va 1+a)=0 


(12) u 


Betrachten wir nun p, q, r als rechtwinklige Coordinaten, so ist (12) die 
Differentialgleichung einer Minimalfläche, welche nach (8) oder (9) zugleich 
eine Kugel oder eine in die Ebene abwickelbare Fläche sein müsste. Dies 
kann nur vereinigt sein, wenn die Fläche eine Ebene ist, und daher a, b Con- 
stanten sind, die man bei passender Bestimmung der Richtung der z-Axe 
gleich Null annehmen kann. Demnach ergiebt sich aus (11) 


08....008 


und ferner wie im ersten Fall 
= E 
s vo) +r1(,) 
Sy Penn r=o0, 
Er = Y(m)2p + x) — Br (B), 


-y- ZW +rß 


wenn ß = 5 gesetzt wird. 


Aus (13) folgt daher 
Vm (4 (m) + 4my”(m)) ++ PB’ 7) = 0, 


eine Gleichung, die in die beiden folgenden zerfällt: 


Ym (4 (m) + Amy” (m)) =k, 
; k 
’ ) er 
are 
worin k constant ist. Die Integration dieser letzteren Gleichung ergiebt, wenn 
a, b willkürliche Constanten sind, 


d=kyirPfrardp. 


Demnach haben wir 





ae 2y(m)Ym tk, 
vi+P 
+ _ er mym+tHB, 
VirR 
(«+ 0)? +(y+ 5)? = (2% (m) Ym + k)'. 
Die isothermen Flächen sind daher in diesem Fall Cylinder mit kreisförmigem 


Querschnitt und gemeinschaftlicher Axe. 


Der dritte Fall, in dem 9, g, r Functionen einer und derselben Variablen 
sind, kann nicht vorkommen. Ist nemlich 


r=-umW au, r= ul) 
so folgt aus den Gleichungen 
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94. dr or BE RB. 07: 
= u du 02’ 0y du 


%, (W) : 9, (wm) : 95 (u) = Prserer 
und die Gleichung A = 0 liefert 


TE EL BA 


was sich offenbar widerspricht. 


Es bleibt also nur der vierte Fall, in dem p, g, r constant sind, und daher 
die Schaar der isothermen Flächen aus parallelen Ebenen besteht. 





Von der allgemeineren Frage, wann die Temperatur ausser von der Zeit 
nur von zwei Variablen abhängig ist, lässt sich der erste Fall, der im Text 
durch m = 1 charakterisirt ist, in folgender Weise beantworten. 


Wir haben in diesem Fall die quadratische Form 
( 0,:0 8 ) 
a, v, ce , 
in der a’, b’ lineare Functionen von y sind, während c’ von y unabhängig ist. 
Ferner ist die Determinante 








’ | 

‚6, © 
’ sr’, 1 AR | 
IC, 0, d| =2abe — ccec 

ID, 6, € 





constant. Die adjungirte Form zu dieser ist 
— (ade + b’aß — c’dy)? + 2(2a’b’ — cce)dadp, 
in der 2@’b’ — cc’ von y unabhängig ist. 

Nun können wir durch Einführung einer neuen Variablen an Stelle von y, 
welche eine lineare Function von y ist, diese Form in die einfachere trans- 
formiren: 

(ad« + cdy)’ + 2mdadß, 
in der a eine lineare Function von y, c und m von y unabhängig sind. Es 
sind nun die Fälle aufzufinden, in welchen diese Form in eine andere mit con- 
stanten Coefficienten, oder speciell in die Form dx? + dy? + dz* transformir- 
bar ist. 

Zu dem Ende bilden wir die Gleichungen (1, ı” 1”) = 0 (S. 381), welche 
in diesem Fall die Gestalt annehmen: 


(1,1) m ET — 28 28 
0 


en ner 
ie e 3 2) #4 .o” (a )- ” (ei) = ö: 
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0°a? 0?ac 0c 
ame (357, We at ZA Du - a0 +e 5) 
0a dc\ (Em da de dac 
23) + 2e(e; Ra u) Br ee WrarTı 
dac (da _ 
e Gr a) 
o?ac dac ni dc daec 
(3,1) na T Er] ar) Eee © 8 =, 
0°c O?ac oa 0c\? 
(1,2) am (2e da oß Erf er) + (5 - a5) sr; 
„0e 07 
Aus (1,2) folgt, dass ua 2 = BER also auch 78 von y unabhängig ist; setzt 


man daher a= a, + ya,, so folgt dass a, von der Form ist c/(«), und f(«) 
von ß unabhängig. 
Wir haben daher 


(ade + cdy)?+2mdadß = (a, da +c(fe)de+ dy))’ + amdudh: 


führt man also statt y eine neue Variable y—+ f f(«) d« ein, so geht die 
quadratische Form in eine andere von derselben Gestalt über, in der nur a 
von y unabhängig ist. Bei dieser Annahme erhält die Gleichung (2,2) die 
Form j : 








an BAR 0 
0a Dada 
woraus in Verbindung mit (1,1) hervorgeht: 
dc R dc 
ur Oo logm 1:08 oß  Ologm 
Bed oß öß 


und daraus 


an 


de de 
28 =mgy(P), °B =my(e). 

Es sind nun drei Fälle zu unterscheiden. 

1) wenn 9(ß) = Y(e) = 0 ist, so ist ce = const. und aus (1,2) Folgt 
7 — 0, Führt man also an Stelle von y eine neue Variable cy—+ f ade 
ein, so erreicht man, dass in der quadratischen Form «= 0, c=1 wird, und 
aus. (3,3) folgt dann 

0? logm 
0a oß 


Führt man daher an Stelle von «, ß die Variablen F (e) de, $ 9(ß)dß ein, 
so erhält man die quadratische Form 
dy? + dadß, 
welche durch die Substitutione = x + iy, ß=x— iy, y = z übergeht in 
dx? + dy? + d2?. £ 
Die isothermen Curven @ = const., ß = const. sind also in diesem Fall parallele 
gerade Linien. ‚ 





0, 2m u 8(P). 
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2) Wenn (Pf) = 0, Y(a) nicht = 0 ist, so ist c von « unabhängig, und 
aus (1,2) folgt, dass — von ß unabhängig ist. Auf ähnliche Weise, wie oben 
erreicht man nun, dass a verschwindet, und ferner ergiebt sich 

1 öe 
Y(a) op 
wodurch die Gleichungen (1,1)...(1,2) sämmtlich befriedigt sind. Führt man 


= m, 


va)’ 
sche Form ß?dy? + da«dß, welche in da? + dy? +d2? übergeht durch die 
Substitution 


T as c als neue Variable an Stelle von «, ß ein, so erhält man die quadrati- 


z+iy=ß,  —-iy=a— Pr, 2=Pr. 
Hieraus kann man aber mittelst der Gleichungen « = const., ß = const. keine 
reellen Curven erhalten. Der Fall y(«) = 0, p(ß) nicht = 0 ist von diesen 
nicht wesentlich verschieden. 

3) Wenn weder »(«) noch ee verschwindet, so führe man für «, ß die 


neuen Variablen IE (5 ein, wodurch man erreicht, dass 
ve) A 





0€ 
m ET. =m, ER 7 Buhl 
alsoc=fa@+Pp),m=f(« + ß) wird. 
Nun folgt aus (1,3) 
IRRE 
. oß, __Ologem 
I! 


und daraus durch Integration 
ac = f?p(e) + %(e) 
durch Einführung der Variabeln y+ F p(c) da statt y,erreicht man dass 
p(«) = 0 und mithin ac = y(«a) wird. Dann folgt aus (1,2): 
= yo. 
I 
Da nun die eine Seite dieser Gleichung nur von «, die andere nur von 
& + ß abhängt, so muss jede derselben einer Constanten k? gleich sein, woraus 
sich für die Function f die Differentialgleichung zweiter Ordnung ergiebt: 
we. 
f WIE 
wonach die Gleichungen (1,1)..(1,2) alle befriedigt sind. Die einmalige Inte- 
gration dieser Gleichung ergiebt, wenn k, eine neue Constante bedeutet: 
,.Kk? 
a 


Setzen wir nun e=x-+iy, B=x— iy, und führen für y eine neue 


Variable y — ik / - ein, so erhalten wir 


=(, 


2f=i 


k 5 , 
(edy + ade)? + 2mdadß = (rar -H 7 dy) + 2f’(da? + dy?) 
= f?dy? + 2kdydy + 2f’da? + kidy?. 


a 
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Setzen wir ferner 
5 df? f?4f? 
2f ee a Te =, ds’, 
woraus folgt in 
1 
- „VaP-R, PeNß+z 
1 


so geht unsere quadratische Form über in 
k 2 
(ddr +May) Haar: + ar 
Beziehen wir dieselbe auf Polarcoordinaten, indem wir setzen: 


k 
$=r, ky=9, RE 
so nimmt sie die Form an: 
dr? + r?dgp? + d2?. 
Die Curven & = const.,"ß = const. werden daher 
r= cont., 2— ir p == const. 


worin k auch = 0 sein kann. 2. 


. nr 
In dem Specialfall k, = 0 erhalten wir & = 2 und die quadratische Form 


— 2ki&dy? + 2kdydy + dE?, 
2hy 
V- a 
ady’+ 284, + .dae?, 
welche in die Form dx? + dy? + dz? übergeht durch die Substitution 
e+y=-ß+oy— Y°, 
z—iy=y, 
= eh Dh 26, 
aber den hieraus sich ergebenden Gleichungen 
2 +4(@ — iy)”’= «= const., 
(+ iy) — ale — iy) + 5 (@ — iy? = B— const, 
entsprechen keine reellen Curven., 


In den übrigen Fällen ist es mir nicht gelungen die Rechnung vollständig 
durchzuführen. W. 


wird 


oder indem wir an Stelle von £, er V — ?kiy wieder «, ß, y schreiben: 











XXI. 


Sullo svolgimento del quoziente di due serie ipergeometriche 
in frazione continua infinita.*) 


I. 


u 
Avendo una frazione continua infinita della forma 


b,x 








che per valori di x abbastanza piecoli converge e rappressenta la fun- 
zione f(x), si vede facilmente, che la ridotta m®"* & uguale al quo- 


ziente = di due funzioni intere 97 € Qm, i eui gradi sono ambedue 
m 


n,se m=2n+1l,enen—1,sem=2n. La differenza tra la 
ridotta e la funzione f(x), se & ® infinitesimo, ® infinitesima dell’ ordine 
mesimo Ma affinch® questo avvenga, debbono esserg sodisfatte tante 
eondizioni, quante sono le quantitä arbitrarie contenute nella funzione 
fratta uguale alla ridotta. 

Dunque la ridotta ın®'® pud determinarsi mediante la condizione 
di coincidere nei primi m termini dello svolgimento secondo le potenze 
di x colla funzione da svolgere e mediante i gradi del numeratore ® 
del denominatore, che sono per m=2n + 1 ambeduenenen—1 
per m = 2n. 

II. 


Questo modo di determinare la ridotta _conduce immediatamente 
all’ espressione della ridotta, quando si tratta di svolgere il quoziente 
delle serie ipergeometriche 


ern  Hy)= 


*) Die Bearbeitung dieses Fragments, dessen Entstehung in den October 1863 
fällt, rührt von H. A. Schwarz in Göttingen her. 
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ove si faccia uso delle proprietä caratteristiche esposte nella memoria 
[Beiträge zur "Theorie der durch die Gauss’sche Reihe F(«, ß, y, &) 
darstellbaren Functionen]. 

Infatti, poich® per = infinitesimo u 2 divieni infinitesimo 


dell’ordine m e Qg„ dell’ordine «, leespressione 9.nP — 2.0 diviene 
infinitesima dell’ordine m + «, e si dimostra faeilmente, che questa 
espressione ha tutte le proprietä caratteristiche di una funzione 
sviluppabile in serie ipergeometrica in modo-che si abbia 


ne RL nnfatet By e)—@P 
a dn-1ßy) Tre 


ee WE a A 


e—n P—n 


(1) 


dove P,, @„ denotano eiö che divengono P, Q, quando si mutano 
e,«@ ina-+n, «@—n. Ora, se facciamo variare continuamente & e 
le funzioni di ©, in modo che l’indice del valore complesso z percorra 
un giro intorno Tindice di 1, qn, 2m riprendono gli stessi valori, mentre 
P, @, P,, Q. si convertono in altri rami di queste funzioni. 

Dunque: se designiamo con P’, @', P,, Q, altri rami corrispon- 
denti di queste funzioni, abbiamo anche 
gan+iıP — In Hd = Pr 
(2) p' "Nr BEN I 

den EN Pan Q ==% Gi: 

Dalle equazioni (1) e (2) s’ottiene: 

Pon+ı1 Ba PPu+ Er E Pzn A 

In+1 QP. Rt Y’Pp n+t1 Ipn QQn RL In 








Pan Pon-+i 


Dunque, per trovare per quali valori diz, —- e —-—T- convergano 
I2n IBn+ı 
a 5 ? i i N 
verso basta ricercare quando Zr e Yo col erescere indefinito di 
Rn N 
x convergano verso zero. 
IT.) 


A questo scopo conviene introdurre Pespressioni di P, e Q,„ per 
integrali definit. Ponendo 
=ed- ho yena 
-d--y-b 
un za See et Snahd 
puö esprimersi 
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1 n 


ri per ar (1 ar ft (1 > sp + (1 — as) nds| 
0 
1 


O0, per Ear (1 Zar A s)?+tr( — ars |. 
v 

Per avere il valore generale delle funzioni P,, Q. bisognerebbe 
moltiplieare gli integrali per fattori costanti, ma possiamo sostituire 
nelle equazioni (1) gli integrali comprendendo i fattori costanti nelle 
funzioni intere pn, m. Quanto ai valori delle funzioni sotto il segno 
integrale, ® indifferente qualunque valore si prenda, purche si pren- 
dano per s“, (1 — s)’, (1 — xs)‘ gli stessi valori in ogni integrale. 

[Nun bleiben die Ausdrücke für m auch unverändert, wenn für 


m 


P', Q', P;, Q,, dieselben linearen Verbindungen dieser Grössen und der 
Grössen P,Q, P,, o:AP+ BP’, AQ + BQ,AP, +BP,,AQ„+ B%, 
gesetzt werden, wo A und B zwei Constanten bezeichnen, von wel- 
chen B nicht gleich Null ist. Solche correspondirende Functionen er- 
geben sich, wenn die obigen Integrale anstatt von 0 bis 1 von irgend 


: s 1 . } a 3 
einem der vier Werthe 0, 1, —., © zu irgend einem dieser vier Werthe 


und zwar alle auf demselben Wege erstreckt werden.| 
Dunque si possono prendere per P,, 9. gli stessi integrali estesi 


i Er: 
da uno ad uno intorno di a 


Gl integrali [durch welche der letzten Annahme zufolge P,, @n; 
P,, 0, ausgedrückt sind, ändern bei einer continuirlichen Variation 
des Weges der Integration zwischen den angegeben Grenzen ihren 
Werth nicht] purch® il cammino d’integrazione non oltrepassi lindice 


di —, e possiamo disporre del cammino dell’ integrazione ın modo. 


che si possa piü facilmente trovare il limite verso il quale converge il 


valore dell’ integrale col erescere di n. 

el —8)., 

1.88 

[Hier bricht der Text ab. Es lassen sich aber aus einigen Hand- 
zeichnungen und Formeln die Schlüsse, deren Riemann sich bedient 
hat, etwa in folgender Weise herstellen. 


Man setze: ] 





A questo scopo 


s1 8) _ erw 

1-2 ef 
[und betrachte in der Ebene der complexen Grösse s die Curven, 
längs denen der Modul von e/®% einen constanten Werth hat. Für 
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sehr kleine Werthe dieses Moduls umgeben diese Curven die Punkte O 
und 1 nahezu wie concentrische Kreise mit kleinen Radien. Für sehr 


Srosse Werthe des Moduls umgeben diese Curven den Punkt s = z 


und den Punkt s=®. In beiden Fällen bestehen die Curven also 
aus zwei getrennten Theilen. Lässt man den Modul von kleinen 
. Werthen an wachsen, so werden die getrennten Theile, welche die 
Punkte O und 1 umgeben und demselben Werthe des Moduls ent- 
sprechen, einander immer näher rücken, bis sie nur eine Curve bil- 
den, welche einen Doppelpunkt hat. Für diesen Doppelpunkt muss 
f‘(s) gleich Null sein. Eine ähnliche Betrachtung findet statt, wenn 
man den erwähnten Modul von sehr grossen Werthen an abnehmen 
lässt. 
Es ergeben sich folgende Gleichungen:] 


Kelle) — log (! E ) ’ 
TR Er 1 Be 
1 


1—s s8 s1—-s)ı1—a) 








——ı 
$ 


[Für f’(s) = 0 ist also] 
1—2s+2°—=0, s1-2s)=1—s, 1-2: + = (1— n)?=(1—5)? 
a Re 


$ 
1—8 
1— xs 
[Es werde nun mit Y1— x derjenige Werth der Quadratwurzel be- 
zeichnet, dessen reeller Bestandtheil positiv ist, wobei der Fall, dass 
x reell end > 1 ist, von der Betrachtung slanie wird. Ferner 
mögen 6, 0° die Herden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
1-3 it =, 
1 s er 
ns Scherer ne 0. 
Waren ı1—- Yi-x 
bezeichnen, so dass der Modul von 6 kleiner ist als der Modul 
von 6”. 
Dann ist 


2 
a i ee er 4 
1+V1-—a) _ 1—- Vı-x 


Man denke sich nun den Punkt s=0 mit dem Punkte s=1 so 
durch eine Linie verbunden, dass dieselbe ‚den Punkt s=o6 enthält 
‘und dass bei dem Fortschrätteke auf dieser Linie der Modul von e/@ 
auf dem Wege von s=0 bis s—= 6 beständig im Zunehmen, auf dem 

1 26* 





=$, 
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Wege von s=o bis s=1 aber beständig im Abnehmen begriffen ist. 
Eine solche Linie kann als Integrationsweg für die von s=(0 bis 
s—= 1 zu erstreckenden Integrale dienen, durch welche die Functionen 
P,, 9. ausgedrückt werden. 

Für diejenigen Integrale hingegen, welche an die Stelle der 
Functionen P,, Q„ gesetzt werden, kann ein Integrationsweg dienen, 
welcher vom Punkte s—= 1 zunächst nach dem Punkte s = 0’ führt, 
von dort nach dem Punkte s—= 1 zurückführt und hierbei den Punkt 


s= - umschliesst. Dieser Integrationsweg kann so gewählt werden, 


dass der Modul von e/® sein Maximum auf dieser Linie nur im Punkte 
s == 0’ erreicht. 

In den nachstehenden Figuren, zu denen sich Entwürfe von 
Riemann’s Hand vorgefunden haben, sind die Integrationswege durch 
punktirte Linien angedeutet. 





Es handelt sich nun darum, einen Ausdruck ztı finden, welcher 
den Werth des Integrals 


1 
/ setr(1 — s)’tr(1— as) "ds 
0 
für unendlich grosse Werthe von n asymptotisch darstellt. 


Man setze 
(1)? (1-2) pe), 
1 


.so ist zu berechnen | e/® p(s)ds für n = ©. 
v0 
Diejenigen Theile des Integrationsweges, welche nicht in der Nähe 


des singulären Werthes s=6 liegen, ergeben zu dem Werthe des 
Integrales einen Beitrag, welcher für unendlich grosse Werthe von » 
nicht allein unendlich klein wird, sondern auch — weil der reelle Be- 


standtheil von n(/(6) — f(s)) unter den angegebenen Voraussetzungen 
über jedes Mass hinaus wächst — unendlich klein wird im Verhältniss 


gi 
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zu dem Theile des Integrals, welches sich auf einen in der Nähe des 
Werthes s—= 6 liegenden Theil des Integrationsweges bezieht. Aus 
diesem Grunde genügt es zur Auffindung eines für lim n = © gelten- 
den asymptotischen Ausdruckes für das erwähnte Integral, die Sum- 
mation auf einen in der Nähe des Werthes s— 6 liegenden Theil des 
Integrationsweges zu beschränken. Man setze daher, mit h eine Grösse 
bezeichnend, deren Modul nur kleine Werthe annehmen soll ] 


s=o-+h 
6) = flo) +4" + 0) 
nf(s) = nf(6) + 9 En h? + n(l?) 
Mi a h? = 2? 


dz 
V-- 


+6) 
er) = en e Vr 


es’ p(s)ds=e"/"p[ co s Par REEL LBS 
(9) a -- ’@) a 


beat d 
2 





dh = 








[Wird nun der in der Nähe des Punktes s= 6 liegende Theil des 
Integrationsweges geradlinig angenommen und zwar so, dass der von 
den beiden Tangenten der Curve 
mod e/® = mod ef" 

im Punkte s = 6 gebildete rechte Winkel durch denselben halbirt wird, 
so convergiren für lim n — 00 die Grenzen der auf die Variable 2 
sich beziehenden Integration beziehlich gegen die Werthe — oo und 
+ 0, und es ist daher der Beitrag, den die in der Nähe des Werthes 
s = 0 liegenden Elemente des betrachteten Integrales für sehr grosse 
Werthe von n zu dem Werthe des Integrals ergeben, asymptotisch gleich 
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i 1+y1-x 
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1 


Es ist demnach der asymptotische Werth von F er/W) p(s) ds gleich 


v0 
b-+c 


Va d:, 2nta+b-+1 str 
ee aan 
Durch analoge Schlüsse wird der asymptotische Werth von 4 ei p(s)ds. 
als e 
Vz a ı Be yet 
Vn \\-Vi—x 
gefunden. 


Unter den angegebenen Voraussetzungen ergiebt sich also für den 
Quotienten P,: P,; der asymptotische Werth:] 


€ sn eh 


[Für alle Werthe von x, mit Ausnahme derjenigen, welche reell und 
grösser als 1 sind, sowie mit Ausnahme. des Werthes «=1, con- 
vergirt daher der Quotient P,: P, mit unendlich zunehmendem n gegen 
Null. 

Dasselbe gilt, wenn a in «+ 1 verwandelt wird, von dem Quo- 
tienten 0, : Q)- 

Hiermit ist bewiesen, dass die Näherungswerthe des Kettenbruches 
'von der in I angegebenen Form, in welchen der Quotient 


Pe? 0) 0 


Be ,n. De , .) 





entwickelt werden kann, für alle Werthe von x, welche nicht reell 
und >1 sind, mit wachsendem Index gegen den Werth dieses Quo- 
tienten convergiren.] 
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XXIV. 


Ueber das Potential eines Ringes. 


Um die Wirkung eines beliebigen Körpers, dessen Theile eine 
Anziehung oder Abstossung umgekehrt proportional dem Quadrate der 
Entfernung ausüben, für jeden Punkt ausserhalb dieses Körpers zu 
bestimmen, hat man bekanntlich eine Function V der rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, 2 dieses Punktes zu suchen, welche den Namen des 
Potentials oder der Potentialfunction der wirkenden Massen führt und 


deren Differentialquotienten 2 = den Componenten der be- 


schleunigenden Kraft im Punkte x, y, 2 gleich oder entgegengesetzt 
sind, je nachdem die Masseneinheit eine gleiche um die Längeneinheit 
entfernte Masse mit der Einheit der Kraft anzieht oder abstösst. Zur 
Bestimmung dieser Function, welche der Bedingung 

a A 2 
(1) a dy? # Da 0 
genügen muss, ist es hinreichend, wenn in jedem Punkte der Ober- 
fläche des Körpers noch eine Bedingung gegeben ist, und es bietet 
sich die Aufgabe häufig in der Form dar, dass nicht die Vertheilung 
der Massen im Körper, sondern gewisse Bedingungen, denen ihre 
Wirkung in der Oberfläche genügen soll, gegeben sind, z. B. dass V 
einer willkürlich gegebenen Function gleich werden soll, also in jedem 
Punkte der Oberfläche die ihr parallele Componente gegeben ist, oder 
dass in jedem Punkte in Einer gegebenen Richtung die Componente 
einen gegebenen Werth erhalten soll. Das Verfahren um diese Auf- 
gabe zu lösen besteht bekanntlich darin, dass man aus particularen 
Lösungen der Differentialgleichung (1) 


Air Bar ann Qu eo. 


einen allgemeinen Ausdruck 


watt tat. =R 
mit den willkürlichen Constanten @,, @, ..., @n, ... zusammensetzt, 
welcher ebenfalls der Differentialgleichung (1) genügt, und dann diese 


* 
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Constanten so bestimmt, dass die Grenzbedingungen erfüllt werden. 
Die Ausdrücke R convergiren im Allgemeinen nur für gewisse Werthe 
der Coordinaten x, y, 2, so dass für jeden bestimmten Ausdruck der 
ganze unendliche Raum durch eine Fläche s in zwei Theile zerfällt, in 
deren einem dieser Ausdruck convergirt, während er in dem andern 
allgemein zu reden (d.h. von einzelnen Punkten und Linien abgesehen) 
divergirt. So z. B. wird der Ausdruck 


SVr3.r. 42 
> A, e Vent pn COS &,% 08 Bn Y 


für eine bestimmte auf der z-Axe senkrechte Ebene zu convergiren 
aufhören. Führt man statt x, y, 2 Polarcoordinaten ein und entwickelt 
V nach Potenzen des Radiusvectors, wo dann bekanntlich die Coef- 
fieienten der nten Potenz sich aus den Kugelfunctionen »ter Ordnung 
multiplieirt mit willkürlichen Constanten zusammensetzen, so erhält 
man eine Reihe, welche für eine bestimmte Kugelfläche, die den Pol 
zum Mittelpunkt hat, zu convergiren aufhört. Es ist nun beachtens- 
werth, dass einer bestimmten Form der Entwicklung R schon eine 
bestimmte Schaar von Grenzflächen der Convergenz entspricht (im 
ersteren Falle eine Schaar paralleler Ebenen, im zweiten eine Schaar 
concentrischer Kugelflächen), während es von den Werthen der Coef- 
fieienten abhängt, für welche Fläche dieser Schaar die Divergenz 
eintritt. 

Offenbar muss nun der Ausdruck R für das ganze Gebiet, wo die 
Function Y bestimmt werden soll, convergiren, weil man nur dann 
diesen Ausdruck in die Grenzbedingungen einsetzen kann um die will- 
kürlichen Constanten in ihm zu bestimmen. Andererseits aber lässt 
sich leicht zeigen, dass ein Ausdruck, welcher der Differentialgleichung 
(1) genügt, nur da wo er zu convergiren aufhört, eine willkürlich ge- 
gebene Function darstellen kann. Folglich muss die Form des Aus- 
drucks R so bestimmt werden, dass die Oberfläche des Körpers eine 
der ihm angehörenden Sreneiiächen der Convergenz ist. 


Es soll zunächst für einen Ring mit kreisförmigem Querschnitte 
diese Aufgabe gelöst werden, was für manche physikalische Unter- 
suchungen nicht unerwünscht sein dürfte. 


1. 


Legt man die z-Axe in die Axe des Ringes und den Anfangspunkt 
der Coordinaten in den Mittelpunkt des Ringes, so erhält die Gleichung 
der Ringoberfläche die Form 


% (Va? + y Typ +) +2=d. 
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Ich suche zunächst statt x, y, 2 solche Variabeln einzuführen, 
dass eine derselben in der Oberfläche des Ringes einen constanten 
Werth erhält und zugleich die Differentialgleichung (1) eine möglichst 
einfache Form behält. 

Führt man in der (x, y)-Ebene Polarcoordinaten ein, indem man 

X=1rc08p, Y=rsinp 
setzt, so wird die Differentialgleichung (1) 


AL: AV 0?V er 
@) PISABTTIERESTET RR TA 
-die Grenzgleichung von p unabhängig, nemlich 


rt +’=e 


(r— a”? +°=d, 
also in der (r, z2)-Ebene die Grenze durch zwei mit dem Radius c um 
die Punkte (— a, 0) und (a, 0) beschriebenen Kreise gebildet. 
Ich führe nun statt r und 2 zwei neue Veränderliche eg und % 
ein, indem ich für r + zi eine Function einer complexen Grösse ge” 


setze, 
r+2i=f(ge”‘) 
und die Grösse oe” als Function von r + zi so bestimme, dass ihr 
Modul o in jedem der beiden Grenzkreise einen constanten Werth er- 
hält und sie ausserhalb der beiden Kreise allenthalben stetig und end- 
lich bleibt. 
Diesen Bedingungen wird genügt, wenn man 


und 


wi 
RR RT Sie 26 11200 
1400” 


ßB=—y=YVaa — cc 
setzt; denn es wird dann 
tar) tlat rer 
a+fr+i= ETF 
a+ß Fe 
—T_ + ePt +e vi . 


und 








1+ ge” 1+ 007? 
Diese Grösse wird von d unabhängig, wenn 
SER, 
Ga+tre 9 


und ee 
=(a+r’®=l(a+Pß)(a+y) 


Ebenso wird die Grösse 


(—a+r+zi)(-a+r—zi) 
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von Y unabhängig und zwar 


BEN AaTY), 


wenn 





aß, 
eTZatr 
Es entsprechen also den Werthen 
Seh ZA, 
went PTTZarr 


zwei um die Punkte (— a, 0), (a, 0) mit den Radien 
V(a+B)(a+Y), V—-a+ß)(-a+y) 


beschriebene Kreise. Sollen beide Radien = c werden, so muss 
Bar N trat PpI- ET NAT 


also y= — ß, aa— Bß =ce, also ß = Yaa — cc sein. 








2. 
Die Umformung der Differentialgleichung (I) kann dadurch er- 


leichtert werden, dass man VY=r“U setzt, wodurch 


22V N. Ber 
tyer natur eu Hrn 


Se vun — ur#r=3U 











ie vr 0 u—1 + uir#? U, 
und u so annimmt, Be das zweite Glied wegfällt,, also = — $. 
Die Differentialgleichung (T) Be “ 
@®U 
+) tg tt 0-0. 


Bezeichnet man nun der ER wegen die complexen Grössen 
+ zi durch y und oe”‘ durch n und die conjugirten Grössen durch 
y" und n’, so erhält man 





ae lee 
u OU HU, A 
4-75): un 1 + 
folglich 
s (+) - (y+ n? U 
PIE yTY a 
' ferner 
1—n .g1l-n BEN 1 nn 
vhıza: Yhızaı VI MPaHnatm‘ 


2 < dn 2% ; 
v-B(l-14,,,) y—— 2Paım: dy = 2 ai 
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ng AU Kb N U Se (1 ei nn)? RU 
Yy+Y) ya 97) Onon nn olognelogn 


oder (dann = e?, logn =loge + vi, log’ = loge — Yi) 


rg U U 
mE et) 


Die partielle Differentialgleichung wird also 
1 2 
ae: 2 2 2 
er U 9 , aU\ , au ur 
( 2 + 410-0 


3. 


& Es ist jetzt leicht, U in eine Reihe von particulären Integralen 
dieser Differentialgleichung zu entwickeln, welche gleichzeitig für alle 
Werthe von p und ı% convergirt oder divergirt. Zu dem Ende hat 
man nur diesen particulären Integralen die Form zu geben 

















cos cos 
sin my sin®P; 


multiplieirt in eine Function P von ge, welche der Differentialgleichung 


4 
ee ee 2 2 


genügt. Die Bestimmung der willkürlichen Constanten ergiebt sich 
dann durch die Fourier’sche Reihe. 
Setzt man uud 








so wird 











ıN\? 1 
d?Pp u ip NR d?P dp 
= ran tie 
und die Differentialgleichung (II) geht über n 
: d?Pp dr 
um +) tt (mmtinn —HP=0. 


Diese Differentialgleichung enthält nur Glieder von zwei ver- 
schiedenen Dimensionen in Bezug auf £ und lässt sich folglich nach 
dem seit Euler bekannten Verfahren durch hypergeometrische Reihen 
integriren. Die Lösung lässt sich auf sehr mannigfaltige Art durch 
andere 'hypergeometrische Reihen ausdrücken, nemlich durch solche, 
deren viertes Element den Werth oder den reciproken Werth folgender 
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neun Grössen hat, 


( are | 

2 — ea + — 

Er @ @ an & a 
0: 2 ).ez: EN ge 


>89. IE 
140’ 40 40 

und zwar giebt es nach jeder dieser achtzehn Grössen vier verschie- 
dene Entwicklungen, welche der Differentialgleichung genügen, von 
denen indess je zwei dieselbe partieulare Lösung darstellen. Im All- 
gemeinen wird man nach der kleinsten dieser Grössen entwickeln. 
Entwickelt man nach einer solchen, welche für og = 1 verschwindet, 
so zeigt sich, dass von den beiden partieulären Lösungen die eine für 
'e=1 unendlich wird. Da V endlich bleiben soll, so muss in dem 
Werth von P der Coeffieient dieser partieulären Lösung verschwinden 
und P der für e —= 1 endlich bleibenden proportional sein. Von den 
verschiedenen Ausdrücken derselben will ich Einen anzuführen mich 
begnügen und durch P”” bezeichnen, nemlich 


P»a—(1— eo)"*tet"Fntm+4,n+3; nm +1,1— 0) 
Da sich in den Werthen der P”” die ersten drei Elemente der hyper- 
geometrischen Reihen nur durch ganze Zahlen unterscheiden, so lassen 
sich alle P®” lineär in zwei derselben P%°, P%! ausdrücken (Comm. 
Gott. rec. Vol. II*)), welche ganze düntische Integrale erster und 
zweiter Gattung sind**) und vielleicht an bequemsten nach dem Prineip 
des arithmetisch-geometrischen Mittels, d. h. durch wiederholte Trans- 
formationen zweiter Ordnung, a werden. ei 














*) Gauss’ Werke Bd. III. S. 131. W. 
**) Sämmtliche Pr, m lassen sich durch ganze elliptische Integrale im weitern 
Sinne ausdrücken. 
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Gleichgewicht der Electrieität auf Cylindern mit kreisförmigem 
Querschnitt und parallelen Axen.*) 


Das Problem, die Vertheilung der statischen Blectrieität oder der 
Temperatur im stationären Zustand in unendlichen cylindrischen Leitern 
mit parallelen Erzeugenden zu bestimmen, vorausgesetzt dass im ersteren 
Fall die vertheilenden Kräfte, im letzteren die Temperaturen der Ober- 
flächen constant sind längs geraden Linien, die zu den Erzeugenden 
parallel sind, ist gelöst, sobald eine Lösung der folgenden mathe- 
matischen Küfgabs gefunden ist: 

In einer ebenen, zusammenhängenden, einfach ausgebreiteten, aber 
von beliebigen Crvent begrenzten Fläche 5 eine Function « der recht- 
winkligen Coordinaten x, y so zu bestimmen, dass sie im Innern der 
Fläche $ der Differentialgleichung genügt: 


und an den Grenzen beliebige vorgeschriebene Werthe annimmt. 

Diese Aufgabe lässt sich zunächst auf eine einfachere zurück- 
führen: 

Man bestimme eine Function &=58--ni des complexen Argu- 
ments z= x + yi, welche an sämmtlichen Grenzeurven von 5 nur reell 
ist, in je einem Punkt einer jeden dieser Grenzeurven unendlich von 
der ersten Ordnung wird, übrigens aber in der ganzen Fläche $ end- 
lich und stetig bleibt. Es lässt sich von dieser Function leicht zeigen, 
dass sie jeden beliebigen reellen Werth auf jeder der Grenzcurven ein 
und nur einmal annimmt, und dass sie im Innern der Fläche S jeden 
complexen Werth mit positiv imaginärem Theil »mal annimmt, wenn 
n die Anzahl der Grenzeurven von $ ist, vorausgesetzt dass bei einem 
positiven Umgang um eine der Grenzcurven & von — oo bis + © geht. 
Dureh diese Function erhält man auf der obern Hälfte der Ebene, 
welche die complexe Variable & repräsentirt, eine nfach ausgebreitete 


*) Von dieser und den folgenden Abhandlungen liegen ausgeführte Manuscripte 
von Riemann nicht vor. Sie sind aus Blättern zusammengestellt, welche ausser 
wenigen Andeutungen nur Formeln enthalten. W 
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Fläche 7, welche ein conformes Abbild der Fläche $ liefert, und 
welche durch die Linien begrenzt ist, die in den » Blättern mit der 
reellen Axe zusammenfallen- Da die Flächen S und 7 gleich vielfach 
zusammenhängend sein müssen, nemlich »-fach, so hat 7’ in seinem 
Innern 2» — 2 einfache Verzweigungspunkte, (vgl. Theorie der Abel'- 
schen Functionen, Art. 7. S. 106) und unsere Aufgabe ist zurückgeführt 
auf die folgende: 

Eine wie 7 verzweigte Function des complexen Arguments & zu 
finden, deren reeller Theil « im Innern von 7’ stetig ist und an den 
n Begrenzungslinien beliebige vorgeschriebene Werthe hat. 

Kennt man nun eine wie 7’ verzweigte Function ®=h--ig von 
&, welche in einem beliebigen Punkt e im Innern von 7 logarithmisch 
unendlich ist, deren imaginärer Theil «g ausser in e in 7 stetig ist 
und an der Grenze von 7 verschwindet, so hat man nach dem Green’- 
schen Satze: (Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen 
einer veränderlichen complexen Grösse Art. 10. S. 18. f.) | 


1 
U = — — 


er ug de, 


wo die Integration über die n Begrenzungslinien von 7’ erstreckt ist. 


Die Function g aber lässt sich auf folgende Art bestimmen. Man 
setze die Fläche 7’ über die ganze Ebene & fort, indem man auf der 
unteren Hälfte (wo & einen negativ imaginären Theil besitzt) das 
Spiegelbild der oberen Hälfte hinzufügt. Dadurch erhält man eine die 
ganze Ebene & nfach bedeckende Fläche, welche 4n — 4 einfache Ver- 
zweigungspunkte besitzt und welche Boch zu einer Klässe algebraischer 
Functionen gehört, für welche die Zahllp=n— 1 ist. (Theorie der 
Abel’schen Functionen Art. 7. und 12. S. 106, 112.) 

Die Function ig ist nun der imaginäre Theil eines Integrals dritter 
Gattung, dessen Unstetigkeitspunkte in dem Punkt & und in dem dazu 
conjugirten &’ liegen, und dessen Periodieitätsmoduln sämmtlich reell 
sind. Eine solche Function .ist bis auf eine additive Constante völlig 
bestimmt und unsere Aufgabe ist somit gelöst, sobald es gelungen ist, 
die Function & von z zu finden. 

Wir werden diese letztere Aufgabe unter der Voraussetzung weiter 
behandeln, dass die Begrenzung von S aus n Kreisen gebildet ist. Es 
können dabei entweder sämmtliche Kreise ausser einander liegen, so 
dass sich die Fläche S ins Unendliche erstreckt, oder es kann ein Kreis 
alle übrigen einschliessen, wobei $ endlich bleibt. Der eine Fall kann 
durch Abbildung mittelst reeiproker Radien leicht auf den andern zu- 
rückgeführt werden. 


de N a ea a 
= Be f f; 
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Ist die Function & von z in 5 bestimmt, so lässt sich dieselbe 
über die Begrenzung von S stetig fortsetzen, dadurch dass man zu 
jedem Punkt von S’in Bezug auf jeden der Grenzkreise den harmoni- 
schen Pol nimmt und in diesem der Function & den conjugirt imaginären 
Werth ertheilt. Dadurch wird das Gebiet S für die Function & er- 
weitert, seine Begrenzung besteht aber wieder aus Kreisen, mit denen 
man ebenso verfahren kaun, und diese Operation lässt sich ins Unend- 
liche fortsetzen, wodurch das Gebiet der Funetion & mehr und mehr 
über die ganze 2-Ebene ausgedehnt wird. 

Im Folgenden bedienen wir uns, um auszudrücken, dass zwei 
Grössen a, @ conjugirt imaginär sind, des Zeichens: 

- aa, 
die dadurch ausgedrückte Verknüpfung zweier Grössen bleibt bestehen, 
wenn beiderseits conjugirt imaginäre Grössen addirt werden, oder wenn 
mit solchen multiplieirt oder dividirt wird; auch kann beiderseits die 
Wurzel gezogen werden, wenn dieselbe richtig erklärt wird. 

Ist nun &==8&’ und entsprechen den Werthen £, 8° die Werthe 
2, 2, so ist, wenn r der Radius eines der Grenzkreise von $ ist, und 


2 im Mittelpunkt desselben den Werth p hat: 


























re ® 
r I’-p 
woraus sich ergiebt: ER: 
ATred 2 
wenn a, b, c, © Constanten bedeuten. Hieraus: 
dz , aö— be ds 
dE (ee tar 
er 1 ec’ + 6 
Var Ks ya 
de de 
NE 1 a’ +b 
dz AD En Fe 
de ag 
Setzt man also: ; 
ef, VE —y 
ag . dg 


und bezeichnet die Werthe, welche y, y, für 8° annehmen mit y, yı 
so ergiebt sich: 


gi ey, +9y 

1) U Yadrnbe 
y try 

Vao — be 
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woraus: 
d y, d’y' 
ay "a 2 7 
(@) «En, Vad — be 
dry, d’y' 





Nun folgt aus 


durch Differentiation: 


day, d 
er gem! 
d’y, d? 

ae ag 0 


oder 


) varıynar 
und ebenso: 








(8) y dir Mu, 
Hieraus und aus (1), (2) folgt weiter: 
d 














6) 1ay_1ay  1ay 1 day, 
y dg? wor. ty 
Setzen wir also 
d’y 
(M de: =sy 


so ist s eine Function von & die für conjugirt imaginäre Werthe von 
& selbst conjugirt imaginäre Werthe erhält, und die sich also nicht 
ändert, wenn man in der Fläche 7’ und ihrer symmetrischen Fortsetzung 
auf beliebigem Weg zum Ausgangspunkt zurückkehrt. Mithin ist s eine 
wie T' verzweigte algebraische Function von & y und y, sind particuläre 
Lösungen der linearen Differentialgleichung (7) und z ist das Verhältniss 
derselben. Nimmt man umgekehrt die algebraische Function s in 7 
beliebig an, jedoch so dass sie in conjugirten Punkten conjugirt imaginäre 


Werthe erhält und mithin für reelle Werthe von $reell wird, und nimmt 


irgend zwei particuläre Lösungen von (7), so liefert die Function 2 = = 


ein conformes Abbild der Fläche 7, welches durch Kreise begrenzt wird. 
Die dabei auftretenden unbestimmten Constanten hat man dadurch zu 
bestimmen, dass dieses Abbild in seinem Innern von singulären Punkten 
frei und mithin in der £-Ebene einfach ausgebreitet ist, und dass die 


Grenzkreise gegebene Lagen erhalten. 








= 
% 
# 


AXVL 


Beispiele von Flächen kleinsten Inhalts bei gegebener 
Begrenzung. *) 


5 


Es soll die Fläche vom kleinsten Inhalt bestimmt wörden, welche 
begrenzt ist von drei Geraden, die sich in zwei Punkten schneiden, so 
dass die Fläche zwei Ecken in ihrer Begrenzung und einen ins Un- 
endliche verlaufenden Sector besitzt. 

Die Winkel, welche die drei geraden Linien mit einander bilden, 
seien ax, ßz, ya. Auf der Kugel wird die gesuchte Fläche abgebildet 
durch ein sphärisches Dreieck, dessen Winkel «x, Bx, yz sind, so dass 
e+-ßB+yr>1oist. 

Es mögen mit a, b, ce die Punkte bezeichnet werden, welche in 
der Ebene der complexen Variablen ? den beiden Ecken und dem ins 
Unendliche verlaufenden Sector entsprechen. (Ueber die Fläche vom 
kleinsten Inhalt, Art. 13. S. 296.) Dann hat man: 


re: 4 const. dt 
(t — ec) Vit — a) (t — b) 


ek Fe Vesi i 
V=&+y: 


Nimmt man, was freisteht, a — 0, b = ng l an, so ee 








oder 











’ 





du = const. = const. log 


ag’ us 


*) Für das erste dieser Beispiele findet sich auf einem einzelnen Blatt in 
Riemann’s Nachlass das Resultat kurz aber vollstündig angegeben. Bezüglich 
des zweiten liegt nur eine Bemerkung vor, in der nicht mehr als die Möglichkeit 
der Lösung ausgesprochen ist. Für die kuslahrang ist daher der Herausgeber ver- 
antwortlich. Einige besondere Fülle des letzteren Problems sind von H, A. Schwarz 
behandelt. (Bestimmung einer speciellen Minimalfläche. Berlin 1871.) 

RıEMANnN’s gesammelte mathematische Werke. 1. 237 
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und die letztere Constante hat den Werth ve; wenn (den kürzesten 


Abstand der beiden einander nieht schneidenden Linien bedeutet. 
Setzt man nun nach Art. 14. der genannten Abhandlung (S. 298) 

du du 

dn’ ,=n dn 

so sind diese Functionen in allen Punkten der t-Ebene, ausser 0, ©, 1 

endlich und einändrig, und wenn man das Verhalten dieser Functionen 

in der Umgebung der singulären Punkte nach der an erwähnter Stelle 

(8. 299) angegebenen Methode untersucht, so erkennt man, dass k,, k, 

zwei Zweige der Function 


k,— 


r 


zu setzen. 


I. 


Die gesuchte Fläche vom kleinsten Inhalt sei begrenzt von zwei 
in parallelen Ebenen gelegenen geradlinigen Polygonen ohne ein- 
springende Ecken und mit je einem Umlauf. In diesem Falle wird die 
Fläche zweifach zusammönhängend sein, und kann erst durch einen 
Querschnitt in eine einfach zusammenhängende verwandelt werden. 

Die Abbildung der Minimalfläche auf der Kugel wird begrenzt sein 
durch zwei Systeme von Bögen grösster Kreise, deren Ebenen senk- 
recht stehen auf den Ebenen der Grenzpolygone, und welche dem- 
nach in zwei diametral entgegengesetzten Punkten der Kugelfläche zu- 
sammenlaufen. Jeder dieser beiden Punkte entspricht den sämmtlichen 
Ecken der beiden Grenzpolygone. An jeder Polygonseite findet sich 
Ein Umkehrpunkt der Normale, welcher dem Endpunkt des betreffen- 
den Kreisbogens entspricht. Das Bild der Minimalfläche wird also die 
Kugelfläche vollständig und einfach bedecken. 

Projieiren wir die Kugelfläche auf ihre Tangentialebene in einem 
der Punkte in welchem die Begrenzungsbögen zusammenlaufen, so er- 
halten wir als Bild der Minimalfläche ein Flächenstück H, welches 
die Ebene der complexen Variablen n völlig ausfüllt, und begrenzt ist 


einerseits durch ein System geradliniger Strecken, welche sternförmig - 


vom, Nullpunkt auslaufen, bis zu gewissen Punkten (,, (y, ».-, Gun 
andrerseits von einem System ähnlicher Strecken, welche von gewissen 
anderen Punkten Ci, (s, .-, C,, nach dem unendlichen fernen Punkt 


ne EERREN 
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verlaufen, und deren Verlängerungen daher im O-Punkt zusammen- 
treffen (wenn n und m die Anzahlen der Ecken der beiden gegebenen 
Polygone bedeuten). 

Diese zweifach zusammenhängende Fläche soll nun in der Ebene 
einer complexen Variablen it auf eine die obere Halbebene doppelt 
bedeckende Fläche 7, abgebildet werden, so dass den beiden Be- 
grenzungen die reellen Werthe von £ een, Diese Fläche muss, 
damit sie zweifach zusammenhängend sei, zwei Verzweigungspunkte 
enthalten. Fügen wir zur Fläche 7, ihr Spiegelbild in Bezug auf die 
reelle Axe hinzu, so erhalten wir eine die ganze t-Ebene doppelt be- 
deckende Fläche 7’ deren vier Verzweigungspunkte conjugirt imaginären 
Werthen von t entsprechen. Durch Einführung einer neuen Variablen 
t an Stelle von t, die mit £ durch eine in Bezug auf beide Variable 
quadratische Gleichung zusammenhängt, lässt sich erreichen, dass die 


Verzweigungspunkte den Werthn "= +i, + 2 entsprechen, worin 


k reell und <1 ist, und dass ausserdem einem beliebigen reellen Werth 
von t ein Gigobankr reeller Werth von ?’ in einem der beiden Blätter 
entspricht. 

Wir haben also t als Function der complexen Variablen n so zu 
bestimmen, dass sie in jedem Punkt der Fläche H einen bestimmten, 
stetig mit dem Ort veränderlichen, Werth hat, in den beiden Be- 
grenzungen von H reell ist, und in je einem Punkt der beiden Be- 
grenzungslinien unendlich von der ersten Ordnung wird. Setzen wir 
diese Function über die Begrenzung hinaus dedarch stetig fort, dass 
wir derselben an symmetrisch zu beiden Seiten einer jeden Befeiage: 
strecke gelegenen Punkten conjugirt imaginäre Werthe ertheilen, so 


hat, wie man leicht erkennt, die Function für conjugirt imagi- 


näre Werthe von £ selbst conjugirt imaginäre Werthe. Sie ist also 
in der ganzen Fläche 7 einwerthig und, einzelne Punkte ausgenommen, 
stetig, muss mithin eine rationale Minen von t und 


Aad)=-VÄ+R)A+RP) 


Bezeichnen wir die reellen Werthe von ft, welche den Punkten 
5 Cy,...,0n, 01, C,..., Ch, entsprechen, mit e,, REF LAD 
die gl&ichfalls reellen Werttib, welche den mit dem Nullpunkte, hei. 


unendlich fernen Punkte zusenden Ecken der Fläche H ent- 


dlogn 
dt 





sein. 


unendlich 





sprechen, mit b,, b,, .., b,, bi, bi, .., Di, so muss 
klein in der ersten Ordnung werden für 


0, 0 2, 5. 2, .., Cm; 
27* 
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unendlich gross in der ersten Ordnung für 
tb, du, 3, 005 .-, DO, De, on, 
und in den Verzweigungspunkten 


=+1i, + + 3 
Wir können demnach setzen: 
dlogn _ y(t, A) 
4 yatma+ım’ 

worin p eine rationale Function von t und 4(£) bedeutet, welche unendlich 
klein wird in den Punkten e, c‘, unendlich gross in den Punkten b, D', 
und welche dadurch bis auf einen eonstanten reellen Factor bestimmt ist. 
Damit übrigens eine solche Function p existire, muss eine Bedingungs- 
gleichung zwischen den Punkten e, c’, b, b’ bestehen, vermöge deren 
einer dieser Punkte durch die übrigen bestimmt ist. (Theorie der 
Abel’schen Funetionen Art. 8. S. 107.) Ueberdies kann nach dem 
oben Bemerkten von den Punkten ce, c'‘, b, b’ einer beliebig angenommen 
werden. Die zu logn hinzutretende additive Constante ist bestimmt, 
wenn der zu einem der Punkte c gehörige Werth von n, 7. gegeben 
ist, wonach sich ergiebt: 





t 
Re i 
van NEM J Va+ıya tan 
In diesem Ausdruck bleiben, nachdem n, und c festgesetzt sind, 
noch 2n + 2m unbestimmte Constanten, nemlich 2» + 2m — 2 von 
den Werthen e, c‘, b, d, der Modul %k und ein reeller constanter 
Factor in @. 
Für diese Constanten ergeben sich zunächst zwei Bedingungen, 
welche besagen, dass der reelle Theil des Integrals 
y(t, AM)dt 
va+t!)ıa+x%t 


über eine geschlossene, beide Verzweigungspunkte i, —- einschliessende 


Linie verschwinden soll und dass der imaginäre Theil desselben Inte- - 
grals den Werth 2#i haben soll. Für die 2» + 2m — 2 übrig blei- 
benden Constanten erhält man eine ebenso grosse Zahl von Bedingungen 
aus der Forderung, dass den Punkten ce, ec’ die gegebenen Punkte 
C, C’ in der n-Ebene entsprechen sollen. 

Wir denken uns nun die x-Axe senkrecht gegen die Ebenen der 
beiden Grenzpolygone gelegt, und untersuchen die Abbildung der 
Minimalfläche in der Ebene der complexen Variablen X, nachdem die- 
selbe durch einen von einer Begrenzung zur ändern gelegten Schnitt 











ER 


u N A u 77 7 a re Zn 7 Par Fa PERS RE an a y+ rn 
Be EN a En BAER 
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in eine einfach zusammenhängende verwandelt ist. Der reelle Theil 
von X ist dann in den beiden Begrenzungen und in jedem zu den- 
selben parallelen Schnitt der Fläche constant. Der imaginäre Theil 
wächst, während man auf einem solchen Schnitt herumgeht, beständig, 
und zwar im Ganzen um eine constante Grösse. Daraus folgt, dass 
das Bild unserer Fläche in der X-Ebene von einem Parallelogramm 
begrenzt ist, welches die Ebene einfach bedeckt, von dem zwei Seiten, 
welche der Begrenzung der Fläche entsprechen, der imaginären Axe 
parallel sind. Die beiden andern Seiten, die den Rändern des Quer- 
schnitts entsprechen, können zwar krummlinig sein, kommen aber 
durch eine Verschiebung parallel der imaginären Axe mit einander zur 
Deckung. 

Dieses Parallelogramm muss sich auf die obere Hälfte 7, der 
Fläche 7 so abbilden lassen, dass die beiden der imaginären Axe 
parallelen Seiten desselben den beiden Rändern von 7,, die beiden 
anderen Seiten den beiden Ufern eines Querschnitts von 7, entsprechen. 
Eine solche Abbildung wird daher vermittelt durch die Function 


ee dt 

ei Sven 
worin die Constante C reell ist, ©” beliebig angenommen werden kann, 
wenn über die Lage des Anfangspunkts auf der x-Axe verfügt wird. 
Ist h der senkrechte Abstand der beiden parallelen Grenzebenen, so 
ergiebt sich: 








h=40 (- ei 
- va+t)(+%°t®) 


wodurch die Constante Ü bestimmt ist. 
Hiernach ist die Aufgabe, abgesehen von der Bestimmung der 
Constanten, gelöst, denn man hat nach den Formeln 8. 292 


1 1 
Y-- f dX(n — —) 
i 1 
: | 2=— [ax +5) 
wodurch die Coordinaten x, y, 2 der Minimalfläche als Functionen 
zweier unabhängiger Variablen dargestellt sind. 
Für die in n vorkommenden Constanten ergeben sich noch zwei 
Bedingungen, welche besagen, dass die reellen Theile der Integrale, 
durch welche Y und Z ausgedrückt sind, über eine den Nullpunkt 


einschliessende geschlossene Curve in der n-Ebene erstreckt, den Werth 
O0 haben müssen. 
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Nimmt man h und die Richtungen der begrenzenden Geraden als 
gegeben an, so hängen unsere Ausdrücke, abgesehen von den additiven 
Constanten in X, Y, Z, von n + m — 2 unbestimmten Constanten 
ab, für welche man die Entfernungen der Punkte C, ©’ vom Null- 
punkt in der n-Ebene annehmen kann, zwischen denen nach dem so- 
eben Bemerkten zwei Relationen bestehen müssen. Ebenso gross ist 
aber auch die Anzahl der Constanten, welche die gegenseitige Lage 
der Grenzpolygone bestimmen. Man kann nemlich, indem man zwei 
Polygonseiten zur Fixirung des Coordinaten-Anfangspunkts festhält, 
jeder der n + m — 2 übrigen noch eine Parallelverschiebung in ihrer 
Ebene ertheilen. 

Einfachere Gestalten nehmen die Resultate an, wenn wir gewisse 
Symmetrieen in den Verhältnissen der begrenzenden Vielecke voraus- 
setzen. Es möge im Folgenden der Fall betrachtet werden, dass die 
beiden Vielecke regulär seien und die beiden Endflächen einer gerade 
abgestumpften geraden Pyramide mit regulär-vieleckiger Basis bilden. 

Die Umkehrpunkte der Normalen liegen in diesem Fall sämmtlich 
in den Mittelpunkten der begrenzenden Geraden, und fallen daher 
paarweise in dieselbe durch die Axe der Pyramide gehende Ebene. 

Legen wir die y-Axe senkrecht gegen eine der begrenzenden Ge- 
raden, so wird in der n-Ebene ein Punkt C und ein Punkt ©’ in der 
reellen Axe liegen, auf welcher sie die Abstände n,, 7, vom Nullpunkt 
haben mögen. Die Punkte C, bezw. CO liegen auf zwei concentrischen 
Kreisen, auf welchen sie die Ecken je eines regulären .Polygons bilden, 
und zwar so, dass immer ein Punkt Ü und ein Punkt 0’ auf demselben 
Radius-Vector liegt. 

Da nun in der Begrenzung der Fläche 7 ein Punkt beliebig an- 
genommen werden kann, so mag festgesetzt sein, dass dem auf der 
reellen Axe gelegenen Punkt © der Punkt =0 in einem der beiden 
Blätter von 7 entspreche. Es folgt dann aus der Symmetrie, dass das 
zwischen C und ©’ liegende Stück der reellen Axe in der n-Ebene in 
der Fläche 7 einer Linie entspricht, welche vom Punkte £=0 im 
ersten Blatt nach dem Verzweigungspunkt =, und von da zurück 
zum Punkte {= 0 im zweiten Blatt längs der imaginären Axe ver- 
läuft. Demnach hat die Funetion p(t, 41(t)) für rein imaginäre Werthe 
von t selbst rein imaginäre Werthe, und dem Punkte ©’ entspricht 
der Werth {= 0 im zweiten Blatt. 

Nun wird die Fläche H durch die Substitution 77° = nun, auf eine 
mit H congruente Fläche H’ abgebildet in der Weise dass die Punkte C in 
die Punkte ©’ übergehen und umgekehrt (nur in vertauschter Ordnung). 
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Hieraus ergiebt sich, dass den beiden in der Fläche H gelegenen Punkten 
nundy= = über einander liegende Punkte in beiden Blättern der 


Fläche 7 entsprechen. Und da dlogn + dlogn’ =0 ist, so muss 
p(t, A(t)) in übereinander liegenden Punkten beider Blätter denselben 
Werth haben, ist also rational in # ausdrückbar und hat zufolge der 
oben gemachten Bemerkung die Form t(t?), wenn Y eine rationale 
Function bedeutet. 
Dies veranlasst uns, die Fläche 7’ auf eine Fläche S abzubilden 

durch die Substitution: 

1+1? 2 

ser STE Saar 
wonach der oberen Hälfte der Fläche 7’ ein die s-Ebene einfach be- 
deckendes Blatt entspricht, welches längs der reellen Axe zwischen den 


Punkten s=1 und —-+ 


s—— - _aufgeschlitzt ist. Die Ränder dieser beiden Schlitze ent- 


und zwischen den Punkten s= — 1, 


an den Grenzen der Fläche H. Für X ergiebt sich at der 


Ausdruck 
ds 


er ix (1 RSS s?) it k2 3?) 


1 
$ ds 
ie 2 ya-aı— Rs) 
0 ; 


ist, während sich n als algebraische Function von s darstellen lässt. 
Für eine Begrenzung durch Quadrate findet man 








wenn 











a (1 — ms) (1 — ms) 
Bee (1 + ms) (1 + ms) 


den Ecken des Quadrats in der einen Begrenzung entsprechen die 





Punkte s = — ‚s= a an beiden Rändern des Schlitzes, den Umkehr- 


punkten der Normalen die Punkte s— 1 ge ai und ein an beiden 
Rändern des Schlitzes gelegener Punkt s == —, der aus der Gleichung 
dlogn 


= (0) zu bestimmen ist, und man a 


i>m>n>m>k.*) 


ds 


*) Es lässt sich die vorstehende Betrachtung auf viele Fälle ausdehnen, in 
denen die beiden Poiygone nicht regulär sind. So behält der obige Ausdruck für 
n seine Gültigkeit für die Begrenzung durch zwei Rechtecke, deren Mittelpunkte 
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Für die Begrenzung durch gleichseitige Dreiecke ergiebt sich: 
,fı—ms\® (1 — ks\3 
7 Be ch; u) (; + 2) : 
Um für diesen letzteren Fall die Möglichkeit der Constanten- 


bestimmung zu untersuchen setze man zunächst s= + 1, wodurch 
sich ergiebt: 


mr, Delete 
e—-Yni, Val) 


und für den besonderen Fall, dass beide Dreiecke congruent sind 











also: 





ml, c=1. 
Den Bcken des Dreiecks in ddr einen Begrenzung Palähe die 


Punkte s = — an beiden Rändern des Schlitzes und der Punkt +, so 


dass k<m<1 sein muss. Der erste Umkehrpunkt der Normalen 
findet statt für s—= 1, die beiden andern entsprechen einem Punkte 


Ss rn an beiden Rändern des Schlitzes, so dass 
k<n<m 





sein muss. Für » erhält man zunächst aus der IE et —=( 
die Bestimmung: 
8 km(m + 2k) 
ed Yo IUER, 
woraus für jedes Werthsystem von k, m, welches der: Bedingung 
O<k<m<i 


genügt, ein Werth von n hervorgeht, welcher zwischen k und m liegt. 
Man erhält aber zwischen m, n, k noch eine zweite Gleichung, 


welche ausdrückt, dass für s = 4 n°=n; werden soll. Diese Glei- 


( Ze Peak 

1m ı1+k \wn+mW/n-+k 

und wenn man aus diesen beiden Gleichungen » eliminirt, so erhält 
man folgende Relation zwischen k und m: 

„[i+m?+2mk\ 2k + m\? 

h (Mr + m?) + 2) Bar G + 5) 


aus welcher k durch m zu bestimmen ist. 


chung ist: 














in einer zu ihrer Ebene senkrechten Linie liegen, vorausgesetzt dass der Modul 
von nn‘ für die Umkehrpunkte der Normalen denselben Werth hat, Dies findet 
z. B. statt wenn beide Rechtecke congruent sind. 
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Für k = 0 ist die linke Seite dieser Gleichung Null, die rechte 


für k = m ist der Unterschied zwischen linker und rechter Seite 
Kr. me 
m(3 + m?)? 
also positiv für m <1. Es existirt daher zu jedem Werth von m der 
kleiner als 1 ist, eine ungerade Anzahl von Werthen von k<m. Da 
sich nun ferner leicht ergiebt dass die Function 
(1 + m? + 2mk)? (k + 2m)? 
(k(1 + m?) + 2m)? (2% + m)? 
zwischen k=0 und k= m nur Ein Maximum hat, so folgt, dass für 
jedes m <1 Ein und nur Ein unseren Bedingungen genügender Werth 
von % gefunden werden kann, und darnach ergiebt sich auch nur Ein 
zugehöriger Werth von n. Für die beiden Grenzen m = (0 und m =1 
erhält man 4% = n = m. 
Für die Functionen X, Y, Z finden sich hiernach, wenn man 
über die additiven Constanten verfügt, die Ausdrücke: 


m 
8? 





log k 


| vaf ds 
eh dererver, 
i 


Bar ds et 
er Se 
| Yon (1 — k?s9) (n 


if ds 
en) Va Bu 
1 . 














Z= 








Mt). 


Die beiden noch übrigen Constanten, m und Yn,n, bestimmt man 
aus den gegebenen Längen der Dreieckseiten. Bezeichnen wir diese 


mit a und b, so ergiebt sich: 
1 


m 











sh x 2.2.08 4 
En vya-s)(ı — Ks) (+7) 
Ze 
„ih “ 





BL. ds n MN, 
2K) va-Ha- Rs) \mm n 
1 


In dem besonderen Fall a = b ist 7990 = 1 und es bleibt zur Be- 
stimmung der Constanten m die eine transcendente Gleichung 
1 


en. a 
h Sir) va-9)(A— Rs) (n+ ) 
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Lässt man in dem Ausdruck zur Rechten m von 0 bis 1 gehen, so 
behält derselbe positive Werthe, wird aber an beiden Grenzen unendlich 
“gross. Er muss also für einen zwischenliegenden Werth von m ein Mini- 


mum haben. Daraus folgt, dass es für das Verhältniss = eine untere 


Grenze giebt, jenseits der die Aufgabe keine Lösung mehr hat, während 
. der über dieser Grenze liegt, zwei Werthe 


von m, also zwei Lösungen der Aufgabe existiren. Es ist anzunehmen, 
dass nur der kleinere der beiden Werthe von m einem wirklichen 
Minimum des Flächeninhalts entspricht. 


für jeden Werth von 








AAVI. 


Fragmente über die Grenzfälle der elliptischen Modul- 
funetionen. A 


E 
Additamentum ad $'"” 40. 


[Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum.] 


Formulae in hoc $° propositae in eo casu, ubi modulus ipsius q 
unitatem aequat, consideratione satis dignae videntur, quippe quae 
funetiones unius variabilis pro quovis argumenti valore discontinuas 
praebeant. 

Series quidem propositae magna ex parte pro modulo ipsius q 
unitati aequale non convergunt, sed integrando series convergentes inde 
derivari possunt; itaque primo integralia formularum 1—7 proponamus 


(48) feoss — log4 Yg) = = —4log(l +) +5 log(l +) 


= log (1 +49) +2 Bl) 


u L {4 +4 oe gıre 
| logk A — 410g 1 +35 —, „log a 








(50) Be lg +) +F Lg +P)+- 


61) ((E-1)U-— og D+ Sog) log) + 





i 1— gi R 1—odi 
=-+ 2ilog + 2 log, + leer une 








(52) an re 41 on ae En 
1 — yqi 4i 1— yy’i Ai 1— vq’i 
ya ta Ey t 5 Ey t” 
2kK 
6 CF -1)- — 110g +9+t1og+m)—Hogli+p)+- 
0 


ee 2° >03 23 1— gi 
= 2ilogı 4; 4: log a ge ze 
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6 (E14 — lol +) + glg + 
| ee 


1— gti 
23 ee log an 





ubi logarithmos ita sumendos esse manifestum est, ut evanescant posito 
= == (), 

Funetiones eaedem ad dignitates ipsius q evolutae adhibitis [05 
Jacobi denotationibus hoc modo repraesentantur 


e dq a 1 
65) | (logk — log4ya) I Ey (a? — 4 g® 
0 


sn. 16p __ .) 
a5 9 


Er 


(56) f-e7 male q? 
0 


 22q ) 1 1 1 1 
(57) learn 22 (re 397-7 rer 
0 








. 2l(4m— 1)?n 
58 t ee ) 4 - Ss va | 
2 Wi. ; q 2 2(4m — 1)?n 
(4m — 1)’n 
"onKdg_ vg? gi 
ai J EN Er 8 (4m — 1)?n 
(4m — 1)?n 





"(2K K da rien (n)q 
v0) J ( a ı) Mr > (4m — 1)?n 
6 


+43 vlg?” am—ıne 


a'ti!ım — 1)?n 





’/ayK K dd: Yln)g? m un 
©» je®-1)42--4 2(4m — 1)?n 
a 
+ Rn  glt24m — 1)?n 


Aceuratiori funetionum propositarum disquisitioni tanquam lemma 
antemittimus theorema sequens generale. 


Si series 
„+4 t+®%t 
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eo quo scripsimus ordine summata summam habet convergentem, functio 
_ ipsius r hae serie 
rar tar + 

expressa, convergente r versus limitem 1, convergit versus valorem 
eundem. 

Hine facile dedueitur 

Si funetio f(q) eomplexae quantitatis qg pro" modulis ipsius q uni- 
tate minoribus exhibeatur per seriem 


ta tt: 
hance seriem pro valore q, eujus modulus sit unitas, si habeat sum- 
mam, exprimere valorem eum, quem funetio f(g) naneiscatur conver- 
gente q versus g, ita, ut modulus tantum mutetur, i. e. seeundum 
notam repraesentationem geometricam, appropinquante puncto, per quod 
quantitas q repraesentatur, in linea ad limitem spatii, pro quo functio 
est data, normalı. 


Quamobrem hos tantum valores functionum propositarum hie re- 
spieimus, etiamsi evolutiones 48 — 54 latius pateant. 

Sit brevitatis gratia (x) aut absolute minima quantitatum a quan- 
titate © numero integro distantium, aut, si x ex numero integro et 


; 1 ; i 
fractione _ composita est, —=(, porro E(x) numerus integer maximus 


non major quam x: obtinemus e 48, attribuendo ipsi q valorem 
= eri 


Fr! 


(62) [lost —1g4yQ 


= — 2log4 cos + 2 log4 cos — 5 log 4 cos = 
+ 2, 10g4 cos. 
WE, Ani (2x Ani (3x Ani (4x 
erlegen 


(— 1)" log 4 cos (— 1)" (nz 
Br 25 nn + Ami MN (2) | 


Pars imaginaria hujus seriei convergit, quicunque est valor ipsius 








x 
2m 
denotando literis m, n numeros integros inter se primos, et ponendo 
&C m 


= ita exhiberi potest 


x, pars realis, si est numerus surdus, non convergit, sin minus, 
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1° si n est impar, aequalis fit, 
ns 
N I 1)° cos is n. 
= N: RR ce cos Base log 4. 
1,n—1 sin 


2° sin est par, designante 9 numerum imparem 





2 
s- 2(— 1)’ log4 con un 





7? 
n? s? 
sin m — 
| 
2 


2u 2 log a0 8 Ri) 
+1)’ (bog IH logn + 5 I 

quae formula manifesto ita est intelligenda, functionem propositam, 
subtracta functione 


+ u log 4 


‘2° E q 
ER 1y* reg 


si convergat q modo supra stabilito versus limitem q,, convergere ver- 
sus limitem finitum, ejusque valorem assignat. 
Perinde obtinetur 


0 


Sl er log Dog ty — 2.08 gn — 
Hmile)-EH)+F(-E+) 


Held) 


a e: I (+ 3) 


(64) fir ES ieh 


ge Ani (3% Ami (22) 3: 
+4) ++ rt 

p?2 

log 4 cosP 


-37 5 Kerze) 


—ıo0, © 


dq 3 2 . Bu? 
(65) fer -1) ren sen in , log4 in. 


2 608 
7 log4 sinZ- + 
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el ee 

— logie (I) + So) +) + 
f 


+22 (6,42) (+ 4)) 


ar) ara se 
lat) 
(66) fara- — 2logtg®® + Frege! — Flogig® + .. 
Hana) + 
— Zilogtg ("I") + Frogtg (TE) 
+ Hot}... 
ee rt) tr 


(67) few (EX 1) — — 210g4 008, se log4 cos". 








EN a 
— 5 log4 cos +. 


ee 
= — ilogtg A st 0 arr “ Jogtg ( + 1 











2n ( (2% 1 2% 3 
en re 
er! ; 
(68) Br 1) — 10g4 005° +, log 4 cos3a? 
v0 
— 1 log4 cosdar +... 


Fe A 
= — Slogtg(e +2)" + Z 1ogtg (22 + 2) 
— : logtg (3° +3) +-- 
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+ 


leerer) 
a en 
Posito «= — 2r fit pars imaginaria formulae 65 


1° si n est numerus par 
>. 


Ai ns 
- 4 a (ee ni 


l,n—1 





2° si n est numerus impar 
v—1 


IN mr 


1,22 —1 


quam naket: habere valorem finitum, nisi n est =0 mod 4. 





Convergentia summae - 
„ta t+% +%..... 
postulat, ut data quantitate quamvis parva & assignari possit terminus 
,, & quo summa usque ad terminum quemvis q,„ extensa nanciscatur 
valorem absolutum ipso & minorem. Jam posito brevitatis gratia 


+ h+1 
mn tı tt m+3 
+3 m+1 + An +2 + An +3 


funetio 
()=ytUurt@r u ee 
facile sub hac forma exhibetur 
=aw,+4r +®%r +.» ee 
+ (En +3 — En+2)r"r° 
ee ++) 
' +2. ( Mt? — +) +: 
Unde patet eonvergente r versus limitem 1 functionem f(r) tandem 
quavis quantitate minus a valore seriei 
ot%+t%---- 
distare. Summa terminorum altioris gradus quam n, quum sint &n-+1, 
&u +9, . . ex hyp. omnes omisso signo < &, differentiaeque # +? — "+? .. 
omnes positivae, manifesto evadit quantitate absoluta 
<e(lmtt — mtr) + elmt? — +3)... 
<ırr! 
summa autem terminorum non altioris gradus quam n est funetio al- 
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gebraica ipsius 7, quam constat appropinquando r unitati summae 
tu +%-+:-:-+a, 


quantumvis appropinquari posse; unde patet pprapimguande r unitati 
differentiam functionis f(r) a valore seriei 


%t+a%-+: 
infra quantitatem quamvis datam descendere. 
Ex hoe theoremate, quod Cl° Abel tribuendum esse Cl“ Dirichlet 
modo (1852 Sept. 14) quum antecedentia jam essent scripta monuit, 
re Hedusitne 2: 2.0, 


3 
a 
5 
Br 
: 


H, 








q= e*' 


logk—logäya + Di 4 = a, 


2m 
l)2a=,n, n ungerade. 


logk = i = 72 1 2 tgs$) 
(3 EIS: re) 


a rk u 





0, .1,2r 
we 
PR em. dx 
Be Zee 1, de 
v0 1,2 


| 
IN 
w|8 
— 
Io) 
ie 
| 
Fk 
De 
Ro] Fo 
s| 3 
+ 
Hr 
S|ı- 
RL R_ 
8], 
| 
RN 
ww 
Ss 


0. 1,2% 1,2n 
i ! t 
SE 1 : > «de N > 
145 et (— 13° +0—1gs(2mo— ı) 
v 1,2n 1,n—1 1,2n 
4 er 1°“ 250m, ‚G 1 ö er 
un 2sm En In -=--,2(-) Ede : 
1-+re > 1 r a 
Pl ® (— er 
2 
0,n—1 
Er i— +9 > log (1— ar +2mo) (— 1)o 
1l,n—1 
x 
== 6 — a log a?" o (— I* 
1,n—1 
en ; m. 2m 
15 + mi ar E eE(twe +3) 
1,n—1 1, —1 
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2) = "x, m, n ungerade 
Ba 8 
gs a HE. -. 
Be Mai | Ber Pe da q Ne 
logk — q— 4 2n? e A rer 
1, © 
x : - ee ms — 1 
+2:4+2/ = 1) 1 4n AmsıLı 
0 1,4n—1 
—A+zi+ 
dr 1 ix x 
er ee _ 1\-+o 2som („ms _ —st 
2 | Kr = a. (— 1,3700” (a 1)« 
4 1,40 1,4n—1 0,m—1 


=4+3 it 2: ri, (— 1) reee, G)) )) me = 1 mod. 2n. 
ur al" rn #& +2 IE) — — es 2 DE) ki (-1)) 
l,n—1 1,n—1 














m 
3) = zT M ungerade. 





—g- m: oe. er Se 


2n 


a a 1)' ee 1857, 


1,8n—1 
—1 2ms a 
dx « —1 Sn 
aa md” ey ei 
1,8n—1 
0 
x. 
= A+->'i+ 
in, 1 1 5 <S 
” er RER s-t+0 2som(„2ms __ — st 
f a PETE >" >) ( Dj +0 ga8 "(m 1)« 
1,8n 


1,8n—1 0,4n—1 
t=2rm + An mod. 8% 
-A+Zi+ 2 >’log(1 — atnterm) —. 


1,4n—1 
1 


I (nf 11 Dr) + Ent 1an 1) 


—-A+Zzit 25 log (1 — am) Z(— 1) 
—2n+1,2n—1 


der elliptischen Modulfunctionen. 435 


u ee re 1); 


-A+ li nt I) Vi 


(x) = absolut ‚kleinster Rest von «. 











BR Ss zi 
—lgi —8 I, —I-, er a men. 








12 m ‚ m ungerade. 
Ei Sof ud SS 4nt = s . smz 
0, © 1,4n—1 TE 
. 3 8 sm u 
ee u“ 
A zn 2ms 


$ oO 


ef, oz de au > > Gams@c+1)g—ts 
— ax = 


1,4n—1 0,2n—1 


oO 

















T ö gl „2 mso 
1— ra2ms en Tas £ 
0,2n—1 
2 o 
ee re yon 
0, 2n—1 0,n—1 
= >| log(1 + ar@r+D) _ log(1 + a="@r+n)] 
0,n—1 
Ss 
E m Yun aD E each 
an 
0,n—1 
ERS 
ma : 
2), 4 7, n ungerade. = 
ex Be a Be ET 
logk = — 10% +2 a er 
1,2n—1 
—4+ 
e -— 
8 { ad 1 2 A = - ) = 
Ba — ax 2n Be > — [2 | gms@o-+1) g-ts. 
Be 1,2R—1 0,n—1 N 


1) t=m(2r + 1) mod. 2n 
2)t=m@r +H1)+n 
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n—1 
PR A u 8 > log 1— am @r-+1) - Si 2 {5 
0,n—1 „ni 
1 2 


er AR 8) (1og(1 — gm tm) — log(1— a?" ten) 
2: (| ) 





=. > ) (t0g(1 — amt tm) —logl1—a tton)) 


—-A+ Bmi > (.) ) S re) 
| 


n—1 
BE 


ee Ari ID) = ( de ) 
4 + 4 De) (>) — ee): 


mu = 1 mod. n 
- Arie ra) 


1,2 


pr [gEtt elite) 
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Beet t N ar a 1 t 
er) 
a a 1+94 3; 


t(1+q) 
— lege +4 + iD +tgtz 


2m 
) = 1, N EAERR 


and 0,0 „2som 
i an 1 en IE 
ü e ’ 2sm 

i+tre” > 1-+" 


0,n—1 


En getire D; ee re | 


2 log Io 71 ri g 3 ern Een Pal > (— 1) a0 m 


1,2n . 1,n—1 


= lo get +2 log(1— atm)(- 1/5 N 
Eu 2 D}log (1 — adrmtr) (— 1 z; 


1,n—1 
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-4+. De + .) 1y2m +2 (2) - 1y22i 











2ri 
2) = —n, n ungerade, m ungerade, & = = 
w_ıta Ei +4 ser 


1,4n—1 


Rn ES. ey 2. 1)° 6 a2som(gems —_ 1)a-*: 


n An—1 0,2n—1 


1) = 2mr mod. 4n 
2 t=2mr + 2n 


— 4-2 Dog (1 — am) L(- 17 (5°) An 


1,2n—1 


“a 2 > log (1 — admr + 2n) (— 1) Fr: = 2) 
ae > 











m Zr) 


mu =1 mod. 2n 


= A423 1y(t) 


1,n—1 





D5) ; 
3) = Er 7, m ungerade. 








2ri 
2 get gas 68. gan 
Fee 242 Dir, & PN De 
1,4n—1 
ı ı (7 
au «da tn LESE ae =) mSsO y—t 
En aD Der) 
0 }42n a 1,4n—1 1,4n—1 


— 4422 (- 1y ("2"), mu = 1 mod. 4n. 


1,2n—1 
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Erläuterungen zu den vorstehenden Fragmenten 
von R. Dedekind. 


Die Entstehungszeit (September 1852) des ersten der beiden Frag- 
mente macht es wahrscheinlich, dass Riemann darauf ausging, für 
die Abhandlung über die trigonometrischen Reihen Beispiele von 
Functionen zu finden, die unendlich oft in jedem Intervall unstetig 
werden, und es ist möglich, dass die zweite Untersuchung, welche sich 
auf einem kaum leserlichen Blatt findet, demselben Zwecke dienen sollte. 
Die hier von Riemann benutzte Methode zur Bestimmung des Ver- 
haltens der in der Theorie der elliptischen Functionen auftretenden 
Modulfunctionen für den Fall, dass das complexe Periodenverhältniss 


sich einem rationalen Werthe nähert, gestattet aber eine sehr inter- 
essante Anwendung aüf die sogenannte Theorie der unendlich vielen 
Formen der $-Functionen, nemlich auf die Bestimmung der bei der 
Transformation erster Ordnung auftretenden Constanten, welche be- 
kanntlich von Jacobi und Hermite auf die Gauss’schen Summen, 
also auf die Theorie der quadratischen Reste zurückgeführt ist. Da 
ich diese Bemerkung erst in den letzten Tagen vor dem Abdruck ge- 
macht habe, so ist keine Zeit übrig geblieben, die Correetheit der 
Riemann’schen Formeln in den reellen Theilen genau zu prüfen; da 
sie sich aber sämmtlich aus der im Folgenden angedeuteten Unter- 
suchung ergeben müssen, so wird hoffentlich ihre Mittheilung auch ohne 
diese Prüfung gerechtfertigt erscheinen. 

Den Mittelpunkt der Theorie dieser Modulfunctionen, welche man 
auch ganz unabhängig von der der elliptischen Funectionen aufstellen 
kann, bildet gewissermaassen die Function 

[2 . 1 
(0) = nA 1)=g N) 
wo zur Abkürzung 
eaniz — 1: 


gesetzt ist, und wo das Productzeichen sich auf alle positiven ganzen 
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Zahlen v» erstreckt. Da diese Function der complexen Variablen 
®—=x- yi, deren Ordinate y stets positiv ist, im Innern des. hier- 
durch begrenzten, einfach zusammenhängenden Gebietes nirgends Null 
oder unendlich gross wird, so sind auch alle Potenzen von n(o) mit 
beliebigen Exponenten, und ebenso logn(®) durchaus einwerthige 
Functionen von ®, sobald ihr Werth an einer bestimmten Stelle fest- 
gesetzt ist. Die Function log n(®) soll dadurch definirt werden, dass, 


w 


wenn 4 über alle Grenzen wächst, also q = 1? unendlich klein wird, 
omi 
Basar 79 
wird. Nun ist bekanntlich (Fundam. nova $. 36.) 


120) nl) nl) = 1 no), 











R —— 
eng) 
v Kai 
Ege 
7 a 
Eee 


also nach der obigen Festsetzung: 


[n) 1 D 3 
108720) + logn(2) + log") = 5, + 3logn(o) 





1 [n) 
: logk —log4 + Ü + Alogn (20) — 4logn (4) 
) ‚ @ 1 @ 
log — "+ Alogn (2) — Hlogn( a2 ) 
2K ; 1 \ 
8 -——-;+ 4logn( 4°) — 2logn(®) 


wo die Logarithmen linker Hand (wie in den Fund. nova $. 40) als 
einwerthige Funetionen von ® so definirt sind, dass 


logk — log4 — "= logk — log4Yg , 
logk’- und log 


mit q unendlich klein werden. 

Aus diesem Verhalten der Functionen ergiebt sich nun mit Hülfe 
der Transformation erster Ordnung der #-Functionen ihr Verhalten 
bei Annäherung von @ an einen reellen rationalen Werth, also bei 
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Annäherung von q an eine bestimmte Einheitswurzel q, (die irratio- 
nalen reellen Werthe gehören in gewissem Sinne gar nicht mit zur 
Begrenzung des Gebietes der Variablen ®). Setzt man 


6. 5 (e+D+6c+9e—y 


— © 
u" 


—= 2n(0) 1" sin ze II(l — 1er+3)(1 —_ 1er) 


so wird, wenn man die nach z genommene Derivirte durch einen Accent 
bezeichnet, 
9(0,0)=27n(0). 
Sind nun «, ß, y, ö vier der Bedingung 
ed — Pryr—=l 
genügende ganze Zahlen, so ist bekanntlich 


9, (2 155) = Va F Ba 19" 2, (a + B0)50) 


wo c eine von «, ß, y, Ö und der Wahl der Quadratwurzel abhängige 
achte Einheitswurzel bedeutet, deren Bestimmung von Hermite auf 
die Gauss’schen Summen zurückgeführt ist. (Liouville’s Journal, 
Serie II. T. III. 1858.) Für z2=0 ergiebt sich hieraus 


»,(0, 739°) = c(a + Bo)! #(0, 0) 








also 





Man kann daher, wenn B20 ist, 


do < hri 
log nl!) — logo) + zlog“ hf + Zlogßt + 
setzen, wo die einwerthige Function 


log- en = log (y — 


so definirt werden soll, dass ihr imaginärer Theil zwischen den Grenzen 


ER 


+: liegt, während logß? reell zu nehmen ist; dann wird h eine 


durch «&, ß, y, ö vollständig bestimmte ganze Zahl sein, welche die- 
selbe bleibt, wenn diese vier Zahlen mit (— 1) multiplieirt werden. 
Die vollständige Bestimmung dieser ganzen Zahl A leistet ‚offenbar noch 
sehr viel mehr, als die Bestimmung der obigen Einheitswurzel c. 

Um dies zu erreichen, lasse man == yi dem rationalen, in 


kleinsten Zahlen ausgedrückten Werthe Fi sich so annähern, dass mit 
y auch 


’S : z 
4 “ 
Er 
Di 
he 
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, (a +B2)? 
2 y | 
- unendlich klein wird, so wird 
: ae 2, 1 
u. «to 8 Bat Po) 


der Art unendlich gross, dass q’ = 12“ unendlich klein, und folglich 
logn(o) — 0 


4 wird. Bei dieser Annäherung wird mithin 


1 @& hi Öri 
0—lognlo) + glg + tt 


1 und da alle Glieder mit es der beiden letzten nur von den 
| beiden Zahlen «, ß abhängen, so kann man 


hB—a«a—6=2(—e, Pf) 
setzen, wo 2(— «, ß) und, wie sich leicht zeigen liesse, auch (— «, ß) 
selbst eine lediglich von den beiden relativen Primzahlen «, # abhängende 
ganze Zahl bedeutet, durch deren Einführung der Annäherungssatz die 











Form 
ni 1 no — m 
Me. DE Pant 
se 210g nt ee er 
annimmt, wo m. und n z 0 zwei beliebige relative Primzahlen bedeuten, 
; und angenommen wird, dass © =x-- yi in der angegebenen Weise 
3 sich dem Werth — nähert, nemlich so, dass mit y auch 
E (nz — m)? 
unendlich klein wird. Ersetzt man m, n durch — m, —n, so er- 
giebt sich 
(II) (—m, —n)= — (m, n) 


ausserdem folgt aus der obigen Definition des Symbols (— «, ß), weil 
h eine ganze Zahl und @&d = 1 (mod. ß) ist, allgemein 


(IV) 2m(m,n)=m?’+ 1 (mod. n). 
Zugleich nimmt die obige Gleichung für die Transformation erster 
Ordnung der Function logn(®) die folgende Form an. 


(M log ll) — 


& @ == ö 
logn(®@) +5 > log nr + zlogp? + ° ar le 


Die Fundamentaleigenschaften des Symbols (m, n) ergeben sich 














a TR EP BUN 1 . Bu | ae aller a BL DE I TE ED ASTA age Rei 
Ba ae 2 ME N an Sf vu na Dahin na u a 


* 


442 Erläuterungen zu den vorstehenden Fragmenten. 


nun auf folgende Weise. Aus der Definition von logn(®) folgt un- 
mittelbar 


logn(1 + 0) = logn(o) + %- 


. .. m . . 
Bei Annäherung von @ an — nähert sich nun 1 + dem Werth 


m 





= “, welcher gleichfalls in den kleinsten Zahlen ausgedrückt ist, und 


folglich wird nach dem obigen Annäherungs-Satze 


1 5 
Bei Ken ms eo 6 510g u 


NV 








1 e 2?ımtn, m —m—n_. 
N o 2 \ ) 
+ 4 logn + 12n mr, 


woraus durch Vergleichung 


(m + n, n) = (m, n) 


also allgemein 
(VI) (m, n) = (m, n) wenn m = m (mod. n) 
folgt. Aus dem allgemeinen Transformations-Satze (V) ergiebt sich 


ferner 


22 | 1 ‚Hai 
log n = logn(®) + 3 log (— @i) + a t 


oder, da für =: 
(VI) (0, 1)=(m, 1)=0 
folgt, 
—1 1 x 
log 7 = — logn(®) + zlog(— wi); 
a; 2 


er . du m —1 
nähert sich nun hierin @ dem Werth -, , also —— „dem Werth —-, 





so ergiebt sich, wenn m ebenfalls von 0 verschieden ist, aus dem 
Annäherungs-Satze (II) 

lol) + it Ele 

ar 2 log m? = ei Bu FR; 

durch Vergleichung mit dem ursprünglichen Annäherungs-Satze (11) 
unter genauer Berücksichtigung der über die Logarithmen gemachten 
Festsetzungen ergiebt sich das Resultat 
(VON) 2m(m, n) — 2n—nm)=1+m’+n?’ + 3mn 
wo das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem mn 
positiv oder negativ ist. Dasselbe ist nur ein specieller Fall des 
folgenden, welches man erhält, wenn man in dem allgemeinen Trans- 


formations-Satze (V), die Variable & sich dem Werth — annähern 


lässt: Sind m, n und m’, m’, zwei Paare von relativen Primzahlen, so 
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wird, wenn N 

; n =nm — mn 
gesetzt und m’ durch die Congruenzen 

mm =m, nm’ =n (mod.n”) 
bestimmt wird, N 
2nn (m, mn’) — en n) + 2nn” (m, w) 
= m +n?+ nt 3nnn 

wo das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
nn n’ positiv oder negativ ist. Aber offenbar ist der Werth des Sym- 
bols (m, n) schon durch die Sätze (VI), (VII), (VIII) vollständig be- 
stimmt, und man findet denselben durch eine Art Kettenbruch-Ent- 
wicklung. 

Es ergiebt sich ausserdem, dass allgemein 

(—m,n)=— (m, n), (m, —n)=(m, n) 
ist; der erstere dieser beiden Sätze kann auch daraus abgeleitet wer- 
den, dass logn(— ®,) mit logn(®) conjugirt ist, wenn ®, die mit ® 
conjugirte complexe Grösse bedeutet. 

Man kann ferner ohne Verletzung dieser Sätze die Bedeutung des 
Symbols (m, n) auch auf den Fall » = (0 ausdehnen, woraus, da m 
stets relative Primzahl zu n sein soll, m—=-+ 1 folgt, und es er- 
giebt sich e 

a Fam 
Es ist endlich allgemein 
(m, n)= (m, n) wenn mm =1 (mod. n). 

Diese Zahlen (m, n), deren Theorie die Untersuchungen von Her- 
mite über die von ihm mit p(w»), »(w), 4(®) bezeichneten Functionen 
in sich schliesst (Sur la theorie des equations modulaires. 1859), be- 
sitzen die merkwürdigsten zahlentheoretischen Eigenschaften; aber es 
ist nicht leicht, einen allgemeinen Ausdruck für dieselben zu finden. 
Mit Hülfe der von Riemann in dem zweiten Fragmente angewandten 
Methode gelingt es aber einen solchen Ausdruck in Form einer end- 
lichen Summe aufzustellen. 

Bedeutet r einen positiven echten Bruch ‚ der sich der Einheit 
nähert, so kann man bei normaler Annäherung von ® an 

m j logr 


—= = 2 — 2 — m 
[r7] „ yı = 5,3 q rg, Y& 


1 2ri 


setzen, wo logr reellundd«a=1"=e” ist. Gleichzeitig wird 





| log n(o) = ee -- Dig (1 —q’)= en ch Dog (1 — r’ a”) 
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wo die Logarithmen rechter Hand für r = 0 verschwinden, oder nach 
der Umformung von Jacobi (Fund. nova $. 39) 


mv 
1 


ori r& 


1 = 
08.1(0) — FT 
wo v wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen muss. Nähert 


sich nun r dem Werthe 1, so wird nach dem Annäherungs-Satze (II) 


To n® 


N 





»e (m, n)mi 
= ga a EN 
un 4 log Ar? r 6n ’ 
wo alle Logarithmen reell zu nehmen sind; durch den Uebergang zur 
conjugirten Grösse erhält man gleichzeitig 


1 vv —emy 92 




















94 
a Ar 6n? log — 
1 N m, n)TeV 
410g, 
4 4? 6n ° 
folglich wird fürr=1 
1 Pl ad ee Bi Be 5 (m, n)mi 
„—_ ra"? ar 3n 
oder 
x Av (m, n)mi 
lım —_— — 
2 
wo zur Abkürzung 7 
u 1 1 e 
Ge ra 


gesetzt ist. Es lässt sich nun beweisen, dass die Reihe 


a, 


— 
v 


wenn ihre Glieder nach wachsenden v geordnet werden, auch 
noch für r = 1 ceonvergirt und an dieser Stelle stetig ist, d. h. dass 


sie sich dem Grenzwerth 
a! 
v 
v x 
nähert, wo a! den aus a, für r = 1 hervorgehenden Coefficienten be- 


deutet. Durch Vereinigung von je zwei Gliedern a,, welche den IR: 

dices v— sn + 0 und v = (s + 1)n — 6 entsprechen, wo 0<0%- 5 

ergiebt sich nemlich leicht, dass der Modul der Summe 
,»=4+9%+:+@ 


für alle Werthe von r einschliesslich r = 1 unterhalb einer von r und 
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v unabhängigen, endlichen Constanten bleibt, woraus die obige Be- 
hauptung nach einem Satze folgt, den ich durch Verallgemeinerung 
der Abel’schen Prineipien gefunden habe (Dirichlet, Vorlesungen 
iiber Zahlentheorie, 2. Aufl, $. 143. Anm.). Es ist daher 


(m, n) wi a, 
FIR v’ 
und die Summe rechter Hand lässt sich nach der von Riemann an- 
gewandten, von Dirichlet herrührenden ‘Methode (BRecherches sur 
diverses applications ete. $. 1 in Crelle’s Journal Bd. 19) in Form 
einer endlichen Summe bestimmen, weil 
ii == in 
und (wenn »n positiv vorausgesetzt wird) 


a +a+.. +a—0 


ist. Durch Anwendung der Gleichung 


1 
1 Si 
ft arrds 
v 
0 


ergiebt sich auf diese Weise 


1 
mnzi _ (‘_f@) da 
3n 7 £ EL ge” x ? 

0 
wo 
v 
f(@) = > a) x” 
1, 


gesetzt ist. Durch Auflösung in Partialbrüche und Ausführung der 
Integration folgt 


(m, aM Et > f(o"t) log (di zes amt), 
wo t ein vollständiges Restsystem (mod. n) mit Ausschluss von ?=- 0 


durchläuft, und der imaginäre Theil der Logarithmen zwischen + ei 


also 


zu nehmen ist, wenn der Deutlichkeit halber der von x um eine ganze 
Zahl abstehende, zwischen + n liegende Werth nicht mit (x), sondern 


mit ((2)) bezeichnet wird. Durch Anwendung der Transformation 


1 iX 
ee > Be. 
Bene, .i 
I, 


0,n— 
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erhält man den auch für v—=n ne Ausdruck 


= = Doom en amre 


und hieraus RE leicht 


Ha ern: > mer = [— t] en [£] = — 2 ((E na +)) 
wenn allgemein mit [£] der in der Reihe o6=0,1,2...(n — 1) be- 
findliche Rest der Zahl { nach dem Modul n bezeichnet wird. Man 
erhält daher, wenn, wie oben vorausgesetzt wurde, n positiv ist, 


2 Zin-1-a (W-H)- (2) (C-) 


wo t ein vollständiges Restsystem (mod. n) zu durchlaufen hat. Dieser 
Ausdruck für (m, n) in Form einer endlichen Summe lässt sich noch 
umformen und bedeutend vereinfachen, was aber hier unterbleiben soll. 
Es sollen hier nur noch zum Schluss die Formeln zusammengestellt 
werden, die sich aus dem Hauptsatze II. und dem Formelsystem I. für 


. . m . . 
die Annäherung von » an den Werth = ergeben, woraus die Riemann’- 


schen Resultate folgen müssen. In demselben ist zur Abkürzung ge- 
setzt 

mi 1 no — m 1 s 
A= b=-]log + Tlogm. 


24n(no — m) ’ 2 ni 


Es folgt dann: 
0=logn(o) +2A+B 


Br 
DO=lognl2o) + ee 








„12 (m, n) — m\ 


(2m, n)- . 

wenn n = 1 (mod. 2) 
m) 9 

wenn n=0 ,„ 
2(m, 2n) — . 


O=logn(20) +4A+B & 


2ja 


126 
Ö=logn(2) + A+B + | 
\ wenn m=1 ,„ 
0—logn(2) +44+B— 5 1082 + 13 12(9 2 sl 
wenn m=0 ,„ 
0 logn(® )+ A+B +5, „l2m+n, 20) mn! 
wenn m +n==1 (mod. 2) 
0—logn("t°)+44+B— 5 1082 + 15, 2, n) "7 
wenn m +n==0 (mod. 2) 
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und hieraus: 
I. wenn m=n=1 (mod. 2) 


2 (2m, n) + (m, 2n) +2(° 


logk = 12 A — 2log2 + 4 


a ; "n)=6(m, n) 

ale Er (2m, n)| 
12 a — (m, en)! 
„en, n) — 2( Ar )) 





Me 
: 3n 
logk = 12 A — 2log2 +5 
2K 
leg —— — 124—2B+21log2 +35 
II. wenn m=0, n=1 (mod. 2) 


2(2m,n) + 3 n) + (m + n, 2n) = 6(m, n) 


logk = e = 3 Ion + n, 2n) — 2(2m, n)| 
le = — 12A+ 2log2 1 Im+ n, 2n) — 2(5, ")| 
log — — 2B +3 [m m) — m +, 2n)) 
III. wenn m=1,n=0 (mod. 2) | 
4(m, “a + (m, 2n) + (m + n, 2n) = 6(m, n) 
logk = — 12A+2lg2 + —, ei = Im + n, 2n) — 4(m, N 
logk’ — + = Im + n, 2n) — (m, 2n)| 


log 7— — 2B > Im, n)— (m+n, 2n)) 
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. AXVII. 


Fragment aus der Analysis Situs. 


Zwei Einstrecke werden derselben oder verschiedenen Gruppen zu- 
gerechnet, je nachdem das eine stetig in das andere übergehen kann 
oder nicht. 

Je zwei Einstrecke, welche durch dasselbe Punktepaar begrenzt 
werden, bilden zusammen ein zusammenhängendes unbegrenztes Ein- 
streck und zwar kann dies die ganze Begrenzung eines Zweistrecks 
bilden oder nicht, je nachdem sie derselben oder verschiedenen Gruppen 
_ angehören. 

Ein inneres, zusammenhängendes, unbegrenztes Einstreck kann, 
einmal genommen, entweder zur ganzen Begrenzung eines innern Zwei- 
strecks ausreichen oder nicht. 

Es seien a,, @&, .., dm m innere zusammenhängende unbegrenzte 
n-Strecke, welche, einmal genommen, weder einzeln noch in Verbin- 
dung ein inneres n + 1-Streck vollständig begrenzen können, und 
bi, by, .., dm m ebenso beschaffene n-Strecke, deren jedes mit einem 
oder einigen der « zusammengenommen ein inneres n + 1-Streck voll- 
ständig begrenzen kann, so kann jedes innere zusammenhängende 
n-Streck, welches mit den a die ganze Begrenzung eines inneren n + I- 
Strecks bilden kann, dies auch mit den b und umgekehrt. 

Bildet irgend ein unbegrenztes inneres n-Streck mit den a zu- 
-sammengenommen die ganze Begrenzung eines inneren n —+ 1-Strecks, 
so können in Folge der Voraussetzungen die « nach und nach elimi- 
nirt und durch die b ersetzt werden. 

Ein n-Streck A heisst in ein anderes B veränderlich, wenn durch 
A und durch Stücke von B ein inneres n + 1-Streck vollständig be- 

grenzt werden kann. 

Wenn im Innern einer stetig ausgedehnten Mannigfaltigkeit mit 
Hülfe von m festen, für sich nicht begrenzenden, »-Strecksstücken 
jedes unbegrenzte n-Streck begrenzend ist, so hat diese Mannigfältig- 
keit einen m + 1-fachen Zusammenhang nter Dimension. 
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Eine stetig ausgedehnte zusammenhängende Mannigfaltigkeit heisst 
einfach zusammenhängend, wenn der Zusammenhang jeder Dimension 
einfach ist. 


Ein Querschnitt einer begrenzten stetig ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit A heisst jede im Innern derselben verlaufende zusammen- 
hängende Mannigfaltigkeit B von weniger Dimensionen, deren Be- 
grenzung ganz in die Begrenzung von A fällt. 


Der Zusammenhang eines n-Strecks wird durch jeden einfach zu- 
sammenhängenden » — m-streckigen Querschnitt entweder in der mten 


Dimension um 1 erniedrigt oder in der m — 1ten Dimension um 1 
erhöht. 


Der Zusammenhang uter Dimension kann nur geändert werden, 
indem entweder unbegrenzte nicht begrenzende u-Strecke in ERROR 
oder begrenzende in nicht begrenzende verwandelt werden, ersteres in 
sofern zur Begrenzung eines u-Strecks, letzteres in ah zur Be- 
grenzung eines u 4 1-Strecks neue Theile hinzukommen. 


Abhängigkeit des Zusammenhangs der Begrenzung 5 einer stetig 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit A von dem Zusammenhang derselben. 


Die unbegrenzten innerhalb B nicht begrenzenden Vielstrecke 
zerfallen in solche, welche innerhalb A nicht begrenzen, und solche, 
welche innerhalb A begrenzen. Untersuchen wir zunächst, wie der 
Zusammenhang von B durch einen einfach masnmenhängenden Quer- 
schnitt von A geändert wird. 

A sei von der »ten, der Querschnitt q von der mten Dimension, 
a eine Hülle eines Parıichet von q von der a — 1 — mten Dimension, 
welche q nicht schneidet, p die Begrenzung von q. 

Der Zusammenhang von A wird in der n — 1 — mten Dimension 
um 1 vermehrt, wenn a innerhalb A’ nicht begrenzt, in der n — mten 
Dimension um 1 vermindert, wenn a innerhalb A’ begrenzt 


A—A= Sie 8 ) wenn «a innerhalb A’ nicht begrenzt («) 


aa (= ) wenn «a innerhalb A’ begrenzt (ß) 


*) Es finden sich im Manuseript hier noch einige Zeichen, deren Bedeutung 
und Zusammenhang ich nicht entziffern konnte. 
RiEMANN’s gesammelte mathematische Werke, I. Ä 29 
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3 yar Aenderun 
I. « innerhalb A’ nicht begrenzend eg E B 
a innerhalb B’ nicht begrenzend % 3 ss a ) 


folglich p innerhalb B begrenzend. et 2! 2 
II. @ innerhalb A’ begrenzend 

a innerhalb B’ nicht begrenzend ( * ) R u 

folglich p innerhalb B begrenzend. ER 7 a 


We 


Zwei Vielstreckstheile (Raumtheile) heissen zusammenhängend oder 
einem Stück gehörig, wenn sich von einem inneren Punkt des einen 
durch das Innere des Vielstrecks (Raumes) eine Linie nach einem 
inneren Punkt des andern ziehen lässt. 


III. « innerhalb A’ begrenzend 
a innerhalb B’ begrenzend 
folglich pinnerhalb Bnichtbegrenzend. 


Lehrsätze aus der Theoria Situs. 


(1.) Ein Vielstreck von weniger als » — 1 Dimensionen kann nicht 
Theile eines n-Strecks von einander scheiden. Ein,zusammenhängendes 
n-Streck hat entweder die Eigenschaft, durch jeden n — 1-streckigen 
Querschnitt in Stücke zu zerfallen oder nieht. Den Inbegriff der er- 
steren bezeichnen wir durch a. 

Wird ein unter a gehöriges n-Streck durch einen n — 2-streckigen 
Querschnitt in ein anderes verwandelt, so ist dies zusammenhängend 
und gehört entweder zu a oder nicht. 

Diejenigen n-Strecke a, welche durch jeden n — 2-streckigen 
Querschnitt unter die Nicht-a versetzt werden, bezeichnen wir durch «,. 

(2) Wird ein Vielstreck A durch einen u-streckigen Querschnitt 
in ein anderes A’ verwandelt, so bildet jeder Querschnitt von mehr 
als + 1 Dimensionen von A einen Querschnitt von A’ und um- 
gekehrt. 

Wird eins der n-Strecke a, durch einen n — 3-streckigen Quer- 
schnitt in ein anderes verwandelt, so gehört dies zu den a (2), kann 
aber entweder zu den a, gehören oder nicht. 

Diejenigen unter den a,, welche durch jeden » — 3-streckigen 
Querschnitt unter die Nicht-a, versetzt werden, bezeichnen wir durch «,. 

Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man zuletzt eine Kate- 
gorie A, von n-Strecken, welche diejenigen der a, umfasst, die 
durch jeden einstreckigen (linearen) Querschnitt unter die Nicht-a,.— 3 
versetzt werden. Diese n-Strecke a„—s nennen wir einfach zusammen- 


nur 
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hängend. Die n-Strecke a, sind also einfach ne laseid, in 
sofern von Querschnitten von n — w—- 2 oder weniger Dimensionen 
abgesehen wird und sollen bis zur n — u — 2ten Dimension einfach 
zusammenhängend genannt werden. *) 

Ein »-Streck, welches nicht bis zur n — lten Dimension einfach 
zusammenhängend ist, kann durch einen » — 1-streckigen Querschnitt 
zerlegt werden, ohne in Stücke zu zerfallen. Das entstandene n- 
Streck kann, wenn es nicht bis zur n — 1ten Dimension einfach zu- 
onanhängend ist, durch einen ähnlichen Querschnitt weiter zerlegt 
werden, und oflenhar lässt sich dies Verfahren fortsetzen, so lange 
man uch zu einem bis zur n — lten Dimension einfach zusammen- 
hängenden gelangt ist. Die Anzahl der Querschnitte, durch welche 
eine solche Zerlegung des n-Strecks in ein bis zur ersten Dimension 
einfach zusammenhängendes bewerkstelligt wird, kann zwar nach der 
Wahl derselben verschieden ausfallen, offenbar aber muss sie für eine 
Gattung von Zerlegungen am kleinsten werden. 


*) In Uebereinstimmung mit dem Folgenden sollten wohl die n- Strecke m 
als zusammenhängend bis zur n — u — 1ten Dimension bezeichnet sein. 
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XIX. 
Convergenz der p-fach unendlichen Theta-Reihe.*) 


Es kann die Untersuchung der Convergenz einer unendlichen Reihe 
mit positiven Gliedern immer reducirt werden auf die Untersuchung 
eines bestimmten Integrals nach folgendem Satz: 

Es sei 


4 +%t%Ht 


eine Reihe mit positiven abnehmenden Gliedern, ferner f(x) eine mit 


. wachsendem x abnehmende Function, so ist: 
: a-+l1l 


f(a) > J a)dz > fla +1) 


und mithin: 


n+1 
f0) + fa) ++ fo) > 4 fa)dae> FD +) + + fan +. 
Die Reihe £ &i 
fo) HF) +F@) +: 


eonvergirt und divergirt daher oleichzeitig mit dem Integral 


/ . (@) da. 


Ist nun /(n) positiv und a, <f{n), so wird die Reihe: 
.+% +%+' 
ebenfalls convergiren, sobald jenes Integral convergirt. Daraus folgt 


der Satz: 
Ist au < f(x), sobald n > x ist, so convergirt die Reihe Za„, s0- 


bald das Integral 3. f(«)dx convergirt. 
0 


*) Diese und die folgende Abhandlung sind einer Vorlesung entnommen, 
welche Riemann in den Jahren 1861 u. 1862 gehalten hat. Der Bearbeitung liegt 
ein von G. Roch geführtes Heft zu Grunde. 
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Setzt man nun = go(y), f(x) = f(p(y)) = F(y), so erhält man 
F Fa)da = JE KALK 


Wenn nun die beiden Variablen x, y gleichzeitig ab- und zuneh- 
men (und zwar bis unendlich) so wird nach den gemachten Voraus- 
setzungen mit wachsendem y F(y) abnehmen, g(y) wachsen. Darnach 
gehen die oben gefundenen Bedingungen der Convergenz in folgende 
über: 

Die Reihe &a, convergirt, wenn für » > p(y) a„ < F(y), oder, was 
dasselbe ist, wenn für > F(y) n<g(y) ist und das Integral 


J Fo) y(y)dy 


convergirt. 


Ist nun „> F(y), so sind es auch a,, @, .., &—ı. Ist also 
A,„+1ı<F(y), so ist n die Anzahl der Reihenglieder, welche grösser 
als F(y) sind. Daher lässt sich der Satz auch so ausdrücken: + 

Sind F(y), 9(y) zwei Functionen, von denen die erste mit wachsen- 
dem y abnimmt, die zweite (ins Unendliche) zunimmt, und ist die An- 
zahl der Glieder einer Reihe mit positiven Gliedern, die gleich oder 
grösser als F(y) sind, kleiner als g(ı „5 so EN die Reihe, wenn 


das Integral F F(y) p'(y) dy convergirt. 


b 


Es sollen nun solche Functionen für die p-fach unendliche $-Reihe 


Ro \p 2, 3 a, mm + 23 mı vı 

>). 

(2): 

aufgesucht werden, in der wir, ohne die Allgemeinheit zu beeinträch- 

tigen, zunächst voraussetzen können die Grössen @,,, und v, seien reell. 
Das allgemeine Glied dieser Reihe: 


P.P v 
a = dr, ce Mı Mr En y Zi MıVdı 
e 
ist grösser als e=”" wenn 


— S S} u. mm —2 > mu <®iW. 


_ Für unsern Zweck kommt es also at an, festzustellen, wie viele 


Combinationen der ganzen Zahlen m,, m,, .., m, dieser, Ungleichung 
genügen. 
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Zu dem Ende betrachten wir zunächst das mehrfache bestimmte 


Integral 
a (Je fdnda, .. 0% 


dessen Begrenzung gegeben ist durch die Ungleichung 


e p 1 
FR >: >! 0,00 <1: 
1 1 


Das Integral wird immer, und nur dann einen endlichen Werth haben, 
wenn die homogene Function zweiten Grades 


SS} 
re b v a, y X Lv 
13 
in eine Summe von p positiven Quadraten zerlegt werden kann. Denn ist 


= Dana -ubtRt +6 x 


so ist die Begrenzung des Integrals bestimmt durch die Ungleichung 
Atat++i<l 
und das Integral A wird: 


ox, Om; | O&p 
a= ll SOEn er zu )dtdt...diy. 


Die Funetionaldeterminante ist eine endliche Constante und von den 
Variablen kann keine absolut grösser als 1 werden. 

Wären andrerseits die {? nicht alle positiv, oder würden einige 
in der transformirten Form fehlen, so würden im Integral A auch un- 
endliche Werthe von 2 vorkommen und somit A selbst unendlich werden. 

Dieses Ergebniss wird in Nichts geändert, wenn wir statt der oben 
angenommenen Begrenzung des Integrals A die folgende nehmen: 


wat > > a, Cr — 2 > 0:0, 9 
ı Ü D 


wenn die «&, beliebige reelle Grössen sind. Betrachten wir nun die 


Ungleichung 
Mi 2 2 a, MM — 2:5 vm<Ä, 


m 
oder, indem wir — = 2, setzen, 


FE > > A,,v Kı Kr Br a 7 BR 


so folgt zunächst, dass für jedes endliche » nur eine endliche Anzahl 
von Combinationen der ganzen Zahlen m,, my, . ., m, dieser Ungleichung 
genügen, denn die «, müssen alle innerhalb gewisser endlicher Grenzen 
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bleiben, und innerhalb solcher Grenzen giebt es nur eine endliche An- 
zahl rationaler Zahlen mit gegebenem Nenner h. 
Es sei also 3, die Anzahl der zulässigen Combinationen der 
Zahlen m. 
Betrachtet man nun die über alle diese Combinationen erstreckte 
Summe 
mr ur 


2 far ae fe a, 


- ., Mp = 





so ist dieselbe für jedes endliche % endlich und nähert sich mit un- 
endlich wachsendem h der Grenze A, von der wir nachgewiesen haben, 
: dass sie gleichfalls endlich ist, falls die Function — 23a, ©. durch 


p positive Quadrate darstellbar ist. Setzt man diese Summe daher 
gleich A + k, so ist k eine endliche Grösse, die mit unendlich wachsen- 
dem h gegen 0 convergirt. Es ist also 

3: —=(A+k)h, 
und dies ist die Anzahl » der Glieder der Theta-Reihe, welche > ee" 


sind. Es ist sonach 
n<(A+ K) hr, 

worin K eine Constante ist, der man, wenn man nur das », von dem 
man ausgeht, gross genug annimmt, einen beliebig kleinen Werth er- 
theilen kann. Die Funetionen F(y), p(y) können also folgendermassen 
angenommen werden ; 

Ey)=er, pW)=(A+K)W 
und da das Integral 


era + K)pyr—"dy 
b 


convergirt, so gilt das gleiche von der $-Reihe unter der angegebenen 
Voraussetzung. Hieraus schliesst man: Die p-fach unendliche Theta- 
Reihe convergirt für alle Werthe der Variablen v,, v,,.., 
falls der reelle Theil der quadratischen Form im Exponenten 
wesentlich negativ ist. 





AXX, 
Zur Theorie der Abel’schen Functionen für‘ den Fall p = 3. 


Es sei (e&,, &, -., €,) ein Grössensystem, welches die Eigenschaft 
hat, dass 
He, 9, .,%)=0 
ist. Nach Art. 23. der Abhandlung über die Theorie der Abel’schen 
Funetionen (S. 127) lässt sich unter dieser Voraussetzung die Con- 
gruenz befriedigen 


2 py—1 2p — 2 2p— 2 
Fan > = ANFIL rt 
fe, (5, .. 3 brand ( er, ey «>) mn... * N an, ...y Bay: 53 an) 
1 1 » p 


durch gewisse Punkte n,, 93; --; N2»— 2; Welche durch eine Gleichung 
p = (0 verknüpft sind. Sind daher «„ und «,„ die Werthe, welche die 
Integrale erster Gattung «,. für zwei unbestimmte Werthsysteme s, 2 
und s,, 2, annehmen, so verschwindet die Function 

Hu — W— Gy: yp— Up — 6%) 
als Function von s, 2 betrachtet für (s, 2) = (s,, 2) und in den p— 1 
Punkten ,, 99 --; 9» — ı, als Function von s,, 2, betrachtet für (s,, 2,) = (8,2) 
und in den Punkten n,, .., n2»— 2. Ist also (fi, fs, -,fy) ein Grössen- 
system von denselben Eigenschaften wie (£,, @, .., @%) so wird die 
Function 
(1) u m —a,.-.) du, — W, +; :») ; 

u —u—h;..) du —uwHth::.) 
die sowohl in Bezug auf s, 2 als in Bezug auf s,, z, rational ist, in je 
einem durch eine Gleichung = 0 verknüpften Punktsystem unendlich 
gross und unendlich klein von der ersten Ordnung werden, und wird 
daher darstellbar sein in der Form 


p » 
e | C, pP, (8, 2) > C, 9, ($1 3 2) 
I 


(2) 


7 q 
> | b, pP, (8, 2) : | b, pP, ($1 2,) 
1 1 


worin die Coefficienten D, ce von s, z und s,, 2, unabhängig sind. 











’ 
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Wenn nun die Grössensysteme e, f die Eigenschaft haben, dass 
(3) (&, ey +7 el & ER SE , — 6) 
(fh, ER . ee has ER fa» rd) 
ist, so fallen die Punkte, in denen die Fonstion a oder (2) Null resp. 
adlich wird, paarweise zusammen und wir erhalten eine Function, 
welche nur in p— 1 Punkten unendlich gross und unendlich klein 
von der zweiten Ordnung wird. Hiernach ist die Function 





p p 
z 6- p,(8, 2) z C, pP, (Sı ; 2,) 





Fä p 
= b, p, ($, 2) zb, p, (S} ’ 2,) 


wie die Fläche 7’ verzweigt und nimmt beim Ueberschreiten der Quer- 
schnitte Factoren an, welche = + 1 sind. Die auf diese Weise be- 


stimmten Functionen 
» 
= CvPr($; 2) 


welche in p — 1 Punkten unendlich klein in der ersten Ordnung wer- 
den, heissen Abel’sche Funetionen. Sie entstehen aus den Functionen 
p durch paarweises Zusammenfallen der O-Punkte und Wurzelziehen. 
Die Anzahl dieser Functionen ist im Allgemeinen eine endliche. 

Es verlangt nemlich die Congruenz (3), dass die Grössensystem® 
e, f von der Form seien 


‚ni 
(1 +3 tt tn en ag that + 460,) 


worin die &, € ganze Zahlen bedeuten, welche auf ihre kleinsten Reste 
(modulo 2) redueirt werden können. Die Bedingung 9 (&,,&% ..,%) = 0 
wird durch ein solches Grössensystem im Allgemeinen nur erfüllt wenn 
(4) statt + on (mod. 2) 

ist. Solche Zahlensysteme &, 8 existiren aber 2?—1(2>? — 1), und so 
gross ist daher auch im Allgemeinen die Zahl der Abel’schen Functionen. 


x 
Der Zahlencomplex 
Sr &yy er er) 
‘ ’ ’ 
&1, 82, +3 & 


heisst die Charakteristik der Function 


V lass 
(V}er69) 


und wird mit 
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bezeichnet. Man nennt die Charakteristik ungerade, wenn die Congruenz 
(4) erfüllt ist, sonst gerade. Die Anzahl der geraden Charakteristiken 


beträgt 2?=1(2? +4 1) und diesen entsprechen im Allgemeinen keine: 


Abel’schen Functionen. i 
Unter der Summe zweier Charakteristiken versteht man die Cha- 
rakteristik, welche durch Addition entsprechender Elemente entsteht, 
wonach die Elemente immer auf O0 oder 1 redueirt werden können. 
Summe und Differenz zweier Charakteristiken sind daher identisch. 


Es soll nun zunächst die Gleichung F(s, 2) = 0 durch Einführung 
neuer Variablen in eine symmetrische Form gebracht werden. Ist 
p>3, so existiren mindestens drei von einander linear unabhängige 
Functionen p, und man kann daher die Gleichung F(s,2) = (0 um- 
formen durch Einführung der Variablen 


1 P3 
Ag | 
(falls zwischen diesen keine identische Gleichung besteht, was im All- 
gemeinen nicht der Fall ist). | 
(renügen die Funetionen @,, 9, 9, nicht besonderen Bedingungen, 
so gehören zu jedem Werth von & 2p — 2 Werthe von n und um- 


gekehrt, da jede der beiden Functionen 


9ı — 595, P— NP 
für ein constantes &, resp. n in 2p — 2 Punkten verschwindet. Die 
resultirende Gleichung F(&,n)=0 ist also in Bezug auf jede der 
Variablen vom Grade 2p— 2. Da ausserdem dieser Grad erhalten 
bleiben muss, wenn für &, n irgend eine lineare Substitution gemacht 
wird, so kann in dieser Gleichung kein Glied in Bezug auf 8, n zu- 
sammengenommen die (2p — 2)te Dimension übersteigen. Die übrigen 
Funetionen @ werden, durch &, n ausgedrückt, in Functionen über- 
gehen, in denen kein Glied die (2p — Ö)te Dimension überschreiten 


kann, wie man daraus erkennt dass f ar dn endlich bleiben muss 
. 0 
für unendliche‘ Werthe von & und n. 

Die Anzahl der Constanten, die in einer solchen Function (2p —5)ten 
Grades vorkommen, ist = (p— 2) (2p — 3). Bestimmt man r von 
ihnen so, dass die Funetionen @ für die r Werthepaare (y, ö) wo 
or or 
08’ on e 
stanten übrig bleiben, da es p linear unabhängige Integrale erster 
Gattung giebt. Es ist demnach 


zugleich verschwinden, ebenfalls O werden, so müssen p Con- 
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BZ )-nH+r 


r=2(p — 1)» — 3). 
Zu ss Ergebniss gelangt man auf folgendem Wege: Die 


und folglich: 


Function © - wird in (2p — 2) (2p — 5) Punkten unendlich klein von 


der ersten Ordnung, und diese Zahl ist = w + 2r, wenn w die An- 
zahl der einfachen Verzweigungspunkte ist. Andrerseits ist (Theorie 
der Abel’schen Functionen Art. 7.) 


w=2hn+tpr—]), n=2»p—2 
w=2(3p — 3) 
mithin: 
ED 129 2) Wen 210 1973). 


Werden nun sämmtliche Functionen p durch &, n ausgedrückt, so 


. müssen die beiden Gleichungen: 


I=d; n- 


8 


identisch werden, also: 


9 59; M—NP- 
Es muss mithin eine Function , geben, die in Bezug auf &, n nur 
von der (2p — 6)ten Dimension ist. - Diese Function p wird also für 
(2p — 2) (2p — 6) = 2r der Gleichung F'= 0 genügende Werthepaare 
von &, n verschwinden und wird demnach nur in den r Punktpaaren 
(y, 6) gleich Null werden können. 


Endlich geht durch Einführung der neuen Farben =, 


g= > und Multiplication mit 2??? die Gleichung Pu 0 in eine 
homogene Gleichung vom Grade 2p — 2 für die drei Veränderlichen 
%, Y, &# über: 

. 2 — 2 


F(z, Y, 2)=0. 


Für den Fall p = 3 ist die Gleichung F(&, n) = 0 oder F(x, y, 2) = 0 
vom vierten Grad; es ist r—= 0 und die Function @, redueirt sich auf 
eine Constante. Keine der Funetionen p kann den ersten Grad über- 
steigen und der allgemeine Ausdruck dieser Functionen ist 
y—cstente, 

oder, wo es nur auf die Verhältnisse solcher Functionen ankommt, 
g=catcey+ez, 

worin €, c', €” Constanten sind. Jede Function p wird in vier Punkten 
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unendlich klein von der ersten Ordnung und es giebt 28 solcher 
Functionen, deren Nullpunkte paarweise zusammenfallen. Die Quadrat- 
wurzeln aus diesen sind die Abel’schen Funetionen und wir haben zu 
untersuchen, wie sich die Charakteristiken diesen 28 Functionen zu- 
ordnen. 

Führen wir als Variable x, y, 2 drei solche Functionen ein, 
welche zweimal unendlich klein in der zweiten Ordnung werden, so 


dass Vz, Yy, Vz Abel’sche Functionen sind, so hat die daraus hervor- 
gehende Gleichung F(z, y, 2) = 0 die Eigenschaft, in ein vollständiges 
Quadrat überzugehen, wenn x oder y oder 2== (0 gesetzt werden. Es 
sei daher 
für=0: F=(y— a2) (y— az) 
füry=0 : F=(z — Br)’ (2 — Pr) 
frz=0: F=(2 — yy)’ (ce — Yy). 
Sind nun a, b, c die Coeffiecienten von «, y*, # in F(x, y, 2), so ist: 
aa—=+tyE, B-+YS, vr —-+ = 
b € b 
und folglich: 
(5) au By — 1. 
Kennt man daher die Grössen «, «', ß, ß, y, y, so kann man alle Glie- 
der der Function F(x, y, 2) bilden, welche nicht das Product = yz 
enthalten, und 7’ enthält ausserdem nur noch ein Glied «yzt, worin t 
eine lineare homogene Function von x, y, 2 ist. 
Wenn nun in der Gleichung (5) das obere Zeichen ‚gilt, so kann 


man den ersteren Theil von F' immer darstellen als das Quadrat einer 
homogenen Function zweiten Grades von ®, %, 2. Denn setzen wir 


f= 4,10 + as,2y? + Q3,32° + 2ay,3y2 + 2a3,12% + 241,20Y, 


so ergeben sich zur Bestimmung der Coefficienten «a;,, die Gleichungen: 


’ Q3,3 ‚ a9,3 
ca = — & a — 2 — 
a9,2’ AN a2,2? 

a1, ‚ a3,1 

3 d == —_ = — Sn ae 
Br=u, B+B a, 
r_ 92 a Dan 
Em NER a 


welche immer befriedigt werden können, wenn a«dßßyy =1 ist. 
Unter dieser Voraussetzung geht also F= 0 über in 


(6) P—eıyet=0. 

Setzt man {= 0, so erhält man aus f? = 0 wieder zwei Paare einander 
gleicher Wurzeln und demnach ist auch Vt eine Abel’sche Function 
und zwar eine solche, dass Yxyzt eine rationale Function von x, y, 2 ist. 
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Sind daher (a) (b) (ec) (d) die Charakteristiken von Vz, Vy, Ve, Vt, 


so muss 


(«+5 ++) (900) 


()—=(a+b-+e) 


sein. Es muss also die Summe der Charakteristiken der drei Functionen 


oder 


Vx, Yy, Vz eine ungerade Charakteristik sein. 


Ist umgekehrt diese Voraussetzung erfüllt, und ist V t diejenige 
Abel’sche Function, die zu der Charakteristik (a + b + c) gehörte, so ist 


V&yzt eine Function, die beim Ueberschreiten der Querschnitte sich 
stetig ändert und mithin rational durch =, y, z darstellbar ist, diese 
Function kann aber den zweiten Grad nicht übersteigen, und daher 
ergiebt sich auch immer unter dieser Voraussetzung eine Gleichung 
von der Form (6). Diese Gleichung kann nicht identisch sein, wenn 
V=, Vy, Vz, Vt verschiedene Abel’sche Functionen sind. 

Da es 28 Abel’sche Funetionen giebt, so kann die Gleichung 
F=0 auf mehrere Arten in die Form (6) gebracht werden. Wir 
wollen zunächst untersuchen, ob das Paar Abel’scher Functionen 
Vz, Vt durch ein anderes Paar Vp, Vq ersetzt werden kann. 

Es möge also F=0 durch Einführung von x, y, p, q in die 
Form gebracht werden: 

”—aypg =, 
dann muss, wenn ein constanter Factor passend bestimmt wird, die 
identische Gleichung bestehen: 


f? — ayat = v’ — aypq 
FBF VW) = wylet — ng). 
Es muss demnach f — ı oder f+ Y% durch xy theilbar sein und 


kann sich, da beide vom zweiten Grade sind, nur um einen constanten 


oder: 


Factor davon unterscheiden. Sei demnach e 
(7) v—f=uny, 
ed +fN)=—:t+ng, 
woraus: 
vy=azxy + f; 


= 2af+ aday-+ 2t=pg. 


Die linke Seite dieser letzteren Gleichung muss also in zwei lineare 
Factoren zerfallen; denken wir uns diese Function entwickelt in der 
Form 


41,1% + 0,29? + 5,32? + 2a2,3y2 + 2a3,12% + 21,28%, 
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so sind die Coefficienten «a;,, Functionen zweiten Grades von «; da aber 


die Determinante 
> + dı,ı d2,2 43,3 


verschwinden muss, so erhält man eine Gleichung 6ten Grades für «, 
von der leicht einzusehen ist, dass sie die Wurzeln «a=0 und«a = 
hat, entsprechend den beiden Zerlegungen zt und xy. 

Es bleibt also eine Gleichung vierten Grades übrig, deren Wurzeln 
vier Functionenpaare p, q liefern, welche die verlangte Eigenschaft 
haben. 

Aus der zweiten Gleichung (8) Eu noch mit Hülfe von (6) 


pget= ER + 2efet + ®f?—=(2t-+ af), 
so dass man die gewünschte Form der Gleichung F= (0 auch durch 
die Functionen p, 9, 2, t herstellen kann. Gehen wir demnach von 


zwei beliebigen Abel’schen Funetionen Yx, Yy aus, so erhalten wir 
6 Paare solcher Functionen: 


V:y, Vet, VpıQ, VP2%, VP5%, VPıG 


welche die Eigenschaft haben, dass durch je zwei derselben die Glei- 
chung F=0 auf die Form gebracht wird: 

Pr — eye). 
Diese 6 Functionen müssen beim Ueberschreiten der Querschnitte die- 
selben Factoren annehmen, da sonst nicht das Product von zweien 
derselben rational sein kannte Solche 6 Producte von ‚je zwei Abel- 
schen Functionen nennen wir zu einer Gruppe gehörig. Da die 
Factorensysteme an den Querschnitten für Producte von Abel’schen 
Functionen durch die Summen der Charakteristiken bestimmt sind, so 
folgt, dass die Charakteristiken aller Paare einer Gruppe dieselbe 
Summe ergeben müssen, welche die Gruppencharakteristik heisst. 

Aus den a und (6) ergiebt sich noch 


2f= — axy—=2Yay Vet, 
pq = any + 2aYayYet-+ et 
oder: 
(9) Vrq = Vet + ayYay, 


woraus man den Schluss zieht, dass jedes Product einer Gruppe linear 
dureh zwei Producte derselben Gruppe ausgedrückt werden kann. 
Ordnet man sämmtliche 28 Abel’sche Functionen zu Paaren, so 


erhält man u — 6.63 Paare, welche zu 6 und 6 in 63 Gruppen 


- woraus: 
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zerfallen. Jede der von Mo) verschiedenen 63 Charakteristiken kann 


"Gruppencharakteristik sein. 


Um die Charakteristiken der 6 Paare einer Gruppe zu erhalten, 
hat man daher die betreffende Gruppencharakteristik auf 6 Arten in 
zwei ungerade Charakteristiken zu zerlegen. Als Beispiel hierfür diene 


die Gruppe mit der Gruppencharakteristik (000): 


001 101 100 011 010 141 (110 
(oo bar a6) 7 (res) ” Karo) * ) ” Ks a 180) 
+ 110 011 010 101 100 
ge (018) + m aa & 10) a8 (; ) ar 0 En (110): 

Wenn drei Paare A bel’scher Functionen bekannt sind, so erhält 
man die übrigen Paare derselben Gruppe durch Auflösung einer eubi- 
schen Gleichung, und man kann mit ihrer Hülfe sämmtliche übrigen 
Abel’schen Functionen mit ihren Charakteristiken bestimmen. 

Um dies durchzuführen, nehmen wir an, es seien Yx&, Yyn, Ve& 
drei Paare einer Gruppe, so dass &, n, & als lineare homogene Functionen 
von z, %, 2 gegeben sind. 

Durch passende Bestimmung constanter Factoren kann die Glei- 
chung (9) in der Form angenommen werden: 


(10) V»8+Vyn+Ve=0, 


woraus sich ergiebt: 


2g=a5 + yn + 2Yaxbyn 


oder 

(11) 4rbyn= (28 — a6 — yn)”, 
so dass 

(12) f=23—a8—yn 
wird. 


Um alle in die Gruppe Yx&, Yyn gehörigen Paare zu finden hat 
man nach dem Obigen eine biquadratische Gleichung zu lösen, von 


der aber eine Wurzel, dem Paare Yz& entsprechend, bereits bekannt ist. 
Die Rechnung wird daher symmetrischer, wenn man zunächst die Paare 


der Gruppe Yxn, in welche auch das Paar Yy& gehört, aufsucht. 


Ist Ypqg ein weiteres unbekanntes Paar dieser Gruppe, so hat man 
neben der Gleichung (11) eine mit ihr identische: 


(13) 4yöpg = y%, 


wenn (nach 8) 
p=f+2ıy8, 


worin A eine noch unbekannte Constante bedeutet. Hieraus erhält man 
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mittelst (11) und (12) 
= aaytlat tm ec + Hay), 


und demnach ist (von dem Factor A abgesehen) 
pa=at+ m — et + ayE 
- (+ 7)@e +) 26; 


für ce+Ay=0 und 2=(0 muss eine der beiden Functionen 9, q, 
etwa p verschwinden, woraus, wenn u einen weiteren unbekannten 
Üoeffiecienten bedeutet, folgt: 


(14) p=z+iy A u2, 


und hieraus weiter, da p und 2 I identisch sind, 
(15) +14. — ar, 
also mit Hülfe von (13): 

an tarytaue+ ++, 
oder indem man Aa, ua durch b, ce ersetzt: 
(16) aa+yte+strte— 


wonach man, da es auf einen constanten Factor bei p und q nicht 
ankommt, erhält: 


peatyta——- (+24), 
a-i+l+e-—(at+by+ 2) 


Da es vier Paare p, q giebt, so müssen sich vier Systeme a, b, © 
bestimmen lassen. 

Um hierzu zu gelangen berücksichtige man, dass zwischen den 
6 Functionen x, y, 2, &, n, & drei homogene lineare Gleichungen be- 
stehen, die wir dirch u=0, W= 0, u —= 0 bezeichnen. Wir leiten 
hieraus mit den unbestimmten Dsckieianten l,, I, I, eine lineare Com- 
bination her: 

I + bt + an + By re ds+ in + fen 
worin «, ß, y, «, ß, y lineare homogene Ausdrücke in 1, %, I, sind. 
Diese Relation wird die Form (16) haben, wenn die Bedingungen er- 
füllt sind: 

2er 
woraus man vier Werthsysteme für die Verhältnisse 1, :1,:1, erhält. 


N 
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Man gelangt am elegantesten zum Ziel, wenn man sich die 


Functionen &, n, & durch drei Gleichungen von der Form gegeben 
denkt: 
c+ yt et+&+n+t=0, 


(17) + Bytre+ +4 +0, 
du+ßytrzt ++. 


Dass die Coefficienten in den ersten dieser Gleichungen die Werthe 1 
haben, kann man durch Hinzufügung constanter Factoren zu x, Y, 2 
£, n, & bewirken, wobei zugleich die Gleichung (10) ihre Form nicht 
ändert. 

Aus den Gleichungen (17) muss als identische Folge eine vierte 
von der gleichen Form sich ergeben: “ 


(18) th ytr tg tptn—0 


Um also «, 8”, y’ zu erhalten, hat man die Coefficienten A, A’, A” 
aus folgenden Gleichungen zu bestimmen: 


„ [73 AR | A“ - 
ia =ie-tice-+]1T, ee a 
(19) Re a7 ne 
„ [73 A 
yerytytı, Ses+trl. 


Durch Multiplication zweier entsprechender von N Gleichungen 
ergiebt sich 


trete) tet tt), 
(20) ee )+aB+z) ++) +, 
+++) Het) Hr) 


1 
Eliminirt man aus je zweien derselben A”, so ergeben sich für —, 


1 
EEE & 
die folgenden beiden linearen Gleichungen: 


a 


& & 
1 1 1 ‚ 1 ’ 1 
ee er) 
e [3 y 
+(+% 3), 
woraus A, A eindeutig berechnet werden können. 
RıEMAnN’s gesammelte mathematische Werke. I. 30 
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Aus einer der Gleichungen (20) erhält man A” abgesehen vom ' 


Vorzeichen und aus (19) endlich «”, #”, y’ ebenfalls bis auf das allen 
gemeinschaftliche Vorzeichen, welches der Natur der Sache nach un- 


bestimmt bleibt. *) 
Hat man auf diese Weise @”, ß”,y’, so erhält man in der Gruppe 


Van, Vy: die folgenden vier Paare Abel’scher Functionen: 
Ve+y+2, VE+n+: 
Ver+Bytrs, Vaotztre 
Veatßytre, VEthtr: 
VeatRyhrE Votp tr 

Auf die gleiche Weise ergeben sich in der Gruppe Vxt, Vz& die 

Paare: RER WE KRETA 
Ve+y+3 VEHYIER 
Verf Butrz, VEtß+s 
VeatBytre, Votßıtz 
Very tr Votßy+s 

und in der Gruppe Vyt, Vzn die Paare: 























Ve+y+2 Veta+3, * 
VertBytrs, Vartz+ 
£ 


ers Voss: 
ERS Ve’x I ßy+y , Ve. + ge” 4 m. 


*) Setzt man zur Abkürzung: 








FR E = 
a Be | 1 „| n 
,8,71= (a, B, Y), a a mE 
[ (2 ’ 1 he 
Et nr P, Y 








so kann man «”, ß”, y” aus den Gleichungen 
Sr unnler ehlh) 
aaa .PPP = («,ß,Yy) Hz . oe BNP 
ser tele Dilor)lan) 
ala gr id? . hr Be: 


und den analogen Gleichungen bestimmen. 

















a. 
ve 
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so dass ausser den gegebenen 6 Abel’schen Funetionen 16 weitere 
bestimmt sind. Um die Charakteristiken derselben zu erhalten hat 
man nur zu beachten, dass die drei hier betrachteten Gruppen vier 

Abel’sche Funetionen gemeinschaftlich enthalten. Bildet man also die 
entsprechenden Gruppen der Charakteristiken, so müssen diese vier 
Charakteristiken gemeinschaftlich haben und diese hat man den 
Functionen a 
Ve+y+2, Ver+ByH+ re, Vet ßy+Yz, Ve'z+ B'y+r"2 
in einer beliebigen Weise zuzuordnen. Die Charakteristiken der übrigen 
Abel’schen Functionen sind dadurch vollständig bestimmt, weil sie 
mit diesen in den drei Gruppen in derselben Weise gepaart auftreten 


müssen, wie die entsprechenden Abel’schen Functionen. Diese Cha- 
rakteristiken lassen sich in folgender Weise symmetrisch darstellen. 


Es seien die Charakteristiken der Gruppen Yy&, Vz£, Van resp. 
mit (p), (9), (r) bezeichnet, ferner mit (d), (e), (f), (9) die Charakteri- 


stiken der vier Functionen 
Vet y+2, Ver + ßy+ pe, Veat ßyHt Y2, Vea+ By + Yy% 


und mit (n + p) die von Ye. 
drücke für die Charakteristiken: 


YV)=a+n, (VN-o+0) V)=-a+tn 
V9d=hn+a+tn,Yı))=h+r+n, V)-(an+r+dQ 


(Ve+y-+ 2) = (d), 
(Vex+Bßy-+yz) = (e), 


VYex+By+Y)=(N, 
(Ve’c+Pß’y+Y”2) = (9), 














Hiernach erhält man folgende Aus- 


Vetn+9) -bH+d), 
(Ve+i+)=-@+9), 
(Ver+ +8) -w+n 
(Vertt +3) 049, 

















21) 


(vE+y+9  =(H+td, VE+n+2 —=(r+d), 





(Vi +Br+%) = (g9+ e), 
(VE+Rr ts) -a+N), 
(V&+Br+2)-u+9) 


Nehmen wir beispielsweise an: 








Viritn)=et0 
vr ty) =CHN, 
(VE+R+r2)=0+9). 
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101 ir} 101 
v)-() M=-lin) Wa=(io) 
100 110 - 100 
vO=-(100)’ v- (100); vd (110) 
was statthaft ist, weil hiernach Vx$, VYyn, V:t in dieselbe Gruppe 


re gehören, so folgt: 


0-01) ala) 9 (00) Who) 


Die vollständigen Gruppen (p), (g) sind: 


IELTE R)=Gno)Hliso)- lu) ta) 
(0) en land len) 
2) 19) +) - = 
- 9) +. )-kun)tlin kn) ge 


woraus man erhält: 


a-(), 8-6) Dt) Deu): 


und die Charakteristiken der in (21) zusammengestellten Functionen 
sind, in der gleichen Reihenfolge geschrieben: 


"0% 111 101 
100/°:-1400/°-At18,- R 
100 110 100 
1007°:. 1100 2° \r20/° 


( 10 001 011 001 
071 PaX801J:XK00 1 JE A017 
110 101 111 101 
011J? 6817 7.-\001J> N0EE}: 
#31 100 110 100 
111 101 i017°3X311 


010 001 011 001 
111 OL 7! -NI0II NE 
Es gilt nun von drei Abel’schen Functionen einer Gruppe, von 
denen keine zwei einem Paare angehören; der Satz, dass die Summe 
ihrer Charakteristiken immer eine gerade Charakteristik ist; denn be- 
trachten wir z. B. die drei Funetionen Vz, Vy, V: und drücken &, n, & 
linear durch x, y, 2 aus, so kann die Gleichung (10) in der Form an- 


genommen werden: 





Ps 
< 
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Volas Fby Fer) + Vy@at byte) + Ve@a ty He) = 0. 
Setzen wir hierin der Reihe nach = 0, y=0,z2= 0, so erhalten wir 
für die Producte der Wurzeln der quadratischen Gleichungen, die sich 
für das Verhältniss der beiden andern Variablen ergeben, die Werthe: 


27 c” a b’ 
TE 
deren Product =— 1 ist. Dies aber ist nach $S. 460, 461 das Kriterium 


dafür, dass die Summe der Charakteristiken der Functionen Vz, Vy,; V: 
eine gerade Charakteristik sei. 

Gestützt auf diesen Satz kann man beweisen, dass die 16 Abel’- 
schen Funetionen, die wir oben bestimmt haben, verschieden sind von 
den 12 in der Gruppe Vx& vorkommenden Functionen. Denn ist Vpq 


ein in die Gruppe Vx& gehöriges Paar, so sind die Charakteristikon 


(Vz) + (vd) + (Vp), (vn) + wm) + Wo), Vd+WO+WVP) 


ungerade und es kann nach dem soeben bewiesenen Satze Yp in keiner 
der drei Gruppen 


Y)=Vıd), VEÄ)-WVed), Ve)= Wen) 


vorkommen. 

Die 16 oben bestimmten Functionen liefern daher alle Abel’schen 
Functionen, die nicht in der Gruppe Vx& enthalten sind, und wenn wir 
die noch fehlenden 6 Functionen dieser Gruppe aufsuchen, so sind 
damit sämmtliche 28 Abel’sche Functionen bestimmt. 

Um diese zu erhalten setzen wir 


tmatyt2, u-i+nt2, 
und gehen aus von der Gleichung: 
(22) Vu = Ven * Vs ’ 
welche sich leicht aus (10) und (17) ergiebt. Wir setzen die Functionen 


1,2,9,u,n, 5 
an Stelle von 

X, Y; 2) & N; & 
in der vorigen Betrachtung, und erhalten zunächst zwischen diesen 
Variablen die Gleichung: 


(23) t— 2a — y-utn+$=0, 
neben weleher noch drei andere bestehen müssen von der Form 
(24) abe tceytautln+c.$=0 


mit der Bedingung 
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An Stelle der Gruppen (p+qg + nr), (P), (q) (r) treten jetzt die fol- 


enden: 
: (Va) = (Yan) = (Vo) = 0), 
25) (Vet) = Vn)=-VE)=w+taHtn, 
(VE) = (Yuy) -=(+d+ta+n, 
(Vtn) = (Vux) =(n+d+p+n). 


In der ersten dieser Gruppen, in (r), kommen folgende Paare von 
Charakteristiken vor: 
Nea+)+atr+n=-a+N+h+tr+g 

=VFEF-AHLHFI-NHELN=-NHLr tg), 
und aus der Gleichung (23) erhalten wir folgende Abel’sche Functionen: 
V=a-y=ys, VitHntt=y=E 
Veu=ats=VsFyHt, Voarnyyatntt 
deren Charakteristiken sind: 
(tr), (n+p+g), (a+d), (p+A), 
die sich in folgender Weise in die drei letzten Gruppen (25) vertheilen: 
Pratr)=(ntr)+(n+p+g), 
nt+dtatr)=(n+r)+(g4+d), 
n+d+p+r)=(n+r)+p+a). 
Die Charakteristiken der noch nicht bestimmten A bel’schen Functionen 
müssen nun, wie oben bewiesen, in der Gruppe (p+g + r) enthalten 
sein. Bezeichnen wir daher diese Charakteristiken mit (k,), (kı), (kr), 
(%,), (k2), (k2), so muss sich ergeben: 


Ptetrn)=(khth)=(h + %)= (ki +) 

und diese Charakteristiken kommen nicht in der Gruppe (r) vor. 

Die Vergleichung der Gruppen (25) mit den Gruppen (p+4-+ r), 
(p), (9), (r) lehrt nun aber, dass in denselben sämmiliche ungerade 
Charakteristiken überhaupt vorkommen müssen, und ferner dass die 
drei noch übrigen Paare der Gruppen P+a+r, n+d+g-+n), 
(n+d+p-+r) je eine Charakteristik gemein haben müssen. 

Nun kommt die Charakteristik (9 + e) weder in der Gruppe (r) 
noch in (»+g-+r) vor, und daraus folgt, dass man (k,) so aus- 
wählen kann, dass entweder 


(h+gte=(n+d+g+n 
(k+a+e)=(n+dtpHtn. 
Aus ersterer Annahme würde folgen: 
k)=(n+r+tdte) 
Dies aber ist nicht möglich, denn wir haben in der Gruppe (p) 
die Paare: 


oder 


k 
| 
| 
3 
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(nr), (n+r +») 
(d), (d+P) 
(e), (e+P) 
und daher ist nach dem oben (S. 468, 469) bewiesenen Satz 
(ntr+d+e) 
gerade. Demnach ergiebt sich 
(k)=(n+dtetptatn), 


,=(n+d-+e). 

Ebenso schliesst man: 
(k)=(n+d+f+r+taıtrn, k)=-(n+d+f), 
M)=lntdtgtrtıtr, K)-int+drtg) 

und es enthält die Gruppe n + d+p-+r) die Paare: 

(k),(a+eo; (A),latfN; (M),(a +9), 
woraus für die Gruppe n-+d-+qg-+-r) die Paare folgen: 
(k),@+9 (K),@+N: (k)(P+9) 
Nach den Resultaten der früheren Betrachtung ergeben sich aus 
einer Gleichung von der Form (24) die vier Abel’schen Functionen: 


Vat+ba+cey =V—-(du+bn+ eb), 
YVautba+ey=yV—(at+bn+ ec), 
Vat+bn+ey—=V-(dutbe+cH, 
YattbateE=V- (duflimtey), 
deren Charakteristiken resp. sind: 
(kı), (Ra), Pte), (@-+ e) 
und unsere Aufgabe ist daher gelöst, wenn es gelungen ist, die Coef- 


ficienten a, b, c, @, b’, € zu bestimmen. 
Nun ist er de Fanetion- deren Charakteristik (p + e) ist, oben 


bereits bestimmt; sie ist: 
KEN y 
Ve F ß r Y 
und wenn wir 


= an+4+2=—(E +By+ re) 
setzen, so können wir u Coefficienten 40,0 0, 6 dadurch be- 
stimmen, dass wir v in folgender sbichen Borm re 
v=at+hn ze y= —adu— br — ck. 
Dies erreichen wir auf folgende Weise: mittelst 


u-5+1+0=- —.—-y-1 


und hieraus: 























eliminiren wir aus den beiden Ausdrücken von v die Variablen 2 und 


&, wodurch sich ergiebt: 
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»+%=2la- 2) ae 
+ yu= 82 —y) + 9m — By. 


Indem man hieraus n und y eliminirt, folgt: 
ee Au ie Keae. i 











und auf die gleiche Weise: 
a ESTER 
el y zu P Ya=y 
woraus sich ergiebt: 





RT Aa e=% 

a & y?’ ER ETT 72 
Pi—ay) , 18 —y 

b= wen Di De 

’ en RE ee. 

5 yon BEITR 


Hiernach lassen sich die beiden Abel’schen Functionen 
Vat+bo+ey, Yaut+ba+t cy 

bilden. Ersetzt man darin # und « durch ihre Ausdrücke in &, Y, 2, 

£, n, &, so ergeben sich nach Unterdrückung constanter Factoren für 

die Function, die zur Charakteristik (%,) gehört, die beiden Ausdrücke: 














Ee Y z ET BEL n 2 
Vrtratre Vestwstra 
und für die zur Charakteristik (k,) gehörige Function: 


5 N 5 ® Yy; 5 

Va =) T Fa ya) Tyan’ Ye we tra 
Die zu den Charakteristiken (A), (ka); (ki), (k2) gehörigen Functionen 
ergeben sich hieraus sofort dadurch, dass man «, ß, y durch «’, ß', y 
resp. @”, ß’, y' ersetzt, womit sämmtliche Abel’sche Functionen nebst 
ihren Charakteristiken bestimmt sind. Die Charakteristiken (k,), (Ay), 
(kı), (ka), (ki), (A%) würden sich bei dem oben gewählten Beispiel 
folgendermaassen gestalten: 


“= (110), @=(0i0), @- (dio) 
= (110), 9-10), @=(d1o)' 


. v 2 „ ’ 
Da nun, wie oben gezeigt, «”, #’, y’ durch a, ß, y, «’, ß, y' aus- 
gedrückt werden können, so sind hiernach sämmtliche Abel’sche 























Functionen mit ällen ihren algebraischen Beziehungen ausgedrückt durch . 


3p—3=6 Constanten, welche man als die Moduln der Classe 
für den Fall p—=35 ansehen kann. 
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Fragmente philosophischen Inhalts. 


Die philosophischen Speculationen, deren Ergebnisse, so weit sie 
sich aus dem Nachlass zusammenstellen lassen, hier mitgetheilt sind, 
haben Riemann einen grossen Theil seines Lebens hindurch begleitet. 
Ueber die Zeit der Entstehung der einzelnen Bruchstücke lässt sich 
schwer etwas Sicheres feststellen. Die vorhandenen Entwürfe sind 
weit entfernt von einer zusammenhängenden, zur Publication bereiten 
Ausarbeitung, wenn auch manche Stellen darauf deuten, dass Riemann 
zu gewissen Zeiten eine solche beabsichtigt hat; sie genügen allenfaNs 
um den Standpunkt Riemann’s zu den psychologischen und natur- 
philosophischen Fragen im Allgemeinen zu characterisiren, und den 
Gang anzudeuten, den seine Untersuchungen genommen haben, leider 
aber fehlt fast jede Ausführung ins Einzelne. Welchen Werth Rie- 
mann selbst diesen Arbeiten beigelegt hat, ergiebt sich aus folgender 
Notiz: 

„Die Arbeiten, welche mich jetzt vorzüglich beschäftigen, sind 

1. In ähnlicher Weise wie dies bereits bei den algebraischen 
Funetionen, den Exponential- oder Kreisfunctionen, den elliptischen 
und Abel’schen Functionen mit so grossem Erfolge geschehen ist, das 
Imaginäre in die Theorie anderer transcendenter Functionen einzuführen; 
ich habe dazu in meiner Inauguraldissertation die nothwendigsten all- 
gemeinen Vorarbeiten geliefert. (Vgl. diese Dissertation Art. 20.) 

2. In Verbindung damit stehen neue Methoden zur Integration 
partieller Differentialgleichungen, welche ich bereits auf mehrere phy- 
sikalische Gegenstände mit Erfolg angewandt habe. 

3. Meine Hauptarbeit betrifft eine neue Auffassung der bekannten 
Naturgesetze — Ausdruck derselben mittelst anderer Grundbegriffe — 
wodurch die Benutzung der experimentellen Data über die Wechsel- 
wirkung zwischen Wärme, Licht, Magnetismus und Electrieität zur 
Erforschung ihres Zusammenhangs möglich wurde. Ich wurde dazu 
hauptsächlich durch das Studium der Werke Newton’s, Euler’s 
und — andrerseits — Herbart’s geführt. Was letzteren betrifft, so 
konnte ich mich den frühesten Untersuchungen Herbart’s, deren Re- 
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sultate in seinen Promotions- und Habilitationsthesen (vom 22. u. 29. 
October 1802) ausgesprochen sind, fast völlig anschliessen, musste aber 
von dem späteren ange seiner Speeulation in einem wesentlichen 
Punkte abweichen, wodurch eine Verschiedenheit in Bezug auf seine 
Naturphilosophie und diejenigen Sätze der Psychologie, welche deren 
Verbindung mit der Naturphilosophie betreffen, bedingt ist.“ 
Ferner an einer andern Stelle zu genauerer Bezeichnung des Stand- 
punktes: 
„Der Verfasser ist Herbartianer in Psychologie und Erkenntniss- 
theorie (Methodologie und Eidolologie), Herbart’s Naturphilosophie 
und den darauf bezüglichen metaphysischen Disciplinen (Ontologie und 
Synechologie) kann er meistens nicht sich anschliessen.“ 





Nec mea dona tibi studio disperta fideli 
Intellecta prius quam sint, contemta relinquas. 
Lucretius. 


I. Zur Psychologie und Metaphysik. 


Mit jedem einfachen Denkact tritt etwas Bleibendes, Substantielles 
in unsere Seele ein. Dieses Substantielle erscheint uns zwar als eine 
Einheit, scheint aber (in sofern es der Ausdruck eines räumlich und 
zeitlich ausgedehnten ist) eine innere Mannigfaltigkeit zu enthalten; ich 
nenne es daher „Geistesmasse“. — Alles Denken ist hiernach Bil- 
dung neuer Basen: 

Die in die Seele eintretenden Geistesmassen erscheinen. uns als 
Vorstellungen; ihr verschiedener innerer Zustand bedingt die verschie- 
dene Qualität derselben. 

Die sich bildenden Geistesmassen verschmelzen, verbinden oder 
complieiren sich in bestimmtem Grade, theils unter einander, theils 
‘mit älteren Geistesmassen. Die Art und Stärke dieser Verbindungen 
hängt von Bedingungen ab, die von Herbart nur zum Theil erkannt 
sind und die ich in der Folge ergänzen werde. Sie beruht haupt- 
säthlich auf der inneren Verwandtschaft der Geistesmassen. 

Die Seele ist eine compacte, aufs Engste und auf die mannig- 
faltigste Weise in sich verbundene Geistesmasse. Sie wächst beständig 
durch eintretende Geistesmassen, und hierauf beruht ihre eng 

Die einmal gebildeten len sind unvergänglich, ihre Ver- 
bindungen unauflöslich; nur die relative Stärke dieser Verbindungen 
ändert sich durch das Hinzukommen neuer Geistesmassen. 

Die Geistesmassen bedürfen zum „Fortbestehen keines materiellen 
Trägers und üben auf die Erscheinungswelt keine dauernde Wirkung 
aus. Sie stehen daher in keiner Beziehung zu irgend einem Theile 
der Materie und haben daher keinen Sitz im Raume, 

Dagegen bedarf alles Eintreten, Entstehen, alle Bildung ‘neuer 
Geistesmassen und alle Vereinigung derselben eines materiellen Trägers. 
Alles Denken geschieht daher an einem bestimmten Ort. 

(Nicht das Behalten unserer Erfahrung, nur das Denken strengt 
an, und der Kraftaufwand ist, soweit wir dies schätzen können, der 
geistigen T'hätigkeit proportional). 
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Jede eintretende Geistesmasse regt alle mit ihr verwandten Geistes- 


massen an und zwar desto stärker, je geringer die Verschiedenheit 


ihres inneren Zustandes (Qualität) ist. 

Diese Anregung beschränkt sich aber nicht bloss auf die ver- 
wandten Geistesmassen, sondern erstreckt sich mittelbar auch auf die 
mit ihnen zusammenhängenden (d. h. in früheren Denkprocessen mit 
ihnen verbundenen). Wenn also unter den verwandten Geistesmassen 
ein Theil unter sich zusammenhängt, so werden diese nicht blos un- 
mittelbar, sondern auch mittelbar angeregt und daher verhältnissmässig 
stärker als die übrigen. 

Die Wechselwirkung zweier gleichzeitig sich bildenden Geistes- 
massen wird bedingt durch einen materiellen Vorgang zwischen den 
Orten wo beide gebildet werden. Ebenso treten aus materiellen Ur- 
sachen alle sich bildenden Geistesmassen mit unmittelbar vorher ge- 
bildeten in unmittelbare Wechselwirkung; mittelbar aber werden alle 
mit diesen zusammenhängenden älteren Geistesmassen zur Wirksam- 
keit angeregt, und zwar desto schwächer, je entfernter sie mit ihnen 
und je weniger sie unter sich zusammenhängen. 

Die allgemeinste und einfachste Aeusserung der Wirksamkeit 
älterer Geistesmassen ist die Reproduction, welche darin besteht, dass 
die wirkende Geistesmasse eine ihr ähnliche zu erzeugen strebt. 

Die Bildung neuer Geistesmassen beruht auf der gemeinschaftlichen 
Wirkung theils älterer Geistesmassen, theils materieller Ursachen, und 
zwar hemmt oder begünstigt sich alles gemeinschaftlich Wirkende nach 
der inneren Ungleichartigkeit oder Gleichartigkeit der Geistesmassen, 
welche es zu erzeugen strebt. 


Die Form der sich bildenden Geistesmasse (oder die Qualität der 
ihre Bildung begleitenden Vorstellung) hängt ab von der relativen Be- 
wegungsform der Materie in welcher sie gebildet wird, so dass gleiche 
Bewegungsform der Materie eine gleiche Form der in ihr gebildeten 
Geistesmasse bedingt, und umgekehrt gleiche Form der Geistesmasse 
eine gleiche Bewegungsform der Materie, in welcher sie gebildet ist, 
voraussetzt. 

Simmtliche gleichzeitig (in unserem Cerebrospinalsystem) sich 
bildenden Geistesmassen verbinden sich in Folge eines physischen 
(chemisch-electrischen) Processes zwischen den Orten, wo sie sich bilden. 

Jede Geistesmasse strebt eine gleichgeformte Geistesmasse zu er- 
zeugen. Sie strebt also diejenige Bewegungsform der Materie herzu- 
stellen, bei welcher sie gebildet ist. 


wre ne N erin Ar n Be 
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Die Annahme einer Seele als eines einheitlichen Trügers des Blei- 
benden, welches in den einzelnen Acten des Seelenlebens erzeugt wird 
(der Vorstellungen), stützt sich 

1. auf den engen Zusammenhang und die gegenseitige Durch- 
dringung aller Vorstellungen. - Um aber die Verbindung einer bestimm- - 
ten neuen Vorstellung mit anderen zu erklären, ist die Annahme eines 
einheitlichen Trägers allein nicht ausreichend; vielmehr muss die 
Ursache, wesshalb sie gerade diese bestimmten Verbindungen in dieser 
bestimmten Stärke eingeht, in den Vorstellungen, mit welchen sie sich 
verbindet, gesucht werden. Neben diesen Ursachen aber ist die An- 
nahme eines einheitlichen Trägers aller Vorstellungen überflüssig . 


Wenden wir nun diese Gesetze geistiger Vorgänge, auf welche die 
Erklärung unserer eigenen inneren Wahrnehmung führt, zur Erklärung 
der auf der Erde wahrgenommenen Zweckmässigkeit, d. h. zur Er- 
klärung des Daseins und der geschichtlichen Entwicklung an. 

Zur Erklärung unseres Seelenlebens mussten wir annehmen, dass 
die in unseren Nervenprocessen erzeugten Geistesmassen als Theile 


unserer Seele fortdauern, dass ihr innerer Zusammenhang ungeändert 


fortbesteht, und sie nur in sofern einer Veränderung unterworfen sind, 
als sie mit anderen Geistesmassen in Verbindung treten. 

Eine unmittelbare Consequenz dieser Erklärungsprineipien ist es, 
dass die Seelen der organischen Wesen, d.h. die während ihres Lebens 
entstandenen compacten Geistesmassen, auch nach dem Tode fortbestehen. 
(Ihr isolirtes Fortbestehen genügt nicht). Um aber die planmässige 
Entwicklung der organischen Natur, bei welcher offenbar die früher 
gesammelten Erfahrungen den späteren Schöpfungen zur Grundlage 
dienten, zu erklären, müssen wir annehmen, dass diese Geistesmassen 
in eine grössere compacte Geistesmasse, die Erdseele, eintreten und 
dort nach denselben Gesetzen einem höheren Seelenleben dienen, wie 
die in unseren Nervenprocessen erzeugten Geistesmassen unserem eigenen 
Seelenleben. 

Wie also z. B. bei dem Sehen einer rothen Fläche die in einer 
Menge einzelner Primitivfasern erzeugten Geistesmassen zu einer ein- 
zigen compacten Geistesmasse sich verbinden, welche gleichzeitig in 
unserem Denken auftritt, so werden auch die in den verschiedenen 
Individuen eines Pflanzengeschlechts erzeugten Geistesmassen, welche 
aus einer klimatisch wenig verschiedenen Gegend der Erdoberfläche in 
die Erdseele eintreten, zu einem Gesammteindruck sich verbinden. 
Wie die. verschiedenen Sinneswahrnehmungen von demselben Gegen- 
stande sich in unserer Seele zu einem Bilde desselben vereinigen, so 
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werden sämmtliche Pflanzen eines Theils der Erdoberfläche der Erd- 
seele ein bis ins Feinste ausgearbeitetes Bild von dem klimatischen 
und chemischen Zustande desselben geben” * Auf diese Weise erklärt 
sich, wie aus dem früheren Leben der Erde sich der Plan zu späteren 
Schöpfungen entwickelt. . 

Aber nach unseren Erklärungsprineipien bedarf zwar das Fort- 
bestehen vorhandener Geistesmassen keines materiellen Trägers, aber 
alle Verbindung derselben, wenigstens alle Verbindung verschieden- 
artiger Geistesmassen kann nur mittelst neuer in einem gemeinschaft- 
lichen Nervenprocesse erzeugter Geistesmassen geschehen. 


Aus Gründen, die später entwickelt werden sollen, können wir 
das Substrat einer geistigen Thätigkeit nur in der ponderablen Materie 
suchen. 

Nun ist es eine Thatsache, dass die starre Erdrinde und alles 
Ponderable über ibr nicht einem gemeinschaftlichen geistigen Processe 
dient, sondern die Bewegungen dieser ponderablen Massen aus andern 
Ursachen erklärt werden müssen. 


Hiernach bleibt nur die Annahme übrig, dass die ponderablen 
Massen innerhalb der erstarrten Erdrinde Träger des Seelenlebens der 
Erde sind. 

Sind diese dazu geeignet? Welches sind die äusseren Bedingungen 
für die Möglichkeit des Lebensprocesses? Die allgemeinen Erfahrungen 
“über die unserer Beobachtung zugänglichen Lebensprocesse müssen 
dabei die Grundlage bilden; aber nur in soweit es uns gelingt, sie zu 
erklären, können wir daraus Schlüsse ziehen, welche auch auf andere 
Erscheinungskreise anwendbar sind. 

Die allgemeinen Erfahrungen über die äusseren Bedingungen des 
Lebensprocesses in dem uns zugänglichen Erscheinungskreise sind: 

1. Je höher und vollständiger entwickelt der Lebensprocess, desto 
mehr bedürfen die Träger desselben des Schutzes gegen äussere Be- 
wegungsursachen, welche die relative Lage der Theile zu verändern 
streben. 

2. Die uns bekannten physikalischen Processe (Stoffwechsel), welche 
dem Denkprocesse als Mittel dienen: 

a) Absorption von elastischen durch liquide Flüssigkeiten. 

b) Endosmose. 

c) Bildung und Zersetzung von chemischen Verbindungen. 

d) galvanische Ströme. 

3, Die Stoffe in den Organismen haben keine erkennbare kry- 
stallinische Structur, sie sind theils fest (sehr wenig spröde) theils 
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gelatinös, theils liquide oder elastische Flüssigkeiten, immer aber porös, 
d. h. von elastischen Flüssigkeiten merklich durchdringbar. 

4. Unter allen chemischen Elementen sind nur die vier sogenannten 
organischen allgemeine Träger des Lebensprocesses, und von diesen 
sind wieder ganz bestimmte Verbindungen, die sogenannten organi- 
sirenden, Bestandtheile der organischen Körper (Proteinstoffe, Gellu- 
lose ete.) 

5. Die organischen Verbindungen bestehen nur bis zu einer be- 
stimmten oberen Temperaturgrenze, und, nur bis zu einer bestimmten 
unteren können sie Träger des Lebensprocesses sein. 


ad. 1. Veränderungen in der relativen Lage der Theile werden in 
stufenweise geringerem Grade bewirkt durch mechanische Kräfte, durch 
Temperaturveränderungen, durch Lichtstrahlen; hiernach können wir 
die Thatsachen, deren allgemeiner Ausdruck unser Satz ist, folgender- 


maassen ordnen: . 


1. Die Fortpflanzbarkeit der niederen Organismen durch Theilung. 
Die bei den höheren Thierorganismen allmählich abnehmende Re- 
produetionsfähigkeit. 

2. Die Theile der Pflanze sind gegen Temperaturänderungen desto 
empfindlicher, je intensiver und je höher entwickelt der Lebensprocess 
in ihnen ist. In den höheren Thierorganismen herrscht, und zwar in 
den wichtigsten Theilen am vollkommensten, eine fast constante Wärme. 

3. Die Theile des Nervensystems, welche selbständiger Denk- 
thätigkeit dienen, sind gegen alle diese Einflüsse möglichst geschützt. 

Die zuerst aufgeführte Thatsache hat ihren Grund offenbar darin, 
dass die relative Lage der Theile desto eher von Vorgängen im Innern 
der Materie bestimmt werden kann, je weniger sie von äusseren Be- 
wegungsursachen bestimmt wird. Diese Unabhängigkeit von äusseren 
Bewegungsursachen findet aber innerhalb der Erdrinde in einem weit 
höheren Grade statt, als es sich durch organische Einrichtungen ausser- 
halb der Erdrinde irgend erreichen liess. 


Unter den folgenden Thatsachen, welche wir im Zusammenhang 
betrachten, sind die unter 4. und 5. zusammengestellten anscheinend 
unserer Annahme entgegen; in der That würden sie es sein, wenn 
diesen von uns wahrgenommenen Bedingungen für die Möglichkeit 
eines Lebensprocesses eine absolute Gültigkeit beizulegen wäre und 
nicht bloss eine relative für unsern Erfahrungskreis. Gegen ersteres 
aber sprechen folgende Gründe: 


1. Man müsste alsdann die ganze Natur, mit Ausnahme der Erd- 


oberfläche für todt halten, denn auf allen andern Himmelskörpern 
RıEemAnN’s gesammelte mathematische Werke, I, 31 
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herrschen Wärme- und Druckverhältnisse, unter welchen die organischen 
Verbindungen nicht bestehen können. 

2. ‚Es ist ungereimt, anzunehmen, dass auf der erstarrten Erdrinde 
Örganisches aus Unorganischem entstanden sei. Um das Entstehen der nie- 
dersten Organismen auf der Erdrinde zu erklären, muss man schon ein 
organisirendes Prineip, also einen Denkprocess unter Bedingungen anneh- 
men, unter welchen die organischen Verbindungen nicht bestehen konnten. 

Wir müssen daher annehmen, dass diese Bedingungen nur für den 
Lebensprocess unter den jetzigen Verhältnissen auf der Oberfläche der 
Erde gültig sind, und nur in soweit es uns gelingt, sie zu erklären, 
können wir daraus die Möglichkeit des Lebensprocesses unter anderen 
Verhältnissen beurtheilen. 

Weshalb also sind nur die vier organischen Elemente allgemeine 
Träger des Lebensprocesses? Der Grund kann nur in Eigenschaften 
gesucht werden, durch welche sich diese vier Elemente von allen 
übrigen unterscheiden. x 

1. Eine solche allgemeine Eigenschaft dieser vier Elemente findet 
sich nun darin, dass sie und ihre Verbindungen von allen Stoffen am 
schwersten und zum Theil bis jetzt gar nicht condensirt werden können. 

2. Eine andere gemeinsame Eigenschaft derselben ist die grosse 
Mannigfaltigkeit ihrer Verbindungen und deren leichte Zersetzbarkeit. 
Diese Eigenschaft könnte aber ebenso wohl Folge, als Grund ihrer 
Verwendung zu Lebensprocessen sein. 

Dass aber die erstere Eigenschaft, schwer condensirt werden zu 
können, diese vier Elemente vorzugsweise geeignet macht, Lebens- 
processen zu dienen, wird einigermassen schon unmittelbar aus den 
unter 2. und 3. zusammengestellten thatsächlichen Bedingungen des 
Lebensprocesses erklärlich, noch mehr aber wenn man die Erschei- 
nungen bei der Condensation der Gase zu liquiden Flüssigkeiten und 
festen Körpern auf Ursachen zurück zu führen sucht. ... 





Zend-Avesta in der That ein lebendig machendes Wort,*) neues 
Leben schaffend unserem Geiste im Wissen wie im Glauben; denn wie 
mancher Gedanke, welcher, einst zwar im Entwicklungsgang der Mensch- 
heit mächtig wirkend, nur durch Ueberlieferung in uns fortdauerte, 
ersteht jetzt auf einmal aus seinem Scheintode in reinerer Form zu 
neuem Leben, neues Leben enthüllend in der Natur. Denn wie un- 
ermesslich erweitert sich vor unserm Blick das Leben der Natur, wel- 
ches bisher nur auf der Oberfläche der Erde sich ihm kund that, wie 


*) Vgl. Fechner, Zend-Avesta, I, Vorrede S. V, 
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unaussprechlich erhabener erscheint es als bisher. Was wir als den 
Sitz sinn- und bewusstlos wirkender Kräfte betrachteten, das erscheint 
jetzt als die Werkstatt der höchsten geistigen Thätigkeit. In wunder- 
barer Weise erfüllt sich, was unser grosser Dichter als das Ziel, 
welches dem Geist des Forschers vorschwebte, in vorschauender Be- 
geisterung geschildert hat. 

Wie Feehner in seiner Nanna die Beseeltheit der Pflanzen dar- 
zuthun sucht, so ist der Ausgangspunkt seiner Betrachtungen im Zend- 
Avesta die Lehre von der Beseeltheit der Gestirne. Die Methode, 
deren er sich bedient, ist nicht die Abstraction allgemeiner Gesetze 
durch die Induction und die Anwendung und Prüfung derselben in der 
Naturerklärung, sondern die Analogie. Er vergleicht die Erde mit 
unserem eigenen Organismus, von welchem wir wissen, dass er be- 
seelt ist. Er sucht dabei nicht bloss einseitig die Aehnlichkeiten auf, 
sondern lässt auch ebenso sehr den Umähnlichkeiten ihr Recht ange- 
deihen, und kommt so zu dem Resultat, dass alle Aehnlichkeiten dar- 
auf hinweisen, dass die Erde ein beseeltes Wesen, alle Unähnlich- 
keiten aber darauf, dass sie ein weit höher stehendes beseeltes Wesen, 
als wir, sei. Die überzeugende Kraft dieser Darstellung liegt in ihrer 
allseitigen Durchführung im Einzelnen. Der Gesammteindruck des vor 
uns aufgerollten Bildes von dem Leben der Erde muss der Ansicht 
"Evidenz geben und- ersetzen, was den einzelnen Schlüssen an Strenge 
fehlt. Diese Evidenz beruht wesentlich auf der Anschaulichkeit des 
‚Bildes, auf seiner grösstmöglichen Ausführung ins Einzelne. Ich 
würde daher der Fechner’schen Ansicht zu schaden glauben, wenn 
ich hier den Gang, welchen er in seinem Werke nimmt, im Auszug 
darzulegen versuchte. Bei der folgenden Besprechung der Fechner’- 
schen Ansichten werde ich also von der Form, in welcher sie vor- 
getragen sind, absehen und nur das Substantielle derselben ins Auge 
fassen, und mich dabei auf die erstere Methode, die Abstraction all- 
gemeiner Gesetze durch Induction und ihre Bewährung in der Natur- 
erklärung stützen. 

Fragen wir zunächst: woraus schliessen wir die Beseeltheit eines 
Dinges (das Stattfinden eines fortdauernden einheitlichen Denkprocesses 
in ihm). Unserer eigenen Beseeltheit sind wir unmittelbar gewiss, bei 
Anderen (Menschen und Thieren) schliessen wir sie aus individuellen 
zweckmässigen Bewegungen. 

Ueberall, wo wir wohlgeordnete Zweckmässigkeit auf eine Ursache 
zurückführen, suchen wir diese Ursache in einem Denkprocesse; eine 
andere Erklärung haben wir nicht. Das Denken selbst aber kann ich 
wenigstens nur für einen Vorgang im Innern der ponderablen Materie 

31* 
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halten. Die Unmöglichkeit, das Denken aus räumlichen Bewegungen 
der Materie zu erklären, wird bei einer unbefangenen Zergliederung 
der inneren Wahrnehmung wohl Jedermann einleuchten; doch mag 
die abstracte Möglichkeit einer solchen Erklärung hier zugegeben 
werden. 


Dass auf der Erde Zweckmässigkeit wahrgenommen werde, wird 
niemand läugnen. Es fragt sich also, wohin haben wir den Denk- 
process, welcher die Ursache dieser Zweckmässigkeit ist, zu ver- 
legen. 

Es ist hier nur von bedingten (in begrenzten Zeiten und Räumen 
stattfindenden) Zwecken die Rede; unbedingte Zwecke finden ihre Er- 
klärung in einem ewigen (nicht in einem Denkprocess erzeugten) Wollen. 
Die einzige Zweckmässigkeit, deren Ursache wir wahrnehmen, ist die 
Zweckmässigkeit unserer eigenen Handlungen. Sie entspringt aus dem 
Wollen der Zwecke und dem Nachdenken über die Mittel. 


Finden wir nun einen aus ponderabler Materie bestehenden Kör- 
per, in welchem ein System von fortlaufenden Zweck- und Wirkungs- 
bezügen vollkommen zum Abschluss kommt, so können wir zur Er- 
klärung dieser Zweckmässigkeit einen fortwährenden einheitlichen Denk- 
process in demselben annehmen; und diese Hypothese wird die wahr- 
scheinlichste sein, wenn 1) die Zweckmässigkeiten nicht schon in 
Theilen des Körpers zum Abschluss kommen, und 2) kein Grund vor- 
handen ist, die Ursache derselben in einem grösseren Ganzen, welchem 
der Körper angehört, zu suchen. 5 . 

Wenden wir dies auf die in Menschen, Thieren und Pflanzen wahr- 
genommene Zweckmässigkeit an, so ergiebt sich, dass ein Theil dieser 
Zweckmässigkeiten aus einem Denkprocess im Innern dieser Körper zu 
erklären ist, ein anderer Theil, die Zweckmässigkeit des Organismus, 
aber aus einem Denkprocess in einem grösseren Ganzen. 


Die Gründe hierfür sind: 


1. Die Zweckmässigkeit der organischen Einrichtungen findet 
nieht in den einzelnen Organismen ihren Abschluss. Die Gründe für 
die Einrichtung des menschlichen Organismus sind offenbar in der Be- 
schaffenheit der ganzen Erdoberfläche, die organische Natur mit ein- 
gerechnet, zu suchen. 

2. Die organischen Bewegungen wiederholen sich unzählbar, theils 
in verschiedenen Individuen neben einander, theils in dem Leben eines 
Individuums oder eines Geschlechts nach einander. Für die Zweck- 
mässigkeit, welehe in ihnen für sich schon liegt, ist also nicht in je- 
dem Fall eine besondere, sondern eine gemeinsame Ursache anzunehmen, 


en a 
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3. Die organischen Einrichtungen erhalten theils (bei Menschen 
und Thieren) im Leben der einzelnen Individuen, theils (bei Pflanzen 
und Embryonen) im Leben der einzelnen Geschlechter keine Fortbildung. 
Die Ursache ihrer Zweckmässigkeit ist also nicht in einem gleich- 
zeitig fortlaufenden Denkprocess zu suchen. 


Nach Abzug dieser (organischen) Zweckmässigkeiten bleibt nun 
bei Menschen und Thieren anerkannter Maassen, bei Pflanzen nach 
Fechner’s Ansicht, noch ein abgeschlossenes System in einander greifen- 
der veränderlicher Zweck- und Wirkungsbezüge übrig; und diese Zweck- 
mässigkeit ist aus einem einheitlichen Denkprocesse in ihnen zu er- 
klären. 

Diese Folgerungen aus unseren Principien werden durch unsere 
innere Wahrnehmung bestätigt. 


Nach denselben Prineipien aber müssen wir die Ursache der in 
den Organismen wahrgenommenen Zweckmässigkeiten in einem ein- 
heitlichen Denkprocesse in der Erde suchen aus folgenden Gründen: 


a) Die Zweck- und Wirkungsbezüge in dem organischen Leben 
auf der Erde zerfallen nicht in einzelne Systeme, sondern es 
greift alles in einander. Sie können daher nicht aus meh- 
reren besonderen Denkprocessen in Theilen der Erde erklärt 
werden. ° . | 

b) Es ist, so weit unsere Erfahrung reicht, kein Grund vorhanden, 
die Ursachen dieser Zweckmässigkeiten in einem grösseren 
Ganzen zu suchen. Alle Organismen sind nur zum Leben auf 
der Erde bestimmt. Der Zustand der Erdrinde enthält daher 
sämmtliche (äussere) Gründe ihrer Einrichtung. 

c) Sie sind individuell. Nach allem was die Erfahrung darüber 
lehrt, müssen wir annehmen, dass sie sich auf andern Himmels- 
körpern nicht wiederholen. 


d) Sie bleiben nicht während des Lebens der Erde. Es treten 
vielmehr im Lauf desselben immer neue, vollkommenere Or- 
ganismen auf. Wir müssen also die Ursache in einem gleich- 
zeitig zu höheren Stufen fortschreitenden Denkprocesse suchen. 


Vom Standpunkt der exacten Naturwissenschaft, der Natur-Erklärung 
aus Ursachen ist also die Annahme einer Erdseele eine Hypothese zur 
Erklärung des Daseins und der geschichtlichen Entwicklung der organi- 
schen Welt. 


„Wenn der Leib der niederen Seele stirbt“ sagt Fechner, „nimmt 
die obere Seele sie aus ihrem Anschauungsleben in ihr Erinnerungsleben 
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auf.“ Die Seelen der gestorbenen Geschöpfe sollen also die Elemente 
bilden für das Seelenleben der Erde. 

Die verschiedenen Denkprocesse scheinen sich hauptsächlich zu 
unterscheiden durch ihren zeitlichen Rhythmus. Wenn die Pflanzen 
beseelt sind, so müssen Stunden und Tage für sie sein, was für uns 
Secunden sind; der entsprechende Zeitraum für die Erdseele, wenigstens 
für ihre Thätigkeit nach aussen, umfasst vielleicht viele Jahrtausende. 
Soweit die geschichtliche Erinnerung der Menschheit reicht, sind alle 
Bewegungen der unorganischen Erdrinde wohl noch aus mechanischen 
(resetzen zu erklären. 


Antinomien. 
Thesis. Antithesis. 
Endliches, Vorstellbares. Unendliches, Begriffssysteme die 
an der Grenze des Vorstellbaren 
liegen. 


I. 
Endliche Zeit- und Baumele- Stetiges. 
mente. 


1: 


Freiheit, d. h. nicht das Ver- Determinismus. 
mögen, absolut anzufangen, son- ; 
dern zwischen zwei oder mehreren : 
gegebenen Möglichkeiten zu ent- 
scheiden. 

Damit trotz völlig bestimmter Niemand kann beim Handeln 
Gesetze des Wirkens der Vor- die Ueberzeugung aufgeben, dass 
stellungen Entscheidungdurch Will- die Zukunft durch sein Handeln 
kür möglich sei muss man anneh- mitbestimmt wird. 
men, dass der psychische Mechanis- 
mus selbst die Eigenthümlichkeit 
hat oder wenigstens in seiner Ent- 
wicklung annimmt, die Nothwen- 
digkeit derselben herbeizuführen. 


III. 


Ein zeitlich wirkender Gott Ein zeitloser, persönlicher, all- 
(Weltregierung). wissender, allmächtiger, allgütiger 
Gott (Vorsehung). 


a ae ei 
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IF; 
Thesis. Antithesis. 
Unsterblichkeit. Ein unserer zeitlichen Erschei- 
nung zu Grunde liegendes Ding an 
sich mit transcendentaler Freiheit, 
radicalem Bösen, intelligiblem Cha- 
rakter ausgestattet. 
Freiheit ist sehr wohl verein- 
bar mit strenger Gesetzmässigkeit 
des Naturlaufs. Aber der Begriff 
eines zeitlosen Gottes ist daneben 
nicht haltbar. Es muss vielmehr 
die Beschränkung, welche Allmacht 
und Allwissenheit durch die Frei- 
heit der Geschöpfe in der oben 
festgestellten Bedeutung erleiden, 
aufgehoben werden durch die An- 
nahme eines zeitlich wirkenden 
Gottes, eines Lenkers der Herzen 
und Geschicke der Menschen, der 
Begriff der Vorsehung muss er- 
gänzt und zum Theil ersetzt wer- 
den durch den Begriff der Welt- 


regierung. 


Allgemeines Verhältniss der Begriffssysteme der Thesis und 
Antithesis. 


Die Methode, welche Newton zur Begründung der Infinitesimal- 
rechnung anwandte, und welche seit Anfang dieses Jahrhunderts von 
den besten Mathematikern als die einzige anerkannt worden ist, welche 
sichere Resultate liefert, ist die Grenzmethode. Die Methode besteht 
darin, dass man statt eines stetigen Uebergangs von einem Werth 
einer Grösse zu einem andern, von einem Orte zu einem andern, oder 
überhaupt von einer Bestimmungsweise eines Begriffs zu einer andern 
zunächst einen Uebergang durch eine endliche Anzahl von Zwischen- 
stufen betrachtet und dann die Anzahl dieser Zwischenstufen so wachsen 
lässt, dass die Abstände zweier aufeinanderfolgender Zwischenstufen 
sämmtlich ins Unendliche abnehmen. 


Die Begriffssysteme der Antithesis sind zwar durch negative Prä- 
dicate fest bestimmte Begriffe, aber nicht positiv vorstellbar. 
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Eben desshalb, weil ein genaues und vollständiges Vorstellen dieser 
Begriffssysteme unmöglich ist, sind sie der directen Untersuchung und 
Bearbeitung durch unser Nachdenken unzugänglich. Sie können aber 
als an der Grenze des Vorstellbaren liegend betrachtet werden, d. h. 
man kann ein innerhalb des Vorstellbaren liegendes Begriffssystem 
bilden, welches durch blosse Aenderung der Grössenverhältnisse in das 
gegebene Begriffssystem übergeht. Von den Grössenverhältnissen ab- 
gesehen bleibt das Begriffssystem bei dem Uebergang zur Grenze un- 
geändert. In dem Grenzfall selbst aber verlieren einige von den Cor- 
relativbegriffen des Systems ihre Vorstellbarkeit, und zwar solche, 
welche die Beziehung zwischen andern Begriffen vermitteln. 











ll. Erkenntnisstheoretisches. 


Versuch einer Lehre von den Grundbegriffen der Mathematik und 
Physik als Grundlage für die Naturerklärung. 


Naturwissenschaft ist der Versuch, die Natur durch genaue 
Begriffe aufzufassen. 

Nach den Begriffen, durch welche wir die Natur auffassen, werden 
nicht bloss in jedem Augenblick die Wahrnehmungen ergänzt, sondern 
auch künftige Wahrnehmungen als nothwendig, oder, insofern das 
Begriffssystem dazu nicht vollständig genug ist, als wahrscheinlich 
vorher bestimmt; es bestimmt sich nach ihnen, was „möglich“ ist (also 
auch was „nothwendig“ oder wessen Gegentheil unmöglich ist) und es 
kann der Grad der Möglichkeit (der „Wahrscheinlichkeit“) jedes ein- 
zelnen nach ihnen möglichen Ereignisses, wenn sie genau genug sind, 
mathematisch bestimmt werden. 

Tritt dasjenige ein, was nach diesen Begr..ca nothwendig oder 
wahrscheinlich ist, so werden sie dadurch bestätigt, und auf dieser 
Bestätigung durch die Erfahrung beruht das Zutrauen, welches wir 
ihnen schenken. Geschieht aber Etwas, was nach ihnen nicht erwartet 
wird, also nach ihnen unmöglich oder unwahrscheinlich ist, so ent- 
steht die Aufgabe, sie so zu ergänzen oder, wenn nöthig, umzuarbeiten, 
dass nach dem vervollständigten oder verbesserten Begriffssystem das 
"Wahrgenommene aufhört, unmöglich oder unwahrscheinlich zu sein. 
Die Ergänzung oder Verbesserung des Begriffssystems bildet die „Er- 
klärung“ der unerwarteten Wahrnehmung. Durch diesen Process wird 
unsere Auffassung der Natur allmählich immer vollständiger und rich- 
tiger, geht aber zugleich immer mehr hinter die Oberfläche der Er- 
scheinungen zurück. : 

Die Geschichte der erklärenden Naturwissenschaften, soweit wir 
sie rückwärts verfolgen können, zeigt, dass dieses in der That der 
Weg ist, auf welchem unsere Naturerkenntniss fortschreitet. Die Be- 
grifissysteme, welche ihnen jetzt zu Grunde liegen, sind durch all- 
mählige Umwandlung älterer Begriffssysteme entstanden, und die Gründe, 
welche zu neuen Erklärungsweisen trieben, lassen sich stets auf Wider- 
sprüche oder Unwahrscheinlichkeiten, die sich in den älteren Erklärungs- 
weisen herausstellten, zurückführen. 


un nen 
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Die Bildung neuer Begriffe, soweit sie der Beobachtung zugänglich 
ist, geschieht also durch jenen Process. 

Es ist nun von Herbart der Nachweis geliefert worden, dass 
auch die zur Weltauffassung dienenden Begriffe, deren Entstehung wir 
weder in der Geschichte, noch in unserer eigenen Entwicklung ver- 
folgen können, weil sie uns unvermerkt mit der Sprache überliefert 
werden, sämmtlich, in soweit sie mehr sind als blosse Formen der 
Verbindung der einfachen sinnlichen Vorstellungen, aus dieser Quelle 
abgeleitet werden können und daher nicht (wie nach Kant die Kate- 
gorien) aus einer besonderen aller Erfahrung voraufgehenden Be- 
schaffenheit der menschlichen Seele hergeleitet zu werden brauchen. 

Dieser Nachweis ihres Ursprungs in der Auffassung des durch die 
sinnliche Wahrnehmung Gegebenen ist für uns desshalb wichtig, weil 
nur dadurch ihre Bedeutung in einer für die Naturwissen- 
schaft genügenden Weise festgestellt werden kann.... 


Nachdem der Begriff für sich bestehender Dinge gebildet worden 
ist, entsteht nun beim Nachdenken über die Veränderung, welche dem 
Begriffe des für sich Bestehens widerspricht, die Aufgabe, diesen schon 
bewährten Begriff so weit als möglich aufrecht zu erhalten. Hieraus 
entspringen gleichzeitig der Begriff der stetigen Veränderung, und der 


Begriff der Causalität. 


Beobachtet wird nur ein Uebergang eines Dinges aus einem Zu- 
stand in einen anderen, oder, allgemeiner zu reden,, aus einer Be- 
stimmungsweise in eine andere, ohne dass dabei ein Sprung wahr- 
genommen wird. Bei der Ergänzung der Wahrnehmungen kann man 


nun entweder annehmen, dass der Uebergang durch eine sehr grosse. 


aber endliche Anzahl für unsere Sinne unmerklicher Sprünge geschieht, 
oder dass das Ding durch alle Zwischenstufen aus dem einen Zustand 
in den andern übergeht. Der stärkste Grund für die letztere Auf- 
fassung liegt in der Forderung, den schon bewährten Begriff des für 
sich Bestehens der Dinge so weit als möglich aufrecht zu erhalten. 
Freilich ist es nicht möglich, sich einen Uebergang durch alle Zwischen- 
stufen wirklich vorzustellen, was aber, wie bemerkt, genau genommen 
von allen Begriffen gilt. 
Zugleich aber wird nach dem früher gebildeten und in der Er- 
fahrung bewährten Begriffe des für sich Bestehens der Dinge geschlossen, 
das Ding würde bleiben, was es ist, wenn nichts Anderes hinzukäme. 
Hierin liegt der Antrieb, zu jeder Veränderung eine Ursache zu suchen. 
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I. Wann ist unsere Auffassung der Welt wahr? 

„Wenn der Zusammenhang unserer Vorstellungen dem Zusammen- 
hange der Dinge entspricht.“ 

Die Elemente unseres Bildes von der Welt sind von den ent- 
sprechenden Elementen des abgebildeten Realen gänzlich verschieden. 
Sie sind etwas in uns; die Elemente des Realen etwas ausser uns. 
Aber die Verbindungen zwischen den Elementen im Bilde und im Ab- 
gebildeten müssen übereinstimmen, wenn das Bild wahr sein soll. Die 
Wahrheit des Bildes ist unabhängig von dem Grade der Feinheit des 
Bildes; sie hängt nicht davon ab, ob die Elemente des Bildes grössere 
oder kleinere Mengen des Realen repräsentiren. Aber die Verbindungen 
müssen einander entsprechen; es darf nicht im Bilde eine unmittelbare 
Wirkung zweier Elemente auf einander angenommen werden, wo in 
der Wirklichkeit nur eine mittelbare stattfindet. In diesem Fall würde 
das Bild falsch sein und der Berichtigung bedürfen; wird dagegen ein 
. Element des Bildes durch eine Gruppe von feineren Elementen ersetzt, 
so dass seine Eigenschaften theils aus einfacheren Eigenschaften der 
feineren Elemente, theils aber aus ihrer Verbindung sich ergeben und 
also zum Theil begreiflich werden, so wächst dadurch zwar unsere 
Einsicht in den Zusammenhang der Dinge, aber ohne dass die frühere 
Auffassung für falsch erklärt werden müsste. 


II. Woraus soll der Zusammenhang der Dinge gefunden werden? 
„Aus dem Zusammenhange der Erscheinungen.“ 


Die Vorstellung von Sinnendingen in bestimmten räumlichen und 
zeitlichen Verhältnissen ist dasjenige, was beim absichtlichen Nach- 
denken über die Natur vorgefunden wird oder für dasselbe gegeben 
ist. Es ist jedoch bekanntlich die Qualität der Merkmale der Sinnen- 
dinge, Farbe, Klang, Ton, Geruch, Geschmack, Wärme oder Kälte, 
etwas lediglich unserer Empfindung Entnommenes, ausser uns nicht 
Existirendes. 

Dasjenige, woraus der Zusammenhang der Dinge erkannt werden 
muss, sind also quantitative Verhältnisse, die räumlichen und zeit- 
lichen Verhältnisse der Sinnendinge und die Intensitätsverhältnisse der 
Merkmale und ihrer Qualitätsunterschiede. 

Aus dem Nachdenken über den beobachteten Zusammenhang dieser 
Grössenverhältnisse muss sich die Erkenntniss des Zusammenhangs der 
Dinge ergeben. 
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Causalität. 


I. Was ein Agens zu bewirken strebt muss durch den Begriff 
des Agens bestimmt sein; seine Action kann von nichts Anderem als 
von seinem eigenen Wesen abhängen. 

II. Dieser Forderung wird genügt, wenn das Agens sich selbst 
zu erhalten oder herzustellen strebt. 

III. Eine solche Action ist aber nicht denkbar, wenn das Agens 
ein Ding, ein Seiendes ist, sondern nur wenn es ein Zustand oder ein 
Verhältniss ist. Findet ein Streben etwas zu erhalten oder her- 
zustellen Statt, so müssen auch Abweichungen, und zwar in verschie- 
denen Graden, von diesem Etwas möglich sein; und es wird in der 
That, in sofern dieser Bestrebung andere Bestrebungen widerstreiten, 
nur möglichst nahe erhalten oder hergestellt werden. Es giebt aber 
keine Grade des Seins, eine gradweise Verschiedenheit ist nur von Zu- 
ständen oder Verhältnissen denkbar. Wenn also ein Agens sich 
selbst zu erhalten oder herzustellen strebt, so, muss es ein Zustand 
oder ein Verhältniss sein. 

IV.* Eine solche Action eines Zustandes kann selbstredend nur 
auf solche Dinge stattfinden, die eines gleichen Zustandes fähig sind. 
Auf welche von diesen Dingen sie aber stattfindet und ob sie über- 
haupt stattfindet, kann aus dem Begriff des Agens nicht geschlossen 
werden.*) 





*) Diese Sätze gelten nur wenn einem einfachen Realgrund das Wirken zu- 
geschrieben werden soll. \ö 

Wenn zwei Dinge a und b durch einen äusseren Grund in Verbindung treten, 
so kann entweder an die Verbindung, das Verbundensein, selbst, oder auch an 
die Veränderung ihres Grades, eine Folge ce geknüpft sein. Die einfachste An- 
nahme ist, dass die Folge e an das Verbundensein geknüpft ist. 

Es ist unnöthig, diese Betrachtungen weiter fortzuführen, Ihr Princip besteht 
darin, dass man den Satz festhält: „Was ein Agens zu bewirken strebt, muss 
durch den Begriff des Agens bestimmt sein“, diesen Satz aber nicht, wie Leibnitz 
oder Spinoza auf Wesen mit einer Mannigfaltigkeit von Bestimmungen, sondern 
auf Realgründe von möglichst grösster Einfachheit anwendet. 


Man pflegt im Deutschen sowohl actio als effectus durch Wirkung zu übersetzen. 
Da das Wort in der letzteren Bedeutung viel häufiger vorkommt, so entsteht 
leicht eine Undeutlichkeit, wenn man es für actio braucht, wie z. B. bei der ge- 
bräuchlichen Uebersetzung von „actio aequalis est reactioni“, „principium actionis 
minimae.“ Kant sucht sich dadurch zu helfen, dass er neben Wirkung, Wechsel- 
wirkung, den lateinischen Ausdruck actio, actio mutua in Klammern hinzufügt. 
Man könnte vielleicht sagen: „die Kraft ist gleich der Gegenkraft“, „Satz vom 
kleinsten Kraftaufwande.“ Da aber in der That uns ein einfacher Ausdruck für 
agere, ein auf etwas Anderes gerichtetes Streben, fehlt, so möge mir der Ge- 
brauch des Fremdworts gestattet sein. 


in en 


En nn. 0.5 
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Sehr richtig bemerkt Kant, dass durch die Zergliederung des Be- 
grifis von einem Dinge weder gefunden werden könne, dass es sei, 
noch dass es die Ursache von etwas Anderem sei, dass also die Be- 
griffe des Seins und der Causalität nicht analytisch seien und nur aus 
der Erfahrung entnommen werden können. Wenn er aber später 
sich zu der Annahme genöthigt glaubt, dass der Causalbegriff aus 
einer aller Erfahrung vorausgehenden Beschaffenheit des erkennenden 
Subjeets stamme, und ihn desshalb zu einer blossen Regel der Zeit- 
folge stempelt, durch welche in der Erfahrung mit jeder Wahrnehmung 
als Ursache jede beliebige andere als Wirkung verknüpft werden 
könnte, so heisst dies das Kind mit dem Bade ausschütten. (Freilich 
müssen wir. die Causalitätsverhältnisse aus der Erfahrung entnehmen; 
aber wir dürfen nicht darauf verzichten, unsere Auffassung dieser Er- 
fahrungsthatsachen durch Nachdenken zu berichtigen und zu ergänzen.) 


> 


Das Wort Hypothese hat jetzt eine etwas andere Bedeutung als 
bei Newton. Man pflegt jetzt unter Hypothese aller zu den Erschei- 
nungen Hinzugedachte zu verstehen. 

Newton war weit entfernt von dem ungereimten Gedanken, als 
könne die Erklärung der Erscheinungen durch Abstraction gewonnen 
werden. 

Newton: Et haec de deo; de quo utique ex phaenomenis disserere 
ad philosophiam experimentalem pertinet. Rationem vero harum Gra- 
vitatis proprietatum ex phaenomenis nondum potui deducere, et Hypo- 
theses non fingo. Quiequid enim ex Phaenomenis non dedueitur, 
Ilypothesis vocanda est. 

Arago, Oeuvres completes T. 3. 505: 

Une fois, une seule fois Laplace s’clanca dans la region des con- 
jeetures. Sa conception ne fut alors rien moins qu’une cosmogonie. 

Laplace auf Napoleons Frage, wesshalb in seiner Mee. cel. der 
Name Gottes nicht vorkomme: Sire, je n’avais pas besoin de cette 
hypothese. 


Die Unterscheidung, welche Newton zwischen Bewegungsgesetzen 
oder Axiomen und Hypothesen macht, scheint mir nicht haltbar. Das 
Trägheitsgesetz ist die Hypothese: Wenn ein materieller Punkt allein 
in der Welt vorhanden wäre und sich im Raum mit einer bestimmten 
Geschwindigkeit bewegte, so würde er diese Geschwindigkeit beständig 
behalten. 
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1. Molecularmechanik. 


Die freie Bewegung eines Systems materieller Punkte m,, my... 
mit den rechtwinkligen Coordinaten x, %Y,,215 %2, Ya,235 - -. auf welche 
parallel den drei Axen die Kräfte X,, Yı,Z1; X3, Ya, Zu; ... wirken 
geschieht den Gleichungen gemäss: 

d’x, d’y d’z, 


(1) MITTE dt? —=\X,, Mm, = 3 Ma dt? -—= 2. 


Dies Gesetz kann auch so ausgesprochen werden: die Beschleunigungen 
bestimmen sich so, dass 


BE (> > (2 £) ( Z\? 
ze za) Far a ae ,) 


ein Minimum wird; denn diese Function der Beschleunigungen nimmt 
ihren kleinsten Werth O0 an, wenn die Beschleunigungen sämmtlich 
den Gleichungen (1) gemäss bestimmt werden, d.h. die Grössen 
dx, X, R ; i Bu z ; 
3 espee sämmtlich = 0 sind, und sie nimmt auch nur dann einen 
: dx: X 
Minimumwerth an; denn wäre eine dieser Grössen, z. B. mw. 
d’x 
nicht gleich Null, so könnte man = immer stetig so ändern, dass 
der absolute Werth dieser Grösse und folglich ihr Quadrat abnähme. 
Die Function würde also dann kleiner werden, wenn man zugleich 
alle übrigen Beschleunigungen ungeändert liesse. 


Diese Funetion der Beschleunigungen unterscheidet sich von 


>. (1) ++) 


s d?’y, 5 d’z, 
I f ar 24 Yo ae) 


nur um eine Constante, d. h. eine von den Beschleunigungen unab- 





hängige Grösse. 


se ee ee 
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Wenn die Kräfte nur von Anziehungen und Abstossungen zwischen 
den Punkten herrühren, welche Functionen der Entfernung sind, und 
der ste Punkt und der «te Punkt sich in der Entfernung r mit der 
Kraft f,.(r) abstossen oder mit der Kraft — f.,. (r) anziehen, lassen 
sich bekanntlich die Componenten der Kräfte ausdrücken durch die par- 
tiellen Derivirten einer Function von den Coordinaten sämmtlicher Punkte _ 


DEIN 


worin F,,.(r) eine Function bedeutet, deren Derivirte f,.(r), und für 


s und « je zwei verschiedene Indices zu setzen sind. 


Substituirt man diese Werthe der Componenten 
op Re}, op 
er a7, Be FRE 
in obiger Funetion der Beschleunigungen und multiplieirt dieselbe mit 


di? ; E s SE ; = i 
7, wodurch die Lage ihrer Maxima und Minima nicht geändert wird, 


so erhält man einen Ausdruck, der sich von 


da,\? dy,\? dz,\? 
i 13m (a) r (a 2) H (a) ) — Fa+an 





nur um eine von den Beschleunigungen unabhängige Grösse unter- 
scheidet. Wenn die Lage und die Geschwindigkeiten der Punkte zur 
Zeit t gegeben sind, so bestimmt sich diese Lage zur Zeit + dt so, 
dass diese Grösse möglichst klein wird. Es findet demnach ein Streben 
statt, diese Grösse möglichst klein zu machen. 

Dieses Gesetz kann man nun aus Actionen erklären, welche die 
einzelnen Glieder dieses Ausdrucks möglichst klein zu machen streben, 
wenn man annimmt, dass einander widerstreitende Bestrebungen 
sich so ausgleichen, dass die Summe der Grössen, welche die 
einzelnen Actionen möglichst klein zu erhalten streben, ein 
Minimum wird. 

Nimmt man an, dass die Massen der Punkte m,, my, ..., m, sich 
verhalten wie die ganzen Zahlen Ä,,k,,..., k,, so dass m, = ku, so 
besteht der Ausdruck, welcher möglichst klein wird, aus der Summe 


der Grössen 
dx,\? dy,\2 dz,\? 
u ı ı ı 
(a =) T (a) 5 («)) 


für sämmtliche Massentheilchen u und der Grösse P;ı... Wenn man 
also mit Gauss die Grösse 


dx,\? dy,\? dz\? 
(+) + ee) 
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als Maass der Abweichung des Bewegungszustandes der Masse u zur 
Zeit t + dt von ihrem Bewegungszustand zur Zeit t betrachtet, so er- 
giebt die Zerlegung der Gesammtaction in Bezug auf jede Masse eine 
Action, welche die Abweichung ihres Bewegungszustandes zur Zeit 
t + dt von ihrem Bewegungszustande zur Zeit t möglichst klein zu 
machen strebt, oder ein Streben ihres Bewegungszustandes, sich zu 
erhalten, und ausserdem eine Action, welche die Grösse — P möglichst 
klein zu erhalten strebt. 

Diese letztere Action lässt sich zerlegen in Bestrebungen, die ein- 
zelnen Glieder der Summe z F,.(r,,.) möglichst klein zu erhalten, 


d. h. in Anziehungen und Abstossungen zwischen je zwei Punkten, 
und dies würde zu der gewöhnlichen Erklärung der Bewegungsgesetze 
.. . . ® 
aus dem Gesetz der Trägheit und Anziehungen und Abstossungen zurück- 


führen; sie lässt sich aber bei allen uns bekannten Naturkräften auch 


auf Kräfte, welche zwischen benachbarten Raumelementen thätig sind, 
zurückführen, wie im folgenden Artikel an der Gravitation erläutert 
werden soll. 


2. Gravitation und Licht. 


Die Newton’sche Erklärung der Fallbewegungen und der Be- 
wegungen der Himmelskörper besteht in der Annahme folgender Ur- 
sachen: 

1. Es existirt ein unendlicher Raum mit den Eigenschaften, welche 
die Geometrie ihm beilegt, und ponderable Körper;‘ welche in ihm 
ihren Ort nur stetig verändern. 

2. In jedem ponderablen Punkte existirt in jedem Augenblicke 
eine nach Grösse und Richtung bestimmte Ursache, vermöge der er 
eine bestimmte Bewegung hat (Materie in bestimmtem Bewegungs- 
zustande). Das Maass dieser Ursache ist die Geschwindigkeit. *) 

Die hier zu erklärenden Erscheinungen führen noch nieht auf die 
Annahme verschiedener Massen der ponderablen Körper. 

3. In jedem Punkt des Raumes 'existirt in jedem Augenblicke 
eine nach Grösse und Richtung bestimmte Ursache (beschleunigende 
Kraft), welche jedem dort befindlichen ponderablen Punkte eine be- 


*) Jeder materielle Körper würde, wenn er sich im Raum allein befände, 
entweder seinen Ort in demselben nicht verändern oder mit unveränderlicher Ge- 
schwindigkeit in gerader Linie durch denselben sich bewegen. 

Dieses Bewegungsgesetz kann nicht aus dem Princip des zureichenden Grun- 
des erklärt werden. Dass der Körper seine Bewegung fortsetzt, muss eine Ur- 
sache haben, welche nur in dem inneren Zustand der Materie gesucht werden kann, 
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stimmte, und zwar allen dieselbe Bewegung mittheilt, die sich mit der 
Bewegung, die er schon hat, geometrisch zusammensetzt. 

4. In jedem ponderablen Punkt existirt eine der Grösse nach 
bestimmte Ursache (absolute Schwerkraft), vermöge welcher in jedem 
Punkte des Raumes eine dem Quadrat der Entfernung von diesem 
ponderablen Punkte umgekehrt und seiner Schwerkraft direet propor- 
tionale beschleunigende Kraft stattfindet, die sich mit allen andern dort 
stattfindenden beschleunigenden Kräften geometrisch zusammensetzt.*) 

Die nach Grösse und Richtung bestimmte Ursache (beschleunigende 
Schwerkraft), welche nach 3. in jedem Punkte des Raumes stattfindet, 
suche ich in der Bewegungsform eines durch den ganzen unendlichen 
Raum stetig verbreiteten Stoffes, und zwar nehme ich an, dass die 
Richtung der Bewegung der Richtung der aus ihr zu erklärenden Kraft 
‚gleich, und ihre Geschwindigkeit der Grösse der Kraft proportional sei. 
Dieser Stoff kann also vorgestellt werden als ein physischer Raum, 
dessen Punkte sich in dem geometrischen bewegen. 

Nach dieser Annahme müssen alle von ponderablen Körpern durch 
den leeren Raum auf ponderable Körper ausgeübte Wirkungen durch 
diesen Stoff fortgepflanzt werden. Es müssen also auch die Bewegungs- 
formen, in denen das Licht und die Wärme besteht, welche die 
Himmelskörper einander zusenden, Bewegungsformen dieses Stoffes sein. 
Diese beiden Erscheinungen, Gravitation und Lichtbewegung durch den 
leeren Raum, aber sind die einzigen, welche bloss aus Bewegungen. 
dieses Stoffes erklärt werden müssten. 

Ich nehme nun an, dass die wirkliche Bewegung des Stoffes im 
leeren Raum zusammengesetzt ist aus der Bewegung, welche zur Er- 
klärung der Gravitation, und aus der, welche zur Erklärung des Lichtes 
angenommen werden muss. | 

Die weitere Entwicklung dieser Hypothese zerfällt in zwei Theile, 
insofern aufzusuchen sind 

1. Die Gesetze der Stoffbewegungen, welche zur Erklärung der 
Erscheinungen angenommen werden müssen. 

2. Die Ursachen, aus welchen diese Bewegungen erklärt werden 
können. | 

Das erste Geschäft ist ein mathematisches, das zweite ein meta- 


*) Derselbe ponderable Punkt würde an zwei verschiedenen Orten Bewegungs- 
änderungen erleiden, deren Richtung mit der Richtung der Kräfte zusammenfällt, 
und deren Grössen sich verhalten wie die Kräfte. i 

Die Kraft, dividirt durch die Bewegungsänderung giebt daher bei demselben 
ponderablen Punkt stets denselben Quotienten. Dieser Quotient ist bei verschie- 
denen ponderablen Punkten verschieden und heisst ihre Masse, 


RıEmAnn’s gesammelte mathematische Werke, I, 32 
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physisches. In Bezug auf letzteres bemerke ich im Voraus, dass als 
Ziel desselben nicht die Erklärung aus Ursachen, welche die Entfernung 
zweier Stoffpunkte zu verändern streben, zu betrachten sein wird. 
Diese Erklärungsmethode durch Anziehungs- und Abstossungskräfte 
verdankt ihre allgemeine Anwendung in der Physik nicht einer un- 


mittelbaren Evidenz (besonderen Vernunftgemässheit), noch, von Electri- 


eität und Schwere abgesehen, ihrer besonderen Leichtigkeit, sondern 
vielmehr dem Umstande, dass das Newton’sche Anziehungsgesetz gegen 
die Meinung des Entdeckers so lange für ein nicht weiter zu erklären- 
des gegolten hat.*) | 


I. Gesetze der Stoffbewegung, welche nach unserer Annahme 
die Gravitations- und Lichterscheinungen verursacht. 


Indem ich die Lage eines Raumpunktes durch rechtwinklige Co- 
ordinaten &,, &%, X&, ausdrücke, bezeichne ich die dort parallel den- 
selben zur Zeit £ stattfindenden Geschwindigkeitscomponenten der Be- 
wegung, welche die Gravitationserscheinungen verursacht, durch ,, %,, U, 
der Bewegung, welche die Lichterscheinungen verursacht, durch w,, 20,, %0,, 
der wirklichen Bewegung durch ®,, %,, %,, so dass v=u-+ w. Wie 
sich aus den Bewegungsgesetzen selbst ergeben wird, behält der Stoff, 
wenn er in Einem Zeitpunkte überall gleich dicht ist, stets allenthalben 
dieselbe’Dichtigkeit, ich werde diese daher zur Zeit t überall = 1 an- 
nehmen. 


® ® ” f Ds 
a. „Bewegung, welche nur Gravitationserscheinungen verursacht. 


Die Schwerkraft ist in jedem Punkte durch die Potentialfunction 

b ; > 2 » DI 0ER. BD > 
V bestimmt, deren partielle Differentialquotienten ER dan’ e% die Com- 
ponenten der Schwerkraft sind, und dieses V ist wieder bestimmt durch 
folgende Bedingungen (abgesehen von einer hinzufügbaren Constanten): 


0?V 0°V O?VN\ i 
1. da, da,dx, er +-;+ 7.) ist ausserhalb der anziehenden 
. 0x 0%, 0x, 


Körper = 0 und hat für jedes ponderable Körperelement einen un- 
veränderlichen Werth. Dieser ist das Product aus — 4x in die ab- 
solute Grösse der Anziehungskraft, welche nach der Attractionstheorie 


*) Newton says: „That gravity should be innate, inherent, and essential 
to matter, so that one body may act upon another at a distance through a va- 
cuum, without the mediation of anything else, by and through which their action 
and force may be conveyed from one to another, is to me so great an absurdity, 
that I believe no man who has in philosophical matters a competent faculty of 
thinking can ever fall into it.“ See the third letter to Bentley. 
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demselben beigelegt werden muss, und durch dm bezeichnet wer- 
den soll. 

2. Wenn alle anziehenden Körper sich innerhalb eines endlichen 

Raumes befinden, sind in unendlicher Entfernung r von einem Punkt 

a ER 

Ox,’ er 2 ers 

Nach unserer Hypothese ist nun ee —= u und folglich 

dV—=uda + u,da, + u, GR: 


Dieses schliesst die Bedingungen ein: 


dieses Raumes r unendlich klein. 


ou, RE ou 0m __ ou, OU 
Te a Te 
ou, ou, ou, Er 
(2) (de + Zr, 4 =) dx, da,da, = — Ardm, 
(3) n=0, m =(0, rw —=0, fürr=o- 


Umgekehrt sind auch die Grössen «, wenn sie diesen Bedingungen ge- 
nügen, den Componenten der Schwerkraft gleich. Denn die Bedingungen (1) 
‚enthalten die Möglichkeit einer Funetion U, von welcher das Differen- 


tal AdU=u,de, + u,da, + u,dx, und also die Differentialquotienten 
U re 3 
e = u, und die übrigen ergeben dann U = V + const.*) 
*) Diese Function U ist also durch die Erfahrung (aus den relativen Be- 
. wegungen) mittelst der allgemeinen Bewegungsgesetze gegeben, aber nur abge- 
sehen von einer linearen Function der Coordinaten, weil wir nur relative Be- 
wegungen beobachten können. 
. Die Bestimmung dieser Function gründet sich auf folgenden een 
Bu: Eine Function V des Ortes ist innerhalb eines endlichen Raumes bestimmt 
(abgesehen von einer Constanten), wenn sie nicht = a Fläche unstetig 


= ev ov 
sein soll und für alle Elemente desselben Get, + Pr EN dx, da, da,,. an 
1 





der Grenze entweder V oder deren a Ss eine Ortsänderung nach 
Innen senkrecht auf die Begrenzung gegeben ist. Wobei zu bemerken: 


1. Wird dieser Differentialquotient im Begrenzungselement ds durch er 


op 

2 
bezeichnet, so muss in letzterem Falle £ > = dx, d@,dx, durch den ganzen 
Raum = — ads durch dessen Begrenzung sein; übrigens aber können in 


beiden Fällen sämmtliche Bestimmungsstücke willkürlich angenommen werden und 
sind daher zur Bestimmung nothwendig. 


av. > @V 
2. Für ein Raumelement, wo - 
0x 


beider durch — J n ds in Bezug auf die Begrenzung dieses Elements zu ‘ersetzen. 
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b. Bewegung, welche nur Lichterscheinungen verursacht. 


Die Bewegung, welche im leeren Raum zur Erklärung der Licht- 
erscheinungen angenommen werden muss, kann betrachtet werden 
(zufolge eines Theorems) als zusammengesezt aus ebenen Wellen, d.h. 
aus solchen Bewegungen, wo längs jeder Ebene einer Schaar paralleler 
Ebenen (Wellenebenen) die Bewegungsform constant ist. Jedes dieser 
Wellensysteme besteht dann (der Erfahrung nach) aus Bewegungen 
parallel der Wellenebene, die sich mit einer für alle Bewegungsformen 
(Arten des Lichts) gleichen constanten Geschwindigkeit ce senkrecht zur 
Wellenebene fortpflanzen. 2 

Sind für ein solches Wellensystem &, &, & rechtwinklige Co- 
ordinaten eines Raumpunktes, die erste senkrecht, die andern parallel 
zur Wellenebene, ®,, @,, @, die ihnen parallelen Geschwindigkeits- 
componenten in diesem Punkte zur Zeit £, so hat man: 

0@ 0@ 

08, Sun] 0 B) dE, az 0. 
Der Erfahrung nach ist erstlich: 

=(, 

zweitens ist die Bewegung een aus einer nach der posi- 
tiven und einer nach der negativen Seite der Wellenebene mit der Ge- 
schwindigkeit e fortschreitenden Bewegung. Sind @’ die Geschwindigkeits- 
eomponenten der ersteren, @” die der letzteren, so bleiben die @ unge- 
ändert, wenn t um dt und &, um edt wahl, die ©”, wenn t um dt 
und & um — cdt wächst, und man hat @ = o + @’“ Hieraus folgt: 


[dw do do" 0o A 
(rat, (ee 














EI i 2? nr 0? 00" 5 00" = 0? [73 
_— — — — = B) FI = _ 
ot? 0&,6t o8 ot? o&, 0t 8? 
also 
4 a ARE a 0° 
ot? 08° 


Diese Gleichungen geben folgende symmetrische: 


ie = 00, hei 
SE sr nd Her): Ar 0, 


er 
Dee (de 4 FR r) 


i i : 0° 
3. Wenn nur innerhalb eines endlichen Raumes > PR 


schiedenen Werth hat, so kann die Grenzbedingung dadurch ersetzt werden, dass 











j “ oV ; 
in unendlicher Entfernung R von einem Punkte dieses Raumes Rz unendlich 


klein sein soll, 
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welche, ausgedrückt durch das ursprüngliche Coordinatensystem, in 
Gleichungen von derselben Form übergehen, d. h. in 

















s- ew, ow, >> 
() RG re O%, = O%x, 
; run; uw , w : 
@ air an 


Diese Gleichungen gelten für io den Punkt (x,, &, #,) zur Zeit t 
durehschreitende ebene Welle und folglich auch für die aus allen zu- 
sammengesetzte Bewegung. 


c. Bewegung, welche beiderlei Erscheinungen verursacht. 


Aus den eefundenen Bedingungen für vw und w fliessen folgende 
o oO 
Bedinsunsen für v oder Gesetze der Stoffbewegung ım leeren Raume: 
‚em! oO (m) 


ev, 0%, ov, 
() RT I 
(& SER (62, Fi Öz, 3 22,)) (5 2% se = 
m) (ce +2 + 2) (de 3%) 0 


(2 co +3, +2) (de 3%) 0 


wie sich leicht ergiebt, wenn man die Operationen ausführt. 

- Diese Gleichungen zeigen, dass die Bewegung eines Stoffpunktes 
nur abhängt von den Bewegungen in den angrenzenden Raum- und 
Zeittheilen, und ihre (vollständigen) Ursachen in den Einwirkungen 
der Umgebung gesucht werden können. . 

Die Gleichung (I) beweist unsere frühere Behauptung, dass bei 
der Stoffbewegung die Dichtigkeit ungeändert bleibe; denn 


(> + 7245 


welches zufolge dieser Gleichung — 0 ist, drückt die in das Raum- 
element dx, dx,dx, im Zeitelement dt einströmende Stoffmenge aus, 
und die in ihm enthaltene Stoffimenge bleibt daher constant. 





2) dx, da, da, dt, 


Die Bedingungen (I) sind identisch mit der Bedingung, dass: 
(2? — ec(&, +5, + 8,)) (vida, + vuda, + %da,) 
gleich einem vollständigen Differential dW sei. Nun ist: 
(0? — ce (ei, + 3%, + 5,)) (wıda, + w,da, + w,da,) = 0 
und folglich 
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aW= (#7 — cc(&, +6, + 63,)) (u, de, + ud, + u, dx,) | 
— (6? — ec( +5, +8,))AV 
oder, da a, +%,+%)dV=0, 


d. Gemeinschaftlicher Ausdruck für die Gesetze der Stoffbewegung und der 
Einwirkung der Schwerkraft auf die Bewegung der ponderablen Körper. 
Die Gesetze dieser Erscheinungen lassen sich zusammenfassen in 
der Bedingung, dass die Variation des Integrals 


n,\ Om Om? (2% a (4 on,\” 
ra) el) +2) +2 53) an an an at 
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HI (I sannde da,da, + 4mam) dt+ 2x am > (5%) dt 


unter geeigneten Grenzbedingungen 0 werde. 

In diesem Ausdrucke sind ‘die beiden ersten Integrale über den | 
ganzen geometrischen Raum, die letzteren über alle ponderablen Körper- | 
elemente auszudehnen, die Coordinaten jedes ponderablen Körperelements | 
aber als Functionen der Zeit, und n,, 73, 3, V als Functionen von %, , 2, X; 
und i so zu bestimmen, dass eine den Grenzbedingungen genügende 
Variation derselben nur eine Variation zweiter Ordnung des Integrals 
hervorbringt. 


1 


Alsdann sind die Grössen A - v) gleich den Geschwindigkeits- 


componenten der Stoffbewegung, und V gleich dem Potential zur Zeit 
t im Punkte (z,, 2,, ®,). | 


3. Neue mathematische Principien der N aturphilosophie.*) 


Obgleich die Ueberschrift dieses Aufsatzes bei den meisten Lesern 
schwerlich ein günstiges Vorurtheil erwecken wird, so schien sie mir { 
doch die Tendenz desselben am besten auszudrücken. Sein Zweck ist, \ 
jenseits der von Galiläi und Newton gelegten Grundlagen der Astro- 
nomie und Physik ins Innere der Natur zu dringen. Für die Astronomie 
kann diese Speculation freilich unmittelbar keinen praktischen Nutzen 
haben, aber ich hoffe, dass dieser Umstand auch in den Augen der 
Leser dieses Blattes dem Interesse keinen Eintrag thun wird..... } 








*) Gefunden am 1. März 1853. 
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Der Grund der allgemeinen Bewegungsgesetze für Ponderabilien, 
welche sich im Eingange zu Newton’s Prineipien zusammengestellt 
finden, liegt in dem inneren Zustande derselben. Versuchen wir aus 
unserer eigenen inneren Wahrnehmung nach der Analogie auf den- 
selben zu schliessen. Es treten in uns fortwährend neue Vorstellungs- 
massen auf, welche sehr rasch aus unserm Bewusstsein wieder ver- 
schwinden. Wir beobachten eine stetige Thätigkeit unserer Seele. 
Jedem Act derselben liegt etwas Bleibendes zu Grunde, welches sich 
bei besonderen Anlässen (durch die Erinnerung) als solches kundgiebt, 
ohne einen dauernden Einfluss auf die Erscheinungen auszuüben. Es 
tritt also fortwährend (mit jedem Denkact) etwas Bleibendes in unsere 
Seele ein, welches aber auf die Erscheinungswelt keinen dauernden 
Einfluss ausübt. Jedem Act unserer Seele liegt also etwas Bleibendes 
zu Grunde, welches mit diesem Act in unsere Seele eintritt, aber in 
demselben Augenblick aus der Erscheinungswelt völlig verschwindet. 

Von dieser Thatsache geleitet, mache ich die Hypothese, dass der 
Weltraum mit einem Stoff erfüllt ist, welcher fortwährend in die pon- 
derablen Atome strömt und dort aus der Erscheinungswelt (Körper- 
welt) verschwindet. 

Beide Hypothesen lassen sich durch die Eine ersetzen, dass in allen 
ponderablen Atomen beständig Stoff aus der Körperwelt in die Geistes- 
welt eintritt. Die Ursache, wesshalb der Stoff dort verschwindet, ist 
zu suchen in der unmittelbar vorher dort gebildeten Geistessubstanz, 
und die ponderablen Körper sind hiernach der Ort, wo die Geisteswelt 
in die Körperwelt eingreift. *) 

Die Wirkung der allgemeinen Gravitation, welche nun zunächst 
aus dieser Hypothese erklärt werden soll, ist bekanntlich in jedem 
Theil des Raumes völlig bestimmt, wenn die Potentialfunetion R 
sämmtlicher ponderablen Massen für diesen Theil des Raumes gegeben 
ist, oder was dasselbe ist, eine solche Function P des Ortes, dass die 
im Innern einer geschlossenen Fläche $ enthaltenen ponderablen Massen 
in | 5,48 sind. 

Nimmt man nun an, dass der raumerfüllende Stoff eine incom- 
pressible homogene Flüssigkeit ohne Trägheit sei, und dass in jedes 
ponderable Atom in gleichen Zeiten stets gleiche, seiner Masse pro- 


*) In jedes ponderable Atom tritt in jedem Augenblick eine bestimmte, der 
Gravitationskraft proportionale Stoffmenge ein und verschwindet dort. 

Es ist die Consequenz der auf Herbart’schem Boden stehenden Psychologie, 
dass nicht der Seele, sondern jeder einzelnen in uns gebildeten Vorstellung Sub- 
stantialität zukomme. 
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portionale Mengen einströmen, so wird offenbar der Druck, den das 
ponderable Atom erfährt, (der Geschwindigkeit der Stoffbewegung an 
dem Orte des Atoms proportional sein?) 

Es kann also die Wirkung der allgemeinen Gravitation auf ein 
ponderables Atom durch den Druck des raumerfüllenden Stoffes in der 
unmittelbaren Umgebung desselben ausgedrückt und von demselben ab- 
hängig gedacht werden. 

Aus unserer Hypothese folgt nothwendig, dass der raumerfüllende 
Stoff die Schwingungen fortpflanzen muss, welche wir als Licht und 
Wärme wahrnehmen. 

Betrachten wir einen einfach polarisirten Strahl, bezeichnen durch 
x die Entfernung eines unbestimmten Punktes desselben von einen 
festen Anfangspunkte, durch y dessen Elongation zur Zeit £, so muss, 
weil die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Schwingungen im von 
Ponderabilien freien Raum unter allen Umständen sehr nahe constant 
(gleich «) ist, die Gleichung: 

y_fla+ at) + Pla — at) 
wenigstens sehr nahe erfüllt werden. 
Wäre sie streng erfüllt, so müsste 
a 


sein; offenbar kann aber unserer Erfahrung auch durch die Gleichung: 


02 y s 
Pd 


t { 
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genügt werden, wenn auch g(t — r) nicht für alle positiven Werthe 
von £— r gleich 1 ist (mit wachsendem £ — r ins Unendliche abnimmt), 
wofern es nur für einen hinreichend grossen Zeitraum sehr wenig von 
1 verschieden bleibt... ; 
Man drücke die Lage der Stoffpunkte zu einer bestimmten Zeit t 
durch ein rechtwinkliges Coordinatensystem aus, und es seien die Co- 
ordinaten eines unbestimmten Punktes O x, y, z. Aehnlicher Weise 
seien, ebenfalls in Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem die 
Coordinaten des Punktes O0’ a, y, f. Es sind dann a, y,z Functionen 





von @,y,2 und ds? — da” + dy?-+dz wird gleich einem homogenen 


Ausdruck zweiten Grades von dx, dy, dz. Nach einem bekannten 
Theorem lassen sich nun die linearen Ausdrücke von dx, dy, dz 


de + Pdy+ydz=ds, 
de + B,dy+ ydz= ds, 
de + ßB,dy+ ydz = ds, 
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stets und nur auf Eine Weise so bestimmen, dass 
de? + dy? + di” = G?d?! + ds + G}ds 
wird, während 
ds? = da?” + dy? de dt tar dd 
Die Grössen @, — 1, @ — 1,°@, — 1 heissen dann die Hauptdilata- 
tionen des Stofftheilchens in O beim Uebergange von der ersteren Form 
zur letzteren; ich bezeichne sie durch A,, A,, A,. 

Ich nehme nun an, dass aus der Verschiedenheit der früheren 
Formen des Stofftheilchens von seiner Form zur Zeit t eine Kraft resul- 
tirt, welche diese zu verändern strebt, dass der Einfluss einer früheren 
Form (caeteris paribus) desto geringer wird, je länger vor £ sie statt- 
fand, und zwar so dass von einer gewissen Grenze an alle früheren 
vernachlässigt werden können. Ich nehme ferner an, dass diejenigen 
Zustände, welche noch einen merklichen Einfluss äussern, so wenig 
von demjenigen zur Zeit Z verschieden sind, dass die Dilatationen als 
unendlich klein betrachtet werden können. Die Kräfte, welche A,, A,, A, 
zu verkleinern streben, können dann als lineare Functionen von A,, Ay, A, 
angesehen werden; und zwar erhält man wegen der Homogeneität des 
Aethers für das Gesammtmoment dieser Kräfte (die Kraft, welche A, 
zu verkleinern strebt, muss eine Function von A,, A,, A, sein, welche 
unverändert bleibt, wenn man A, mit A, vertauscht, und die übrigen 
Kräfte müssen aus ihr hervorgehen, wenn 4A, mit A,, A, mit A, ver- 
tauscht wird) folgenden Ausdruck: 


81, (aA, + 5A, + 5) + 04, (dA, aA, +bA,)+ 84, (bi, +54, + aA) 
oder mit etwas veränderter Bedeutung der Constanten 
Öh, ee +4, +4,)+bA,) + 02, (a(A, + A, + A,) + bA,) 

+94, (a(, + 4,+ 4) + 04,) 
—=4 (aA, u th” + b(Aı * Az Az 45))- 

Man kann nun das Kraftmoment, welches die Form des unendlich 
kleinen Stofftheilchens in O zu verändern strebt, als resultirend be- 
trachten aus Kräften, welche die Länge der in 0 endenden Linien- 
elemente zu verändern streben. Man gelangt dann zu folgendem Wir- 
kungsgesetz: Bezeichnet dV das Volumen eines unendlich kleinen Stoff- 
theilchens in O zur Zeit £, dV’ das Volumen desselben Stofftheilchens 
zur Zeit t', so wird die aus der Verschiedenheit beider Stoffzustände 
herrührende Kraft, welche ds zu verlängern strebt, durch 


a = 
d +57 ds 





ausgedrückt. 
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Der erste Theil dieses Ausdrucks rührt von der Kraft her, mit 
welcher ein Stofftheilchen einer Volumänderung ohne Formänderung, 
der zweite von der Kraft, mit welcher ein physisches Linienelement 
einer Längenänderung vigeretreh, 

Es ist nun kein Grund vorhanden, apzunelimen, das die Wirkungen 
beider Ursachen nach demselben Gesetz mit der Zeit sich änderten; 
fassen wir also -die Wirkungen sämmtlicher früheren Formen eines 


Stofftheilchens auf die. Aenderung des Linienelements ds zur Zeit t 


; öds ; s 
zusammen, so wird der Werth von ee welchen sie zu bewirken 


streben , 


arzt uone ze ER 


Wie müssen nun die Funetionen % und @ beschaffen sein, damit Gra- 
vitation, Licht und strahlende Wärme durch den Raumstoff vermittelt 


werde ? 


Die Wirkungen ponderabler Materie auf ponderable Materie sind: 
1) Anziehungs- und Abstossungskräfte umgekehrt proportional dem 
Quadrat der Entfernung. 
2) Licht und strahlende Wärme. 
Beide Classen von Erscheinungen lassen sich erklären, wenn man 
annimmt, dass den ganzen unendlichen Raum ein gleichartiger Stoff 
erfüllt, und jedes Stofftheilchen unmittelbar nur auf. seine Umgebung 


t 
v 


einwirkt. 
Das mathematische Gesetz, nach welchem dies geschieht, kann zer- 


fällt gedacht werden 
1) in den Widerstand, mit welchem ein Stofftheilchen einer Yu 
änderung, und 
2) in den Widerstand, mit welchem ein physisches Linienelement 
einer Längenänderung widerstrebt. 
Auf dem ersten Theil beruht die Gravitation und die eleetrostatische 
Anziehung und Abstossung, auf dem zweiten die Fortpflanzung des 
Lichts und der Wärme er die electrodynamische oder magnetische 


Anziehung und Abstossung. 
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Bernhard Riemann’s Lebenslauf. 


RıEmAnN’s gesammelte mathematische Werke. II. 
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Die nachfolgende Darstellung von Riemann’s Lebenslauf bezweckt 
keineswegs, die Bedeutung seiner wissenschaftlichen Leistungen und 
deren Verhältniss zu dem früheren und gegenwärtigen Zustande der 
Mathematik in’s Licht zu stellen, sie ist vielmehr nur für solche Leser 
bestimmt, welche einige Nachrichten über den Bildungsgang, den Cha- 
rakter und die äusserlichen Schicksale des grossen Mathematikers zu 
erhalten wünschen, dessen Werke jetzt zum ersten Male vollständig 
gesammelt erscheinen. 

Georg Friedrich Bernhard Riemann ist am 17. September 1826 
in Breselenz, einem Dorfe im Königreich Hannover bei Dannenberg 
nahe der Elbe, geboren. Sein Vater Friedrich Bernhard Riemann, ge- 
boren in Boitzenburg an der Elbe in Mecklenburg, der als Lieutenant 
unter Wallmoden an den Befreiungskriegen Theil genommen, war dort 
Prediger und mit Charlotte, der Tochter des Hofrath Ebell aus Han- 
nover verheirathet; er siedelte später mit seiner Familie nach der etwa 
drei Stunden entfernten Pfarre Quickborn über. Bernhard war das 
zweite von sechs Kindern. Schon früh wurde seine Lernbegierde durch 
den Vater geweckt, der ihn bis zum Abgange auf das Gymnasium fast 
allein unterrichtete. Als Knabe von fünf Jahren interessirte er sich 
sehr für Geschichte, für Züge aus dem Alterthum, und ganz besonders 
für das unglückliche Schicksal Polens, welches sein Vater ihm immer 
von Neuen erzählen musste. Sehr bald aber trat dies in den Hinter- 
grund, und sein entschiedenes Talent für das Rechnen brach sich Bahn; 
er kannte kein grösseres Vergnügen, als selbst schwierige Exempel zu 
erfinden und dann seinen Geschwistern aufzugeben. Später, vom zehn- 
ten Jahre Bernhard’s an, liess sich der Vater bei dem Unterrichte der 
Kinder von dem Lehrer Schulz unterstützen; dieser gab guten Unter- 
richt im Rechnen und in der Geometrie, musste sich jedoch bald sehr 
anstrengen, seines Schülers rascher, oft besserer Lösung einer Auf- 
gabe zu folgen. 

Im Alter von dreizehn und einem halben Jahr wurde Bernhard 
von dem Vater confirmirt und verliess darauf das elterliche Haus, in 
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welchem ein ernster, frommer Sinn und häuslich angeregtes Leben 
herrschte. Die Eltern sahen ihre Hauptaufgabe in der Erziehung ihrer 
Kinder; die innigste Liebe verband Riemann mit seiner Familie und 
hat sich durch sein ganzes ferneres Leben erhalten; sie spricht sich 
in seinen Briefen aus, die er an die entfernten Lieben richtet, wo er 
an Allem, was das Elternhaus betrifft, auch an den kleinsten Vor- 
gängen das lebhafteste Interesse zeigt, und auch sie treulich alle seine 
Freuden und Leiden theilen lässt. 

Zu Ostern 1840 kam Riemann nach Hannover, wo seine Gross- 
mutter lebte, und wo er zwei Jahre — bis zum Tode derselben — 
die Tertia des Lyceums besuchte. Anfangs hatte er, wie es nach 
seiner bisherigen Erziehung zu erwarten war, mancherlei Schwierig- 
keiten zu überwinden, doch werden bald seine Fortschritte in den ein- 
zelnen Unterrichtsgegenständen gelobt, und immer ist er ein fleissiger 
und folgsamer Schüler. Namentlich aus dieser+ Zeit sind zahlreiche 
Briefe Riemann’s an die geliebten Eltern und Geschwister erhalten, in 
welchen er, oft mit glücklichem Humor, von den Schulereignissen be- 
richtet. Vorwiegend ist aber die Sehnsucht nach dem Elternhause; 
wenn die Ferien herannahen, so bittet er inständig um die Erlaubniss, 
dieselben in Quickborn zubringen zu dürfen, und lange vorher sinnt 
er auf Mittel, die Reise mit möglichst wenigen Kosten bewerkstelligen 
zu können; zu den Geburtstagen der Eltern und Geschwister macht 
er kleine Einkäufe und ist eifrig darauf bedacht, sie damit wirklich 
zu überraschen. Er lebt in Gedanken noch ganz in dem häuslichen 
Kreise. Bisweilen klingt aber auch eine wehmüthige Klage durch, wie 
schwer es ihm werde, mit fremden Menschen zu verkehren, und die 
Schüchternheit, welche, eine natürliche Folge seines früheren abge- 
schlossenen Lebens, ihn zu seinem Kummer auch den Lehrern bis- _ 
weilen in falschem Lichte erscheinen lässt, hat ihn auch später nie 
gänzlich verlassen und oft angetrieben, sich der Einsamkeit und seiner 
Gedankenwelt zu überlassen, in welcher er die grösste Kühnheit und 
Vorurtheilslosigkeit entfaltet hat. 

Nach dem Tode der Grossmutter wurde Riemann, wie es scheint 
auf seinen eigenen Wunsch, Ostern 1842 von dem Vater auf das 
Johanneum zu Lüneburg gebracht, wo er zwei Jahre in Secunda und 
zwei Jahre in Prima bis zu seinem Abgange nach der Universität 
blieb. Gleich in die erste Zeit seines dortigen Aufenthaltes fiel der 
grosse Brand von Hamburg, der tiefen Eindruck auf ihn machte, und 
über den er ausführlich an seine Eltern berichtete. Die grössere Nähe 
bei seiner Heimath und die Möglichkeit, die Ferien in Quickborn in 
seiner Familie zu verleben, trug dazu bei, die fernere Schulzeit zu einer 
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glücklichen für ihn zu machen. Freilich war die Hin- und Herreise, 
die zum grössten Theil zu Fuss gemacht wurde, mit Anstrengungen 
verbunden, denen sein Körper nicht immer gewachsen war; schon in 
dieser Zeit spricht sich in den schönen Briefen seiner Mutter, die er 
leider bald verlieren sollte, ängstliche Sorge um ‚seine Gesundheit aus, 
und oft wiederholen sich ihre herzlichen Ermahnungen, zu grosse 
körperliche Anstrengungen zu vermeiden. Er wohnte später bei dem 
Gymnasiallehrer Seffer, der sich lebhaft für ihn interessirte, und an 
dem er, wie aus seinen Briefen hervorgeht, einen väterlichen Freund 
und Beschützer gefunden hat. -Er bekam gute Zeugnisse auch in an- 
deren Fächern, in Mathematik aber immer glänzende, beim Abgange 
die Eins. Seine grosse Begabung für diese Wissenschaft wurde von 
dem trefflichen Director Schmalfuss erkannt; dieser lieh ihm mathe- 
matische Werke zum Privatstudium und wurde oft überrascht und in 
Erstaunen gesetzt, wenn Riemann dieselben schon nach wenigen Tagen 
zurückbrachte und dann in der Unterhaltung. zeigte, dass er sie durch- 
gearbeitet und vollständig aufgefasst hatte. Diese neben seinen Schul- 
arbeiten betriebenen Studien müssen ihn weit über die Grenzen des 
Gymnasial-Unterrichtes hinaus in das Gebiet der höheren Mathematik 
geführt haben; die Bekanntschaft mit der höheren Analysis hat er, 
soviel bekannt ist, durch das Studium der Euler'schen Werke erworben; 
auch Legendre’s Theorie des Nombres soll er in dieser Zeit gelesen haben. 

Im Alter von neunzehn und einem halben Jahr bezog Riemann 
Ostern 1846 die Universität Göttingen. Der seinem geistlichen Berufe 
von Herzen ergebene Vater hegte den natürlichen Wunsch, er möge 
sich der Theologie widmen, und wirklich liess Riemann sich am 25. 
April als Studiosus der Philologie und Theologie immatriculiren; zu 
diesem mit seiner deutlich hervorgetretenen Neigung und Begabung 
für die Mathematik nicht im Einklange stehenden Entschlusse wird 
vor Allem die Rücksicht auf die Mittellosigkeit der kinderreichen Familie 
und die Hoffnung beigetragen haben, früher eine Anstellung zu “finden 
und dadurch seinem Vater eine Erleichterung zu gewähren. Neben 
den philologischen und theologischen Vorlesungen hörte er aber auch 
mathematische, und zwar gleich im Sommersemester über die numeri-. 
sche Auflösung der Gleichungen bei Stern, und über Erdmagnetismus 
bei Goldschmidt, sodann im Wintersemester 1846— 1847 über die 
Methode der kleinsten Quadrate bei Gauss, und über bestimmte Inte- 
grale bei Stern. Er sah bei dieser fortgesetzten Beschäftigung mit 
der Mathematik bald ein, dass die Neigung zu derselben zu mächtig 
in ihm war, und erwirkte von seinem Vater die Erlaubniss, sich ganz 
seinem Lieblingsstudium widmen zu dürfen, 
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Obgleich nun Gauss seit fast einem halben Jahrhundert unbestritten 
den Rang des grössten lebenden Mathematikers einnahm, so beschränkte 
sich seine zwar sehr anregende Lehrthätigkeit doch nur auf ein 
kleines Feld, welches mehr der angewandten Mathematik angehörte, 
und für Riemann war bei dem vorgeschrittenen Standpunkte seines 
Wissens eine wesentliche Bereicherung desselben und eine Befruchtung 
mit neuen Ideen damals in Göttingen nicht mehr zu erwarten. Er 
bezog daher Ostern 1847 die Universität Berlin, wo Jacobi, Lejeune 
Dirichlet und Steiner durch den Glanz ihrer Entdeckungen, welche sie 
zum Gegenstande ihrer Vorlesungen machten, zahlreiche Schüler um 
sich versammelten. Er blieb dort zwei Jahre, bis Ostern 1849, und 
hörte unter Anderem bei Dirichlet Zahlentheorie, Theorie der bestimm- 
ten Integrale und der partiellen Differentialgleichungen, bei Jacobi 
analytische Mechanik und höhere Algebra. Leider sind nur sehr wenige 
Briefe aus dieser Zeit erhalten; in einem derselben (vom 29. Nov. 1847) 
spricht er seine grosse Freude darüber aus, dass Jacobi sich gegen 
seine anfängliche Absicht noch entschlossen habe, Mechanik vorzutragen. 
In einen näheren Verkehr mit ihm trat Eisenstein, bei dem er in dem 
ersten Jahre Theorie der elliptischen Functionen hörte. Riemann hat 
später erzählt, dass sie auch über die Einführung der complexen Grössen 
in die Theorie der Functionen mit einander verhandelt haben, aber 
gänzlich verschiedener Meinung über die hierbei zu Grunde zu legenden 
Principien gewesen seien; Eisenstein sei bei der formellen Rechnung 
stehen geblieben, während er selbst in der partiellen Differential- 
oleichung die wesentliche Definition einer Function von einer com- 
plexen Veränderlichen erkannt habe. Wahrscheinlich sind diese, für 
seine ganze spätere Laufbahn maassgebenden Ideen zuerst in den 
llerbstferien 1847 gründlich von ihm verärbeitet. 

Von dem übrigen Leben Riemann’s während seines zweijährigen 
Aufenthaltes in Berlin ist nur wenig aus den Briefen zu ersehen. Die 
grossen politischen Ereignisse _des Jahres 1848 ergriffen auch ihn 
mächtig; er war Augenzeuge der März-Revolution und hatte als Mit- 
lied des von den „Studenten gebildeten Corps die Wache im könig- 
- lichen Schlosse vom 24. März Morgens 9 Uhr bis zum folgenden Tage 
Mittags 1 Uhr. 

Ostern 1849 kehrte Riemann, nachdem er noch die Ankunft der Frank- 
furter Kaiser-Deputation in Berlin erlebt hatte, nach Göttingen zurück. 
Er besuchte in den drei folgenden Semestern noch einige naturwissen- 
schaftliche und philosophische Vorlesungen, unter anderen mit gröss- 
tem Interesse die genialen Vorlesungen über Experimental-Physik von 
Wilhelm Weber, an welchen er sich später eng anschloss, und der ihm 
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bis zu seinem Tode ein treuer Freund und Rathgeber gewesen ist. In 
dieser Zeit müssen bei gleichzeitiger Beschäftigung mit philosophischen 
Studien, welche sich namentlich auf Herbart richteten, die ersten 
Keime seiner naturphilosophischen Ideen sich entwickelt haben; dies 
scheint wenigstens, soweit es sich nur um das Streben nach einer ein- 
heitliehen Naturauffassung handelt, aus einer Stelle eines Aufsatzes 
„Ueber Umfang, Anordnung und Methode des naturwissenschaftlichen 
Unterrichts auf Gymnasien“ hervorzugehen, den er im November 1850 
als Mitglied des pädagogischen Seminars verfasste, und in welchem er 
sagt: „So z. B. lässt sich eine vollkommen in sich abgeschlossene 
mathematische Theorie zusammenstellen, welche von den für die ein- 
zelnen Punkte geltenden Elementargesetzen bis zu den Vorgängen in 
dem uns wirklich gegebenen continuirlich erfüllten Raume fortschreitet, 
ohne zu scheiden, ob es sich um die Schwerkraft, oder die Electrieität, 
oder den Magnetismus, oder das Gleichgewicht der Wärme handelt.“ 
Im Herbst 1850 trat er auch in das kurz vorher gegründete mathe- 
matisch-physikalische Seminar ein, welches von den Professoren Weber, 
Ulrich, Stern und Listing geleitet wurde, und betheiligte sich nament- 
lich an den physikalischen experimentellen Uebungen, obgleich er da- 
durch von seiner Hauptaufgabe, der Ausarbeitung der Doctordissertation, 
oft abgezogen wurde. Theils diesem Umstande, theils aber auch der 
fast ängstlichen Sorgfalt, welche Riemann auf die Ausarbeitung seiner 
für den Druck bestimmten Schriften verwendete, und die ihn auch 
später bei der Veröffentlichung seiner Arbeiten wesentlich gehemmt 
hat, wird es zuzuschreiben sein, dass er seine Abhandlung „Grundlagen 
für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen com- 
plexen Grösse“ erst im November des folgenden Jahres 1851 der philo- 
sophischen Faecultät einreichen konnte. Dieselbe fand eine sehr an- 
erkennende Beurtheilung von Gauss, welcher Riemann bei dessen Besuch 
mittheilte, dass er seit Jahren eine Schrift vorbereite, welche denselben 
Gegenstand behandele, sich aber freilich nicht darauf beschränke. Das 
Examen war am Mittwoch den 3. December, die öffentliche Disputation 
und Doctor-Promotion am Dinstag den 16. December. An seinen 
Vater schreibt er: „Durch meine jetzt vollendete Dissertation glaube 
ich meine Aussichten bedeutend verbessert zu haben; auch hoffe 
ich, dass ich mit der Zeit fliessender und rascher schreiben lerne, 
namentlich wenn ich mehr Umgang suche und auch erst Gelegen- 
heit habe, Vorträge zu halten; ich habe daher jetzt guten Muth.“ 
Zugleich entschuldigt er sich in Rücksicht auf die Kosten, die er 
dem Vater verursacht, dass er sich nicht eifriger um die durch 
Goldschmidt’s Tod erledigte Observatorstelle an der Sternwarte bemüht 
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habe,*) und theilt mit, dass seiner Habilitation als Privatdocent Nichts 
im Wege stehe, sobald er die Habilitationsschrift fertig habe. Es 
scheint schon früh seine Absicht gewesen zu sein, zum Gegenstande 
derselben die Theorie der trigonometrischen Reihen zu wählen, allein 
es vergehen bis zu seiner Habilitation doch wieder zwei und ein halbes 
Jahr. 

In den Herbstferien 1852 hielt sich Lejeune Dirichlet, dem er 
noch von Berlin her wohl bekannt war, eine Zeit lang in Göttingen 
auf, und Riemann, der eben von Quickborn dorthin zurückgekehrt war, 
hatte das Glück, ihn fast täglich zu sehen. Gleich bei seinem ersten 
Besuche in der Krone, wo Dirichlet wohnte, und am folgenden Tage 
in einer Mittagsgesellschaft bei Sartorius von Waltershausen, in wel- 
cher auch die Professoren Dove aus Berlin und Listing gegenwärtig 
waren, fragte er Dirichlet, den er nächst Gauss als den grössten da- 
mals lebenden Mathematiker anerkannte, um Rath wegen seiner Arbeit. 
„Am anderen Morgen — schreibt Riemann an seinen Vater — war 
Dirichlet etwa zwei Stunden bei mir; er gab mir die Notizen, die ich 
zu meiner Habilitationsschrift bedurfte, so vollständig, dass mir die 
Arbeit dadurch wesentlich erleichtert ist; ich hätte sonst auf der 
Bibliothek nach manchen Sachen lange suchen können. Auch meine 
Dissertation ging er mit mir durch und war überhaupt äusserst freund- 
lich gegen mich, wie ich es bei dem grossen Abstande zwischen mir 
und ihm kaum erwarten durfte. Ich hoffe, er wird mich auch später 
nicht vergessen.“ Einige Tage darauf traf auch Wilhelm Weber von 
der Wiesbadener Naturforscher-Versammlung wieder in Göttingen ein; 
es wurde in grösserer Gesellschaft ein sehr lohnender Ausflug nach 
dem einige Stunden entfernten Hohen Hagen gemacht, und am folgen- 
den Tage trafen Dirichlet und Riemann abermals im Weber’schen 
Hause zusammen. Solche persönliche Anregung war im höchsten Grade 
wohlthuend für Riemann, und er schreibt selbst hierüber an seinen 
Vater: „Du siehst, dass ich hier im Ganzen noch nicht sehr häuslich 
gelebt habe; aber ich bin dafür des Morgens desto fleissiger bei der 
Arbeit gewesen, und finde, dass ich so weiter gekommen bin, als 
wenn ich den ganzen Tag hinter meinen Büchern sitze.“ 


*) Einer Mittheilung von W. Weber zufolge wünschte Gauss selbst nicht, 
dass Riemann diese Stellung übernähme; er zweifelte zwar nicht an seiner theo- 
retischen und praktischen Befähigung für dieselbe, aber er hatte schon damals 
eine so hohe Meinung von Riemann’s wissenschaftlicher Bedeutung, dass er be- 
fürchtete, derselbe möchte durch die mit dieser Stellung verbundenen zeitrauben- 
den und zum Theil untergeordneten Dienstgeschäfte von seinem eigentlichen Arbeits- 
felde gar zu sehr abgelenkt werden. 
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In jenen Tagen schreibt er auch von seiner Habilitation und von 
dem Anfange seiner Vorlesungen, wie von unmittelbar bevorstehenden 
Dingen, und er würde gewiss auch viel rascher in seiner äusserlichen 
Laufbahn fortgeschritten sein, wenn ihm öfter eine solche treibende 
Anregung zu Theil geworden wäre. Offenbar fällt in den Anfang des 


Jahres 1853 eine fast ausschliessliche Beschäftigung mit Naturphilo- 


sophie; seine neuen Gedanken gewinnen eine feste Gestalt, auf die er 
nach allen Unterbrechungen stets wieder zurückgekommen ist. End- 
lich ist auch die Habilitationsschrift fertig, und er schreibt an seinen 
jüngeren Bruder Wilhelm am 28. December 1853: „Mit meinen Arbei- 
ten steht es jetzt so ziemlich; ich habe Anfangs December meine 
Habilitationsschrift*) abgeliefert und musste dabei drei Themata zur 
Probevorlesung vorschlagen, von denen dann die Faeultät eines wählt. 
Die beiden ersten hatte ich fertig und hoffte, dass man eins davon 
nehmen würde; Gauss aber hat das dritte**) gewählt, und so bin ich 
nun wieder etwas in der Klemme, da ich dies noch ausarbeiten muss. 
Meine andere Untersuchung über den Zusammenhang zwischen Eleectriei- 
tät, Galvanismus, Licht und Schwere hatte ich gleich nach Beendigung 
meiner Habilitationsschrift wieder aufgenommen und bin mit ihr so 
weit gekommen, dass ich sie in dieser Form unbedenklich veröffent- 
lichen kann. Es ist mir dabei aber zugleich immer gewisser geworden, 
dass Gauss seit mehreren Jahren auch daran arbeitet, und einigen 
Freunden, u. A. Weber, die Sache unter dem Siegel der Verschwiegen- 
heit mitgetheilt hat, — Dir kann ich dies wohl schreiben, ohne dass 
es mir als Anmaassung ausgelegt wird — ich hoffe, dass es nun für 
mich noch nicht zu spät ist und es anerkannt werden wird, dass ich 
die Sachen vollkommen selbständig gefunden habe.“ 

Um diese Zeit wurde Riemann im mathematisch -physikalischen 
Seminar Assistent von W. Weber und hatte als solcher die Uebungen 
der Neueintretenden zu leiten, auch einige Vorträge zu halten. Ueber 
den weiteren Fortgang seiner Arbeiten schreibt er am 26. Juni 1854 
aus Quickborn seinem Bruder: „Um Weihnachten habe ich Dir von 
Göttingen aus, wie ich glaube, geschrieben, dass ich meine Habilitations- 
schrift Anfang December vollendet und an den Decan abgegeben hätte, 
sowie auch dass ich bald darauf mich wieder mit meiner Untersuchung 
über den Zusammenhang der physikalischen Grundgesetze beschäftigte 
und mich so darin vertiefte, dass ich, als mir das Thema zur Probe- 
vorlesung beim Colloquium gestellt war, nicht gleich wieder davon 


*) Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, 
*") Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 
33* 
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loskommen konnte. Ich ward nun bald darauf krank, theils wohl in 
Folge zu vielen Grübelns, theils in Folge des vielen Stubensitzens bei 
dem schlechten Wetter; es stellte sich mein altes Uebel wieder mit 
grosser Hartnäckigkeit ein und ich kam dabei mit meinen Arbeiten 
nicht vom Fleck. Erst nach mehreren Wochen, als das Wetter besser 
wurde und ich wieder mehr Umgang suchte, ging es mit meiner Ge- 
sundheit besser. Für den Sommer habe ich nun eine Gartenwohnung 
gemiethet und habe seitdem gottlob über meine Gesundheit nicht zu 
klagen gehabt. Nachdem ich etwa vierzehn Tage nach Ostern mit 
einer andern Arbeit, die ich nicht gut vermeiden konnte, fertig ge- 
worden war, ging ich nun eifrig an die Ausarbeitung meiner Probe- 
vorlesung und wurde um Pfingsten damit fertig. Ich erreichte es im- 
dess nur mit vieler Mühe, dass ich mein’ Öolloquium gleich machen 
konnte und nicht noch wieder unverrichteter Sache nach Quickborn 
abreisen musste. Gauss’s Gesundheitszustand ist nemlich in der letzten 
Zeit so schlimm geworden, dass man noch in diesem Jahre seinen 
Tod fürchtet und er sich zu schwach fühlte, mich zu examiniren. Er 
wünschte nun, dass ich, weil ich doch erst im nächsten Semester lesen 
könnte, wenigstens noch bis zum August auf seine Besserung warten 
möchte. Ich hatte mich schon in das Unvermeidliche gefügt. Da ent- 
schloss er sich plötzlich auf mein wiederholtes Bitten, „um die Sache 
vom Halse los zu werden“ am Freitag nach Pfingsten Mittag das 
- Colloquium auf den andern Tag um halb elf anzusetzen und so war 
ich am Sonnabend um eins glücklich damit fertig. — Lass Dir nun 
noch in aller Eile erzählen, was es mit der andern Arbeit, die mich 
um Ostern beschäftigte, für eine Bewandtniss hat. In den Ontärfekiiin 
war Kohlrausch — ein Sohn vom Oberschulrath und Vetter und Schwager 
von Schmalfuss — der jetzt Professor in Marburg ist, auf vierzehn 
Tage bei Weber zum Besuch, um mit ihm gemeinschaftlich eine ex- 
perimentelle Untersuchung über Electrieität zu machen, da Weber zu 
dem einen Theil dieser Untersuchung, Kohlrausch zu dem anderen 
Theil derselben die Vorarbeiten gemacht und die Apparate erdacht und 
construirt hatte. Ich nahm an ihren Experimenten Theil und lernte 
bei dieser Gelegenheit Kohlrausch kennen. Kohlrausch hatte nun einige 
Zeit vorher sehr genaue Messungen über eine bis dahin unerforschte 
Erscheinung (den electrischen Rückstand in der Leidener Flasche) ge- 
macht und veröffentlicht und ich hatte durch meine allgemeinen Unter- 
suchungen über den Zusammenhang zwischen Electrieität, Licht und 
Magnetismus die Erklärung davon gefunden. Ich sprach nun mit K. 
darüber und dies war die Veranlassung, dass ich die Theorie dieser 
Erscheinung für ihn ausarbeitete und ihm zuschickte. Kohlrausch hat 
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mir nun jetzt sehr freundlich geantwortet, mir angeboten, meine Arbeit 
an Poggendorff, den Herausgeber der Annalen der Physik und Chemie, 
in Berlin zum Druck zu schieken, und mich eingeladen ihn in diesen 
Herbstferien zu besuchen, um die Sache weiter zu verfolgen. Mir ist 
diese Sache deshalb wichtig, weil es das erste Mal ist, wo ich meine 
Arbeiten auf eine vorher noch nicht bekannte Erscheinung anwenden 
konnte, und ich hoffe, dass die Veröffentlichung dieser Arbeit dazu 
beitragen wird, meiner grösseren Arbeit eine günstige Aufnahme zu 
verschaffen. Hier in Quickborn werde ich mich nun wohl theils mit 
dem Druck dieser Arbeit, da mir die Correeturbogen wahrscheinlich 
zugeschickt werden, theils mit der Ausarbeitung einer Vorlesung für 
nächstes Semester beschäftigen müssen.“ 

Zu dem ersten Theile dieses Briefes ist noch zu bemerken, dass 
Riemann die Ausarbeitung seiner Probevorlesung über die Hypothesen 
der Geometrie sich durch sein Streben, allen, auch den nicht mathe- 
matisch gebildeten Mitgliedern der Facultät möglichst verständlich zu 
bleiben, wesentlich erschwert hat; die Abhandlung ist aber hierdurch 
in der That zu einem bewunderungswürdigen Meisterstück auch in der 
Darstellung geworden, indem sie ohne Mittheilung der analytischen 
Untersuchung den Gang derselben so genau angiebt, dass sie nach 
diesen Vorschriften vollständig hergestellt werden kann. Gauss hatte 
segen das übliche Herkommen von den drei vorgeschlagenen Thematen 
nicht das erste, sondern das dritte gewählt, weil er begierig war zu 
hören, wie ein so schwieriger Gegenstand von einem so jungen Manne 
behandelt werden würde; nun setzte ihn die Vorlesung, welche alle 
seine Erwartungen übertraf, in das grösste Erstauiien, und auf dem 
Rückwege aus der Facultäts-Sitzung sprach er sich gegen Wilhelm 
Weber mit höchster Anerkennung und mit einer bei ihm seltenen Er- 
regung über die Tiefe der von Riemann vorgetragenen Gedanken aus. 

Nach einem längeren Aufenthalte in Quickborn kehrte Riemann 
im September nach Göttingen zurück, um an der Naturforscher-Ver- 
sammlung Theil zu nehmen; auf Weber's und Stern’s Aufforderung 
entschloss er sich, in der mathematisch-physikalisch -astronomischen 
Section einen Vortrag über die Verbreitung der Electrieität in Nicht- 
leitern zu halten. Er schreibt darüber an seinen Vater: „Mein Vor- 
trag kam am Domnerstag an die Reihe, und da für diese Sitzung 
unserer Section kein anderer angekündigt war, so arbeitete ich die 
Sache noch den Abend vorher etwas weiter aus, um die gewöhnliche 
Zeit der Sitzungen einigermaassen auszufüllen. Ich hatte anfangs nur 
das Gesetz, welches ich mittheilen wollte, kurz angeben wollen, wandte 
es aber nun noch auf mehrere Erscheinungen an und zeigte die Ueber- 
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einstimmung mit der Erfahrung. Mein Vortrag war nun freilich in 
diesem letzten Theile weniger fliessend, aber ich glaube doch, dass der 
Eindruck des Ganzen durch Hinzufügung desselben gewonnen hat; ich 
sprach ungefähr °/, Stunden. — Dass ich bei der Versammlung einmal 
öffentlich gesprochen habe, hat mir wieder etwas mehr Muth zu meiner 
Vorlesung gemacht; doch habe ich zugleich gesehen, wie gross der 
Unterschied ist, ob man schon längere Zeit vorher mit seinen Ge- 
danken in’s Reine gekommen ist, oder noch unmittelbar vorher daran 
gearbeitet hat. Ich hoffe in einem halben Jahre schon mit mehr Ruhe 
an meine Vorlesungen zu denken, und mir nicht wieder meinen Auf- 
enthalt in Quickborn und mein Zusammensein mit Euch so dadurch 
verleiden zu lassen, wie das letzte Mal.“ Auch mit Kohlrausch war 
er in Göttingen wieder zusammengetroffen; nach einem weiteren Brief- 
wechsel entschloss sich aber Riemann, auf die Veröffentlichung seines 
Aufsatzes über den Rückstand in der Leidener Flasche zu verzichten, 
vermuthlich weil er nicht gern auf eine ihm angerathene Abänderung 
desselben eingehen wollte. Statt dessen erschien in Poggendorff’s An- 
nalen der Aufsatz über die Theorie der Nobili’schen Farbenringe, über 
welchen er an seine ältere Schwester Ida schreibt: „Es ist dieser 
Gegenstand deshalb wichtig, weil sich hiernach sehr genaue Messungen 
anstellen und die Gesetze, nach denen die Electrieität sich bewegt, sehr 
genau daran prüfen lassen.“ 

In demselben Briefe vom 9. October 1854 schreibt er mit grosser 
Freude von dem Zustandekommen seiner ersten Vorlesung, zu welcher 
über sein Erwarten viele Zuhörer, etwa acht, sich gemeldet hatten. 
Der Gegenstand derselben war die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen mit Anwendungen auf physikalische Probleme; als Vorbild 
dienten ihm der Hauptsache nach die Vorlesungen, welche Dirichlet 
unter gleichem Titel in Berlin gehalten hatte. Ueber seinen Vortrag 
schreibt er am 18. November 1854 seinem Vater: „Mein Leben hat 
hier jetzt nach und nach eine ziemlich regelmässige und einförmige 
(Gestalt angenommen. Meine Collegia habe ich bis jetzt regelmässig 
halten können, meine anfängliche Befangenheit hat sich schon ziem- 
lich gelegt und ich gewöhne mich daran, mehr an die Zuhörer, als - 
an mich dabei zu denken, und in ihren Mienen zu lesen, ob ich vor- 
wärts gehen oder die Sache noch weiter auseinander setzen muss.“ 
Es ist indessen keinem Zweifel unterworfen, dass der mündliche Vor- 
trag ihm in den ersten Jahren seiner akademischen Lehrthätigkeit 
grosse Schwierigkeiten verursachte. Seine glänzende Denkkraft und 
vorahnende Phantasie liess ihn meist, was besonders bei zufälligen 
mündlichen Unterhaltungen über wissenschaftliche Gegenstände zum 
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Vorschein kam, sehr grosse Schritte nehmen, denen man nicht so leicht 
folgen konnte, und wenn man ihn zu einer näheren Erörterung einiger 
Zwischenglieder seiner Schlüsse aufforderte, so konnte er stutzig wer- 
den und es verursachte ‘ihm einige Mühe, sich in den langsameren 
Gedankengang des Anderen zu fügen und dessen Zweifel rasch zu be- 
seitigen. So hat ihn auch bei seinen Vorlesungen die Beobachtung 
der Mienen seiner Zuhörer, von der er oben schreibt, oft empfindlich 
gestört, wenn er, bisweilen ganz gegen sein Erwarten, sich genöthigt 
olaubte, einen für ihn fast selbstverständlichen Punkt noch besonders 
zu beweisen. Dies hat sich aber nach längerer Uebung verloren, und 
die verhältnissmässig grosse Zahl seiner Schüler ist nicht blos der An- 
ziehungskraft seines durch die tiefsinnigsten Werke berühmt gewordenen 
Namens, sondern auch seinem Vortrage zuzuschreiben, auf den er sich 
stets sehr sorgfältig vorbereitete, und durch welchen es ihm gelang, 
seine Zuhörer über die grossen Schwierigkeiten hinwegzuführen, die 
sich dem Eindringen in die von ihm geschaffenen neuen Prineipien 
entgegenstellen. 

Am 23. Februar 1855 starb Gauss, und bald darauf wurde Lejeune 
Dirichlet von Berlin nach Göttingen berufen. Bei dieser Gelegenheit 
wurde von mehreren Seiten, aber vergeblich dahin gewirkt, dass 
Riemann zum ausserordentlichen Professor ernannt werden möchte; 
erreicht wurde nur, dass ihm eine Remuneration von jährlich 200 Tha- 
ler von der Regierung ausgesetzt wurde; so gering diese Summe war, 
eine so wichtige Erleichterung gewährte sie Riemann, der in dieser 
und der nächsten Zeit wohl oft mit düsterem Blick in die Zukunft 
schaute. Es begann eine Reihe von traurigen Jahren, in denen ihn 
ein schmerzlicher Schlag nach dem anderen traf. Noch im Jahre 1855 
verlor er seinen Vater und eine Schwester, Clara; die alte, so innig 
geliebte Heimath in Quiekborn wurde verlassen, seine drei Schwestern 
zogen zu dem Bruder Wilhelm nach Bremen, der dort Postsecretair 
war und von jetzt an die Sorge für die Erhaltung der Familie über- 
nahm. 

Riemann wandte sich jetzt mit erneutem Eifer wieder seinen schon 
in den Jahren 1851 und 1852 begonnenen Untersuchungen über die 
Theorie der Abel’schen Funetionen zu und machte dieselbe zum ersten 
Male von Michaelis 1855 bis Michaelis 1856 zum Gegenstande seiner 
Vorlesungen, an denen drei Zuhörer, Schering, Bjerknes und sein 
College Dedekind Theil nahmen. Im Sommer 1856 wurde er zum 
Assessor der mathematischen Classe der Göttinger Gesellschaft der 
Wissenschaften ernannt; als soleher überreichte er am 2. November 
seine Abhandlung über die Gauss’sche Reihe und schrieb an demselben 
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Tage seinem Bruder: „Auch hoffe ich, dass meine Arbeiten mir Früchte 
tragen sollen. Meine Abhandlung a wie ich Dir schon schrieb, jetzt 
zum Druck fertig, und vielleicht Een sie die Societät in ihren Schrif- 
ten drucken lassen, allerdings eine grosse Ehre, da_diese in den letzten 
50 Jahren nur insihergekistiie Abhandlungen von Gauss enthalten haben. 
Die mathematische Section der Societät, bestehend aus Weber, Ulrich 
und Dirichlet wird wenigstens nach Weber’s Aeusserungen wohl auf 
den Druck meiner Abhandlung antragen. — Mit meinen Vorlesungen, 
d. h. mit dem Besuch derselben, bin ich ziemlich zufrieden, besonders 
bei der geringen Zahl der neu kann Studenten. Es sind gar 
keine Mathematiker unter diesen und das ist auch wohl der Grund, 
dass Dedekind und Westphal ihre Privatvorlesungen nicht zu Stande | 
bekommen haben. Die Anzahl meiner Zuhörer betrug nun an den vier 
Tagen, an denen ich gelesen habe, erst drei, dann vier und die letz- 
ten beiden Male fünf; doch war hierunter wohl ein Hospitant. Sehr 
lieb ist es mir, dass ich diesmal auch einige Zuhörer aus den ersten 
Semestern habe, nicht wie sonst bloss aus dem sechsten und späteren 
Semestern, weil ich dies als ein Zeichen betrachte, dass meine Vor- 
lesungen leichter verständlich werden. Bei alledem kann ich noch 
nicht behaupten, dass meine Vorlesungen zu Stande gekommen sind; 
denn es hat sich noch Niemand bei mir gemeldet und ist also immer 
noch möglich, dass meine Herrn Zuhörer mich im Stiche lassen. — 
Meine freie Zeit werde ich von jetzt an ganz auf die Arbeit über die 
Abel’schen Funetionen, von der ich Dir erzählt habe, verwenden. Kurz 
vor meiner Wiederankunft hier in Göttingen ist auch“ der Haupt- 
redacteur des mathematischen Journals, der Dr. Borchardt aus Berlin, 
hier gewesen und hat mir durch Dirichlet und Dedekind die Auf- 
forderung zugehen lassen, ihm doch so bald wie möglich eine Dar- 
stellung meiner Untersuchungen über die Abel’schen Functionen, sie 
sei so roh wie sie wolle, zu schicken. Weierstrass ist jetzt stark im 
Publieiren, doch enthält das jetzt- veröffentlichte Heft, von dem Scherk 
mir erzählte, nur die ersten Vorbereitungen zu seiner Theorie.“ 

In der That widmete er sich nun mit allen Kräften der Aus- 
arbeitung dieses Werkes, so dass er die ersten drei kleineren Abhand- 
lungen am 18. Mai, die vierte grössere am 2. Juli 1857 im Manuseript 
nach Berlin abschicken konnte; allein durch die übermässige An- 
strengung hatte seine Gesundheit sehr gelitten, und er befand sich am 
Ende des Sommersemesters in einem Zustande geistiger Abspannung, 
der seine Stimmung im höchsten Grade verdüsterte. Zur Erfrischung 
und Stärkung seiner Gesundheit nahm er für einige Wochen seinen 
Aufenthalt in Harzburg, wohin ihn sein Freund Ritter (damals Lehrer 
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an dem Polytechnicum zu Hannover, jetzt Professor in Aachen) auf 
einige Tage begleitete, und wohin ihm später sein College Dedekind 
folgte, mit dem er viele Spaziergänge und auch grössere Ausflüge in 
den Harz machte. Auf solchen Spaziergängen erheiterte sich seine 
Stimmung, sein Zutrauen zu Anderen und zu sich selbst wuchs; sein 
harmloser Scherz und seine rückhaltlose Unterhaltung über wissen- 
schaftliche Gegenstände machten ihn zu dem liebenswürdigsten und 
anregendsten Gesellschafter. In dieser Zeit wandten sich seine Ge- 
danken wieder der Naturphilosophie zu, und eines Abends nach- der 
Rückkehr von einer anstrengenden Wanderung griff er zu Brewster's 
Life of Newton, und sprach lange mit Bewunderung über den Brief 
an Bentley, in welchem Newton selbst die Unmöglichkeit unmittelbarer 
Fernwirkung behauptet. 

Bald nach seiner Rückkehr nach Göttingen wurde er am 9. No- 
vember 1857 zum ausserordentlichen Professor in der philosophischen 
Faeultät ernannt, und seine Remuneration von 200 Thaler auf 300 
Thaler erhöht. Aber fast gleichzeitig erschütterte ihn auf das Tiefste 
der Tod seines innig geliebten Bruders Wilhelm; er übernimmt nun 
ganz die Sorge für seine drei noch lebenden Schwestern und dringt 
inständig darauf, dass sie noch im Laufe des Winters zu ihm nach 
Göttingen übersiedeln; dies geschah auch im Anfang März 1858, aber 
erst nachdem ihnen die jüngste Schwester, Marie, noch durch den Tod 
entrissen war. Nach so vielen Schicksalsschlägen trug das Zusammen- 
leben mit den Schwestern wesentlich zur Besserung seiner tief nieder- 
gedrückten Gemüthsstimmung bei; und die Anerkennung, welche von 
nun an, wenn auch langsam, seinen Werken auch in weiteren Kreisen 
zu Theil wurde, hob allmälich sein gesunkenes Selbstvertrauen und 
liess ihn frischen Muth zu neuen Arbeiten finden. Schon 'vorher hatte 
er den später viel besprochenen Aufsatz „Ein Beitrag zur Electro- 
dynamik“ verfasst, über welchen er seiner Schwester Ida schreibt: 
„Meine Entdeckung über den Zusammenhang zwischen Electrieität und 
Lieht habe ich hier der Königl. Societät übergeben. Nach manchen 
Aeusserungen, die ich darüber vernommen, muss ich schliessen, dass 
Gauss eine andere von der meinigen verschiedene Theorie dieses Zu- 
sammenhangs aufgestellt und seinen nächsten Bekannten mitgetheilt 
hat. Ich bin aber völlig überzeugt, dass die meinige die richtige ist 
und in ein paar Jahren allgemein als solche anerkannt werden wird.“ 
Er hat bekanntlich diese Arbeit bald wieder zurückgezogen und auch 
später nicht veröffentlicht, wahrscheinlich weil er selbst mit der in ihr 
enthaltenen Ableitung nicht mehr zufrieden war. 

In den Herbstferien 1858 machte er die Bekanntschaft der italieni- 
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schen Mathematiker Brioschi, Betti und Casorati, welche damals eine Reise 
durch Deutschland machten und auch einige Tage in Göttingen verweil- 
ten; diese Verbindung sollte später in Italien wieder angeknüpft werden. 

In diese Zeit fiel die Erkrankung Dirichlet’s, welcher seinen langen 
Leiden am 5. Mai 1859 erlag. Er hatte von Anfang an das leb- 
hafteste persönliche Interesse für Riemann empfunden und bei allen 
Gelegenheiten bethätigt, wo er auf eine Verbesserung der äusserlichen 
Verhältnisse Riemann’s hinwirken konnte. Inzwischen war des Letz- 
teren wissenschaftliche Bedeutung so allgemein anerkannt, dass die 
Regierung nach Dirichlet's Tode von der Berufung eines auswärtigen 
Mathematikers absah; Ostern 1859 wurde für Riemann eine Wohnung 
in der Sternwarte eingeräumt, am 30. Juli wurde er zum ordentlichen 
Professor ernannt und im December einstimmig zum ordentlichen. Mit- 
gliede der Gesellschaft der Wissenschaften erwählt. Schon vorher, am 
11. August, hatte die Berliner Akademie der Wissenschaften ihn zum corre- 
spondirenden Mitgliede in der physikalisch-mathematischen Classe ernannt, 
und dies veranlasste ihn, im September in Dedekind’s Gesellschaft nach 
Berlin zu reisen, wo er von den dortigen Gelehrten, Kummer, Borchardt, 
Kronecker, Weierstrass mit Auszeichnung und grosser Herzlichkeit 
aufgenommen wurde. Eine Folge seiner Ernennung, welcher später, 
im März 1866, die Wahl zum auswärtigen Mitgliede gefolgt ist,*) und 
dieses Besuchs war es, dass er im October seine Abhandlung über die 
Häufigkeit der Primzahlen der Berliner Akademie einreichte und einen, 
nach seinem Tode veröffentlichten Brief über die vielfach periodischen 
Funetionen an Weierstrass richtete. N 

Einen Monat später übergab er der Göttinger Gesellschaft der 
Wissenschaften seine Abhandlung über die Fortpflanzung ebener Luft- 
wellen von endlicher Schwingungsweite. | 

In den Osterferien 1860 machte er eine Reise nach Paris, wo er 
sich vom 26. März ab einen Monat aufhielt; leider war das Wetter 
sehr rauh und unfreundlich, noch in der letzten Woche gab es mehrere 
Tage hinter einander Schnee und Hagel, so dass die Besichtigung von 
Merkwürdigkeiten oft geradezu unmöglich war. Dagegen war er sehr 
zufrieden mit der freundlichen Aufnahme von Seiten der Pariser Ge- 


*) Bezüglich der äusserlichen Auszeichnungen, deren Riemann theilhaftig 
geworden ist, mag hier noch bemerkt werden, dass die Baierische Akademie der 
Wissenschaften ihn am 28. November 1859 zum correspondirenden, am 28. No- 
vember 1863 zum ordentlichen Mitgliede, ferner dass die Pariser Akademie ihn 
am 19. März 1866 zu ihrem correspondirenden Mitgliede ernannte; ebenso wurde 
er am 14. Juni 1866, kurz vor seinem Tode, von der Londoner Royal Society zu 
deren auswärtigem Mitgliede erwählt. 
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lehrten Serret, Bertrand, Hermite, Puiseux und Briot, bei welchem er 
einen Tag auf dem Lande in Chatenay mit Bouquet sehr angenehm . 
verlebte. 

In demselben Jahre vollendete er seine Abhandlung über die Be- 
wegung eines flüssigen Ellipsoides und wendete sieh der Bearbeitung 
der von der Pariser Akademie gestellten Preisaufgabe über die Theorie 
der Wärmeleitung zu, für welche er durch seine Untersuchungen über 
die Hypothesen der Geometrie schon früher die Grundlagen gewonnen 
hatte. Im Juni 1861 sandte er seine in lateinischer Sprache abgefasste 
Lösung unter dem Motto „Et his principiis via sternitur ad majora“ 
ein; dieselbe errang indessen den Preis nicht, weil es ihm an Zeit ge- 
fehlt hatte, die zur Durchführung nöthige Rechnung vollständig mit- 
zutheilen. 

Das in den letzten Jahren ungetrübte, glückliche Leben, dessen 
Riemann sich erfreuen durfte, erreichte seinen Höhepunkt, als er sich _ 
am 3. Juni 1862 mit Fräulein Elise Koch aus Körchow in Mecklen- 
burg-Schwerin, einer Freundin seiner Schwestern verheirathete; es war 
ihr beschieden, die bevorstehenden Jahre des Leidens mit ihm zu 
theilen und durch unermüdliche Liebe zu verschönern. Schon im Juli 
desselben Jahres befiel ihn eine Brustfellentzündung, von welcher er 
scheinbar zwar sich rasch erholte, welche aber doch den Keim zu 'einer 
“ Lungenkrankheit zurückliess, die sein frühes Ende herbei führen sollte. 
Als ihm von den Aerzten ein längerer Aufenthalt im Süden zur Heilung 
angerathen war, gelang es der dringenden Verwendung von Wilhelm 
Weber und Sartorius von Waltershausen, von der Regierung nicht nur 
den erforderlichen Urlaub, sondern auch eine ausreichende Unterstützung 
zu einer Reise nach Italien für ihn auszuwirken, welche er im No- 
vember 1862 antrat. Durch Sartorius von Waltershausen auf das 
Wärmste empfohlen, fand er das freundlichste Entgegenkommen in 
der Familie des Consuls Jäger. in Messina, auf deren Villa in der Vor- 
stadt Gazzi er den Winter verlebte. Sein Befinden besserte sich rasch, 
und er konnte Ausflüge nach Taormina, Catania und Syracus unter- 
nehmen. Auf der Rückreise, welche er am 19. März 1863 antrat, be- 
suchte er Palermo, ‚Neapel, Rom, Livorno, Pisa, Florenz, Bologna, 
Mailand; bei längerem Aufenthalte in diesen Städten, deren Kunst- 
schätze und Alterthümer sein grösstes Interesse erweckten, machte er 
zugleich Bekanntschaft mit den bedeutendsten Gelehrten Italiens, und 
namentlich schloss er sich mit inniger Freundschaft an Professor Enrico 
Betti in Pisa an, den er schon im Jahre 1858 in Göttingen kennen 
gelernt hatte. Ueberhaupt bildet der mehrjährige Aufenthalt Riemann’s 
in Italien, so traurig die nächste Veranlassung desselben auch war, 
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einen wahren Lichtpunkt in seinem Leben; nicht allein, dass ihn das 
Schauen aller Herrlichkeit dieses entzückenden Landes, von Natur und 
Kunst, unendlich beglückte, er fühlte sich dort auch als freier Mensch 
dem Menschen gegenüber, ohne alle die hemmenden Rücksichten, die 
er in Göttingen auf Schritt und Tritt nehmen zu müssen meinte; dies 
Alles und der wohlthätige Einfluss des herrlichen Klimas auf seine 
(resundheit stimmte ihn oft recht froh und heiter und liess ihn dort 
viele glückliche Tage verleben. 

Mit den besten Hoffnungen verliess er das ihm so lieb gewordene 
Italien, allein er zog sich auf dem Uebergange über den Splügen, wo 
er unvorsichtiger Weise eine Strecke lang zu Fuss durch den Schnee 
ging, eine heftige Erkältung zu, und nach der Ankunft in Göttingen, 
welche am 17. Juni erfolgte, war sein Befinden fortwährend so schlecht, 
dass er sich sehr bald zu einer zweiten Reise nach Italien entschliessen 
musste, welche er am 21. August 1863 antrat. Er wandte sich zu- 
nächst nach Meran, Venedig, Florenz, dann nach Pisa, wo ihm am 
22. December 1863 eine Tochter geboren wurde, welche nach seiner 
älteren Schwester den Namen Ida erhielt. Unglücklicher Weise war 
der Winter so kalt, dass der Arno zufror. Im Mai 1864 bezog er 
eine Villa vor Pisa; hier verlor er Ende August seine jüngere Schwester, 
Helene; er selbst wurde von der Gelbsucht befallen, welche auch eine 
Verschlimmerung seines Brustleidens zur Folge hatte. Eine Berufung 
nach Pisa an Stelle von Professor Mosotti, welche schon im Jahre 1363 
durch Vermittlung von Betti an ihn ergangen war, hatte er theils 
auf den Rath seiner Göttinger Freunde, hauptsächlich aber wohl aus 
dem Grunde abgelehnt, weil er die mit der ihm angetragenen Stellung 
verbundenen Pflichten bei seinem angegriffenen Gesundheitszustande 
nicht vollständig erfüllen zu können befürchtete und deshalb sich ausser 
Stande fühlte, die Annahme des Rufes vor sich zu verantworten. Das- 
selbe Pflichtgefühl erweckte den dringenden Wunsch in ihm, nach 
Göttingen zurückzukehren und sich wieder seinem Lehramte zu wid- 
men, und nur auf die ernsten Vorstellungen der Aerzte und seiner 
Freunde entschloss er sich dazu, auch den folgenden Winter in Italien 
zuzubringen, welchen er zu Pisa in angenehmem geselligen und wissen- 
schaftlichen Verkehr mit den dortigen Gelehrten Betti, Felici, Novi, 
Villari, Tassinari, Beltrami verlebte; in jener Zeit arbeitete er auch an 
seiner Abhandlung über das Verschwinden der Theta-Functionen. Den 
Mai und Juni 1865 brachte er bei schlechtem Befinden in Livorno, 
den Juli und August am Lago Maggiore, den September in Pegli bei 
Genua zu, wo durch ein gastrisches Fieber eine bedeutende Ver- 
schlimmerung seines Zustandes eintrat. 
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Unter diesen Umständen konnte’ Riemann seinem immer lebhafteren 
Wunsche, nach Göttingen zurückzukehren, nicht länger widerstehen; 
er langte am 3. October an und verlebte daselbst den Winter bei er- 
träglich gutem Befinden, welches ihm meistens gestattete, einige Stun- 
den täglich zu arbeiten. Er vollendete die Abhandlung über das Ver- 
schwinden der Theta-Functionen und übertrug seinem früheren Schüler 
Hattendorff ‘die Ausarbeitung der Abhandlung über die Minimalflächen; 
er sprach auch öfter den Wunsch aus, vor seinem Ende noch über 
einige seiner unvollendeten Arbeiten mit Dedekind zu sprechen, fühlte 
sich- aber stets zu schwach und angegriffen, um denselben zu einem 
Besuche in Göttingen zu veranlassen. In den letzten Monaten be- 
schäftigte er sich mit der Ausarbeitung einer Abhandlung über die 
Mechanik des Ohres, welche leider nicht vollendet und nur als Frag- 
ment nach seinem Tode von Henle und Schering herausgegeben ist. 

Die Vollendung dieser Abhandlung sowie einiger anderen Arbeiten 
lag ihm sehr am Herzen, und er hoffte durch einen Aufenthalt von 
einigen Monaten am Lago Maggiore, wohin ihn ausserdem grosse 
Sehnsucht nach dem ihm so lieb gewordenen Lande trieb, die dazu 
erforderlichen Kräfte noch sammeln zu können. So entschloss er sich 
am 15. Juni 1866, in den ersten Kriegstagen, zu seiner dritten Reise 
nach Italien; dieselbe wurde schon in Cassel unterbrochen, weil die 
Eisenbahn zerstört war, doch gelangte er mit Fuhrwerk glücklich bis 
Giessen, von wo die Weiterreise keine ferneren Hindernisse fand. Am 
28. Juni traf er am Lago Maggiore ein, wo er in der Villa Pisoni in 
Selasca bei Intra wohnte. Rasch nahmen seine Kräfte ab, und er 
selbst fühlte mit voller Klarheit sein Ende herannahen; aber noch am 
Tage vor seinem Tode arbeitete er, unter einem Feigenbaum ruhend 
und von grosser Freude über den Anblick der herrlichen Landschaft 
erfüllt, an seinem’ letzten, leider unvollendet gebliebenen Werke. Sein 
Ende war ein sehr sanftes, ohne Kampf und Todesschauer; es schien 


als ob er mit Interesse dem Scheiden der Seele vom Körper folgte; 


seine Gattin musste ihm Brod und Wein reichen, er trug ihr Grüsse 
an die Lieben daheim auf und sagte ihr: küsse unser Kind. Sie betete 
das Vater Unser mit ihm, er konnte nicht mehr sprechen; bei den 
Worten Vergieb uns unsere Schuld richtete er gläubig das Auge nach 
oben; sie fühlte seine Hand in der ihrigen kälter werden, und nach 
einigen Athemzügen hatte sein reines, edeles Herz zu schlagen auf- 
gehört. Der fromme Sinn, der im Vaterhaus gepflanzt war, blieb ihm 
durch das ganze Leben, und er diente, wenn auch nicht in derselben 
Form, treu seinem Gott; mit der grössten Pietät vermied er, Andere 
in ihrem Glauben zu stören; die tägliche Selbstprüfung vor dem An- 
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gesichte Gottes war, nach seinem eigenen Ausspruche, für ihn eine 
Hauptsache in der Religion. 
Er ruht auf dem Kirchhofe zu Biganzolo, wohin Selasca einge- 
pfarrt ist. Sein Grabstein trägt die Inschrift: 
rn Hier ruhet in Gott 
GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN, Prof. zu Göttingen, 
geb. in Breselenz 17. Sept. 1826, gest. in Selasca 20. Juli 1866. 


Denen die Gott lieben müssen alle Dinge zum Besten dienen. 





* 


PROSPECTUS. 





. 


Repertorium 


der literarischen Arbeiten aus dem Gebiete 


der 


reinen und angewandten Mathematik 


„Originalberichte der Verfasser‘ 


gesammelt und herausgegeben 


von 


Dr. Leo Koenigsberger und Dr. Gustav Zeuner. 





Die grosse Schwierigkeit, welche das Referiren über Arbeiten An- 
derer auf dem’ Gebiete der reinen und angewandten Mathematik darbietet, 
und die Thatsache, dass bei der überaus grossen Ausdehnung dieser 
Wissenschaften auch hervorragende Gelehrte selten im Stande sind, Werth, 
Zweck und Ziel von Arbeiten zu beurtheilen, welche verschiedenen Dis- 
ciplinen ihrer Wissenschaft angehören, haben in uns den Gedanken angeregt, 
ein periodisch erscheinendes Sammelwerk ins Leben zu rufen, 


„in welchem die Autoren über die von ihnen selbst 
geschriebenen Bücher und Abhandlungen längere oder 
kürzere, sachliche Referate geben.“ 


Wir brauchen, um den Werth derartiger Referate hervorzuheben, 
nur an die in den comptes rendus gegebenen Berichte der französischen 
Akademiker oder an die in den „Göttinger gelehrten Anzeigen“ von GAuss 
veröffentlichten Referate über seine eignen Arbeiten zu erinnern, um erken- 
nen zu lassen, von welch hoher Bedeutung es ist, von den Autoren selbst 
das Ziel ihrer Arbeiten dargestellt und die Bedeutung der Resultate der- 
selben hervorgehoben zu sehen; wir weisen aber andrerseits auch auf den 
Werth hin, den es für den Verfasser haben muss, einen Weg geöffnet zu 
sehen, der ihm erlaubt, durch eigne Darstellung einen grössern Leserkreis 
auf die von ihm gewonnenen Resultate, sowie auf Zweck und Ziel seiner 
Arbeiten aufmerksam zu machen. 


Die Referate sollen sich über das ganze Gebiet der Mathematik 
erstrecken, der reinen Mathematik und aller angewandten Theile derselben, 
wie Astronomie und Geodäsie, mathematische Physik, analytische und 
technische Mechanik, aller mathematischen Zweige der Ingenieurwissen- e 
schaften, der mathematischen Statistik u. s. f. und überdies gedenken wir 


” 


die Berichte in derjenigen Sprache drucken zu lassen, in welcher sie uns 
vom Verfasser zugehen und von der sich annehmen lässt, dass sie Gelehrten- 
kreisen aller Länder zugänglich ist, wobei wir neben der deutschen, vor- 
zugsweise die französische, englische und italienische Sprache im Auge haben. 


Unserm Unternehmen wird wohl auch eine entschiedene Bedeutung 
in Rücksicht auf die Geschichte der mathematischen Wissenschaften zu- 
gesprochen werden dürfen, wenn auch nur einigermassen auf Vollständigkeit 
in der Sammlung der Referate über mathematische Schriften aller Länder 
gerechnet werden könnte; wir beginnen deshalb, um unser „Repertorium“ 
erst hinreichend bekannt werden zu lassen, mit den Referaten über die 
vom 1. Januar 1875 ab erschienenen Bücher und Abhandlungen und wen- 
den uns nunmehr an alle Schriftsteller auf dem Gebiete der reinen und 
angewandten Mathematik mit der ergebensten Bitte, über die im letzten 
Jahre von ihnen veröffentlichten wissenschaftlichen Arbeiten, mögen die- 
selben als selbständige Schriften oder in Zeitschriften erschienen sein, recht 
bald und über die weiteren Veröffentlichungen womöglich unmittelbar nach 
deren Erscheinen Referate an die Unterzeichneten gefälligst einsenden zu wollen, 


Drxspen, königl. Polytechnikum. 


Dr. Leo Königsberger. Dr. Gustav Zeuner. 


Bezugnehmend .auf die obigen Ausführungen der Herren Heraus- 
geber des „Repertoriums“ beschränken wir uns darauf zu erklären, dass, 
was in unsern Kräften steht, geschehen soll, um dem Unternehmen eine 
möglichst grosse Verbreitung zu geben und richten auch unsererseits an 
die Herren Autoren die ergebenste Bitte, durch eine recht‘ grosse, womög- 
lich allgemeine Betheiligung und eine regelmässige Zusendung der Berichte 
diesem Unternehmen einen wissenschaftlichen Werth zu sichern, damit das 
„Repertorium“ nach einiger Zeit ein unentbehrliches Nachschlagebuch für 
jeden Forscher auf dem Gebiete der exacten Wissenschaften werde. 


Wir werden das „Repertorium“ zunächst in zwanglosen Heften er- 
- scheinen lassen und bitten die Herren Schriftsteller, ihre Referate einem 
der beiden Herren Herausgeber 


Dr. Leo Koenigsberger Dr. Gustav Zeuner 
Geh. Hofrath und Professor der Mathematik Geh. Bergrath und Professor der Mechanik 


Dresden, Königl. Polytechnikum 
gütigst zukommen zu lassen. 


Bestellungen auf das „‚Repertorium“, für welches ein möglichst niedriger 
Preis gestellt werden wird, nehmen alle Buchhandlungen des In- und Aus- 


landes entgegen. 
Die Verlagsbuchhandlung 
B. G. Teubner in Leipzig. 








en 1 a Ze 





wer 








a 


> 


es 
we 
7 = nn 
Der 
e 


zZ 


a 
ee 


Eie, 


= 


= 
=. 


a 
en 


ne 
e. 
> _ 


a 
a 


a 
we 
a De 

ne 


er 


an 
Br 


Be 
Er 


a 


= 


Es 
a 


Ss 


- 


Se 


no : 
en .: En Es 
nr j 
: 


ee 


e 


= 


En 


% 


er 


r 
2 


> 


Y 


= 


rg 


Den 


n 
= 


Ei 


e 


Nr 


Er 
> 


a: 
aaa 
en 


a 


nr 
ws 


we 


ae 
nn 


3 
re 
ae 
an 


N N 2 
we 
a 


a 


er 


a 


a 


ne 


= 


er 


ne 


= 


a 


= 


Be: 


a 
a 


a 


5 en 


ga 


we 


De 
a 


ee 


u 


a 


er 


Be 
ee 


er 





a 
: 
Br 








Ne 


aa 





on 





—.. 


RETURN _Astronomy/Mathematics/Statistics Library 




















To» 100 Evans Hall 642-3381 
LOAN PERIOD 1 |2 3 
7 DAYS 
DUE A LOW 











Jr 7 ag Subiect to reral!  — 
lad EVER 


“ DET O1 1993 
LCSIMATH LIBRARY 









































a 241998 
0CI_D 2 1998 
BD NICBEAY M/S 
oci 081998 
UNIVERSITY OF CALIFORNIA, BERKELEY 
FORM NO. DD3 BERKELEY, CA 94720 


AND 


en ac 















































BAER EL. 
'< } 
2 a 
RER 
Be 





KICE ER F 
re a 
I 
ae 


TERBHRED, 





Are 
he 
BER 


“ 


Laer 
| S Ir 
ann 

“ 

ER 


HERRN 
DRBFRFER, 
her: Aueh 





